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PRÉFACE 

La  Théorie  des  probabilités,  qu'on  appelle  aussi  Calcul  des  probabilités  est  utili- 
sée de  plus  en  plus  dans  de  nombreuses  questions  de  physique,  de  biologie,  de 
sciences  économiques.  Ceux  qui  s'intéresent  à  ces  applications  n'ont  pas  toujours 
les  loisirs  d'étudier  à  fond  les  théories  mathématiques  qui  se  rattachent  aux  pro- 
babilités ;  ces  théories  n'ont  d'ailleurs  pour  eux  qu'un  médiocre  intérêt  ;  ce  qui  leur 
importe  surtout  c'est,  avec  la  connaissance  des  résultats  essentiels,  celle  des  mé- 
thodes générales  par  lesquelles  ces  résultats  sont  obtenus  ;  il  est  évidemment  néces- 
saire d'avoir  réfléchi  sur  ces  méthodes  pour  pouvoir  appliquer  avec  sûreté  les 
résultats  bruts  du  calcul  à  des  questions  concrètes. 

C'est  à  ce  point  de  vue  que  j'ai  écrit  ces  Eléments  ;  je  n'ai  pas  craint  d'insister 
longuement  sur  les  problèmes  les  plus  simples,  dans  lesquels  le  mécanisme  du  calcul 
ne  dissimule  pas  la  méthode  suivie.  Si  je  n'ai  point  omis  certains  développements 
mathérnatiqu'îs  qui  peuvent  intéresser  quelques  lecteurs,  ces  développements  occu- 
pent peu  de  place  et  ne  sont  jamais  indispensables  à  la  compréhension  de  l'ouvrage  ; 
celui-ci  peut  être  lu  d'un  bout  ù,  l'autre  par  un  lecteur  connaissant  simplement  la 
définition  de  l'intégrale  définie  et  les  notions  d'algèbre  et  de  géométrie  que  cette 
définition  suppose. 

Mais,  si  j'ai  tenu  à  rester  élémentaire,  je  me  suis  efforcé  d'éliminer  les  dévelop- 
penients  de  science  amusante;  les  problèmes  empruntés  aux  jeux  de  hasard  ont  été 
choisis  uniquement  pour  illustrer  une  théorie  générale.  Il  m'a  été  ainsi  possible,  en 
éliminant  tout  le  superflu,  de  donner  les  principes  essentiels  de  la  théorie  dans  un 
Ouvrage  relativement  peu  étendu. 

Dans  le  livre  I,  j'étudie  les  probabilités  discontinues,  en  insistant  tout  particuliè- 
rement sur  le  type  le  plus  simple  :  les  problèmes  posés  par  le  jeu  de  pile  ou  face. 
La  véritable  signification  de  la  loi  des  grands  nombres  me  paraît  être  mise  ainsi  en 
évidence  de  la  manière  à  la  fois  la  plus  claire  et  la  plus  élémentaire. 

Le  Livre  II  est  consacré  aux  probabilités  continues  ou  probabilités  géométriques  : 
c'est  à  cette  catégorie  de  probabilités  que  se  rattachent  les  plus  importantes  théories 
de  la  physique  moderne,  en  particulier  la  théorie  cinétique  des  gaz,  et  le  principe 
d'irréversibilité  de  la  thermodynamique,  sur  lequel  j'ai  donné  quelques  brèves  indi- 
cations. 

Enfin,  il  m'a  paru  bon  de  grouper  dans  le  Livre  III,  les  questions  relatives  à  la 
probabilité  des  causes,  en  raison  de  l'importance  particulière  de  cette  théorie  pour 
les  applications.  C'est  à  elle  en  efiet  que  se  rattachent  la  théorie  des  erreurs  d'ob- 
servation, la  théorie  des  probabilités  statistiques,  les  études  biométriques,  etc.  Le 
cadre  de  cet  Ouvrage  ne  comportait  pas  l'étude  détaillée  de  ces  diverses  applica- 
tions ;  je  me  suis  contenté  de  les  passer  brièvement  en  revue,  en  insistant  sur  les 
conditions  dans  lesquelles  la  théorie  peut  y  être  utilisée  et  sur  la  méthode  à  suivre 
pour  aborder  l'étude  de  chaque  problème  concret. 

Pour  la  technique  des  méthodes  spéciales  de  calcul  à  utiliser  dans  ces  diverses 
applications,  je  ne  puis  que  renvoyer  aux  Traités  spéciaux  ou  aux  Mémoires  ori- 
ginaux. 

Je  serais  heureux  si  cet  ouvrage  contribuait  d'une  part,  à  faire  mieux  conualtre 
à  ceux  qui  étudient  les  sciences  expérimentales  et  économiques  les  principes  d'une 
théorie  dont  la  connaissance  leur  est  chaque  jour  plus  nécessaire  ;  d'autre  part,  à 
convaincre  quelques  jeunes  mathématiciens,  de  l'importance  des  applications  de  la 
théorie  des  probabilités  et  à  les  encourager  à  s'y  intéresser. 
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AVANT-PROPOS 


Le  Calcul  des  variations  n'est  autre  chose  qu'un  premier  cha- 
pitre de  la  doctrine  cjuon  nomme  aujourd'hui  le  Calcul  fonc- 
tionnel et  dont  le  développement  sera  sans  doute  lune  des  tàches^ 
qui  s'imposeront  les  premières  à  l'Analyse  de  l'avenir. 

Cette  idée  est  celle  dont  je  me  suis  inspiré  avant  tout,  tant 
dans  le  cours  professé  sur  ce  sujet  au  Collège  de  France  que  dans 
la  rédaction  du  présent  ouvrage. 

Un  chapitre  spécial  a  été,  en  conséquence,  consacré  au  Calcul 
Fonctionnel  envisagé  en  lui-même.  Des  travcuLV  tels  que  ceux  de 
MM.  Volterra,  Pincherle,  Bourlet,  etc.,  ont,  on  le  sent,  ouvert  la 
voie  à  suivre  et  permettent  d'ores  et  déjà  de  généraliser  paral- 
lèlement  à  la  notion  de  différentielle,  celle  de  variation  première. 

Leur  exposition  avait  sa  place  marquée  dans  ce  qui  va  suivre. 

Le  point  de  vue  ainsi  adopté  a  entraîné  certains  changements 
que  je  n'ai  pu  me  dispenser  d'apporter  à  la  terminologie  en  usage.^ 

Ce  n'est  pas  sans  peine  que  je  me  suis  résigné,  en  particulier, 
à  m'écarter  de  la  tradilion  de  Weierstrass  en  renonçant  à  la  lo- 
cution de  champ  d'extrémales,  d'autant  plus  que  j'ai  dû  lui 
substituer  plusieurs  mots  nouveaux  (ceux  de  faisceau  et  de  ré- 
gulier). Ce  dédoublement  est  peut-être,  cependant,  plus  conforme 
à  la  nature  des  choses;  et,  surtout,  je  n'avais  pas  le  choix  :  j'étais 
obligé,  par  la  conception  générale  de  Vouvrage,  telle  que  je  Vai 
indiquée  dans  ce  qui  précède,  d'introduire  la  locution  de  champ 
fonctionnel,  consacrée,  elle  aussi,  par  l'usage,  et  qui  parait  im- 
possible à  remplacer. 

Il  m'a  fcdlu,  d'autre  part,  introduire,  tant  pour  les  extréma 
ordinaires  que  pour  ceux  du  Calcul  des  varicdions,  les  mots  «  ex- 
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tremiim  libre  »  et  a  extremiim  lié  »,  substitués  à  ceux  d'extremum 
al)solu  on  relatif.  Ces  derniers  étaient  jnsqnici,  employés  cho- 
cnn  dans  deux  sens  difjérents  :  une  telle  ambignité  ni\i  paru 
inadmissible  dans  l'étude  qui  nous  occupe. 

C'est  avec  ta  ]néme  préoccupation  de  mettre  en  évidence  les 
analogies  et  les  différences  qui  existent  entre  les  variations  des 
nombres  et  celles  des  fonctions,  quant  été  examinées  les  di/Jicul- 
tés  de  diverse  nature  que  soulève  le  Calcul  des  variations  ('). 
Aiissi  ai-je  insisté  avant  tout  sur  celles  qui  lui  sont  particulières, 
en  donnant  aussi  peu  d'imporUmce  que  possible  aux  questions 
qui  appartiennent  au  domaine  du  Calcul  différentiel  et  intégral 
classi(iue  <-).  Ces  dernières  ont  été  élucidées  dans  d'excellents 
traités  tels  que  celui  de  M.  Kneser  —  qui,  faisant  connaître  d'une 
manière  complète  les  principales  découvertes  de  Weierstrass  sur 
le  sujet  qui  nous  occupe,  a  été  l'occasion  de  mon  enseignement 
cm  Collège  de  France  — et  celui, plus  récent,  de  M.  Bolza.  Je  nai 
d'ailleurs  pu  citer,  toutes  les  fois  que  je  les  ai  utilisés,  ces  deux 
ouvrages,  non  plus  que  les  nombreux  trimaux  auxquels  le  cal- 
cul des  Variations  a  donné  lieu  d((ns  ces  dernières  années  :  J'espère 
que  leurs  auteurs  voudront  bien  m'en  excuser. 

Je  ne  veux  plus  maintenant  qu'adresser  mes  remerciements  à 
mon  ami  et  ancien  élève  M.  Fréchet,  qui  a  pris  une  si  large  part 
à  la  rédaction  de  ces  leçons.  Le  Calcul  Fonctionnel  lui  doit  déjéi, 
d'(dtleurs,  de  belles  et  importantes  contributions  personnelles,  et 
lui  en  devra,  saijs  doute,  d'autres  encore  dans  l'avenir.  Il  m'est 
impossible  de  ne  pas  associer  ci  ces  remerciements  M.  Hermann, 
dont  la  collaboration  intelligente  et  attentive  m'(t  été  si  précieuse. 

J.  HADAMARD. 


(')  Je  citerai,  à  titre  d'exe'inple,  les  difficultés  relatives  aux  champs  sin- 
guliers, qui  avaient  été  déjà  reconnues  à  propos  du  calcul  des  variations 
■mais  qui  se  présentent  d'une  manière  toute  semblable  à  propos  des  extrema 
liés  ordinaires. 

{-)  Je  me  suis  contenté  de  rassembler,  dans  une  note  finale,  une  série  de 
principes  relatifs  aux  fonctions  implicites  qui  interviennent  dans  la  déter- 
mination des  extrémales. 


NOTIONS  PRELIMINAIRES 


CHAPITRE  PREMIER 


MAXIMA    ET    MINIMA    DES    FONCTIONS 

D  UNE     OU     DE     PLUSIEURS     VARIABLES. 

FORMES    QUADRATIQUES 


Avant  d'aborder  le  calcul  des  variations,  nous  commençons  par 
rappeler,  en  les  complétant,  les  propriétés  classiques  des  maxima 
et  minima  des  fonctions  considérées  habituellement  en  analyse, 
c'est-à-dire  des  fonctions  dune  ou  de  plusieurs  variables. 

1.  Définitions.  —  Considérons  une  fonction  réelle  de  variables 
réelles /(j-'i,...  x„)  définie  dans  un  certain  domaine  D  de  l'espace 
à  n  dimensions,  lieu  du  point  (x,,...  ic„)  :  par  exemple,  dans  une 
aire,  si  n  =  2.  On  dira  que  cette  fonction  a  un  inaximnin  absolu 
pour  le  point  M^,  (x^^,...  Xmi)  du  domaine  D  si  l'on  a,  en  tout  point 
M  {xi,...  Xn)  de  D, 

(0  /(.ri,  a-0,...  x„)  </(a:io,  Xoç,,...  a-„o)  ; 

un  minimum  absolu,  si,  dans  les  mêmes  conditions,  on  a 

(1')  /(j-i,  .T.,...  x„)  >  /'(a-io,  o-oo,...  x„n) 

Nous  dirons  (en  modifiant  légèrement  une  locution  introduite 
par  M.  Rorel)  qu'une  inégalité  a  Vieu  an  sens  strict,  lorsqu'elle  exclut 
l'égalité;  dans  le  cas  contraire  (qui  est  celui  des  inégalités  (i)  (i) 
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telles  que  nous  les  avons  écrites)  rinégalité  est  dite  avoir  lieu  au 
sens  laiy/c. 

Un  maximum  (minimum)  sera  dit  sirict  {'),  si  l'inégalité  (i)  ou 
(i')  a  lieu  au  sens  strict  pour  ciiaqnc  point  M  différent  de  Mo,  les 
deux  membres  étant  seulement  égaux  pour  x,  =  x,o  (/=  i,  2...  n); 
larqe,  si.  au  contraire  il  existe,  dans  le  domaine  D,  des  points  M, 
différents  de  M^  qui  donnent  à  /(M)  la  valeur /(M,,).  Par  exemple, 
jP^2_^,  ^x„-  a  un  minimum  absolu  strict  (par  rapport  à  tout  l'espace) 
au  point  a-i^^o,  :c.  =  o,..,  j',.=  o.  La  fonction  .x„-  :xr  +  ...  -hx„^) 
a  au  même  point  un  minimum  large. 

0(1  dit  qney(x-., x,,)  a  en  M„  un  maxiimiin  relatif  ou  un 

minimiun  relatif  [slnct  ou  large)  lorsque  l'on  peut  déterminer  un 
nombre  positifs  tel  que/(xi,...  x„)  ait  en  M,,  un  maximum  ou  un 
maximum  absolu  (strict  ou  large)  dans  la  région  De  formée  des 
points  de  D  vérifiant  les  inégalités  : 

Par  exemple  ?in^  x  cos  x  a  un  minimum  relatif  strict  pour  x  =  o 
car,  pour  -  >  jx]  ;zf  o,  sin-  x  cos  x  >  o.  Mais  sur  l'axe  indétini  Ox, 

celte  fonction  n'a  pas  un  minimum  absolu  en  a;  =  o. 

Nous  dirons  qu'il  y  a  exlrennun  (absolu  ou  relatif,  strict  ou 
hr^e)  lorsqu'il  y  aura  soit  maximum,  soit  minimum,  sans  cju'il 
soit  spécifié  dans  lequel  des  deux  cas  on  se  trouve. 

L'équation 

y  (.Ti,  x>,.--  oc,i)  =•  n, 

où  a  est  un  nombre  donné,  a,  en  général,  si  elle  est  possii)le,  une 
infinité  (pour  n  >  i)  de  solutions  formant  une  suite  continue.  Si, 
au  contraire,  a  est  un  extremum  strict  et  absolu,  l'équation  précé- 
dente aura  une  solution  unique;  on  aura  pour  elle  une  solution 
isolée  si  a  correspond  à  un  extremum  sirict  relatif. 

1  bis.  Il  est  clair  que  si,  en  M,,,  une  fonction  n'est  pas  minima 
dans  un  domaine  déterminé,  elle  ne  peut  pas,  a /o/'/w/v,  être  mi- 
nima dans  un  autre  domaine  comprenant  le  premier. 


(')  Allemaïul  :  ciijcntliclwr  miinnmin  :  anglais  :  [iropcr  ininimiim. 


MAXLMA    KT    MIMMA    ur.Id.NAinES  ,) 

C'est  ainsi  que  s'il  n'y  a  pas  minimum  relatif  c'est-à-dire  mini- 
mum clans  le  domaine  De  considéré  tout  à  l'heure  .  il  ne  peut  pas 
\  avoir  minimum  absolu  dans  le  domaine  D,  lequel   comprend  Dî- 

2.  Supposons  que  dans  le  domaine  D,  la  fonction  reste  com- 
prise entre  deux  nombres  fixes  A  et  B.  Peut-on  affirmer  qu'elle  a 
nécessairement  un  maximum  et  un  minimum  dans  D? 

On  sait  qu'il  n'en  est  rien  tant  que  l'on  ne  fait  aucune  hypothèse 
sur  la  nature  de  la  fonction;  ainsi  la  fonction /(x)  qui  est  égale  à 

o  pour  0?  =  o  et  X  =  I  et  qui  est  égale  a  x  pour  o  <^x  <i_  i,  n  a 
aucun  extremum  dans  le  domaine  :  o  <^  x  <^  i. 

Tout  ce  qu'on  peut  dire,  c'est  que  l'ensemble  des  valeurs  de  la 
fonction/  dans  le  domaine  D  a  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure. 

3.  Cas  des  fonctions  continues.  —  Il  n'en  va  plus  de  même  si 
l'on  restreint  le  choix  de  la  fonction/.  On  sait  ainsi,  qa  une  fonc- 
tion f  continue  dans  un  domaine  fini  D  (frontière  comprise  a  sûre- 
ment au  nioins  un  maximum  et  un  minimum  absolus  dans  D  ou  sur 
sa  frontière. 

Rappelons  que,  pour  démontrer  ce  fait,  on  divise  D  en  régions 
partielles  Di,...  D„,  celles-ci  à  leur  tour  en  régions  plus  petites 

Du,-..  D„„,  etc Si  L  est  la  limite  supérieure  de  /  dans  D, 

ce  sera  aussi  la  limite  supérieure  de  /  dans  l'un  des  domaines 
D;,...  D„,  par  exemple  dans  Di  ;  puis  dans  l'un  des  domaines 
Di,...  Di,j  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainsi  une  série  de  do- 
maines D '',  D^-*,  D*^*...  chacun  intérieur  au  précédent,  tendant 
vers  un  point  Mo  de  D  ou  de  sa  frontière,  et  où  la  limite  supérieure 
de  /est  L.  11  résulte  alors  aisément  de  la  continuité  de /que  L  est 
la  valeur  de  cette  fonction  au  point  M,,  lui-même.  Dès  lors /a  un 
maximum  absolu  en  ce  point. 

Il  y  a  toutefois  lieu  d'observer  que  le  maximum  absolu  dont 
l'existence  est  ainsi  démontrée  n'est  pas  nécessairement  strict. 

Le  théorème  n'est  plus  vrai  si  D  s'étend  indéfiniment.  Par 
«xemple  la  fonction  continue  ./;-  +}'"  n'a  évidemment  pas  de  maxi- 
mum lorsque  x  et  y  sont  susceptibles  de  prendre  toutes  les  valeurs 
réelles  possibles.  Et  il  en  est  ainsi,  dans  les  mêmes  conditions. 
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pour  des  fonctions  continues  qui  restent  finies,  telles  que  la  fonc- 
tion  — ^ 2""" — — >,  laquelle  est  toujours  comprise  entre  o  et  i. 

Par  contre  le  théorème  redevient  valable,  pour  le  minimum  par 
exemple,  si  l'on  sait  que  dans  les  parties  infinies  du  domaine,  la 
fonction/est  partout  très  grande  et  positive;  ou  simplement  qu'elle 
y  est  partout  supérieure  algébriquement)  à  l'une  au  moins  des 
valeurs  qu'elle  prend  à  distance  finie  (^).  C'est  ainsi  que,  pour  la 
fonction  ,T--i-y",  si  l'existence  du  maximum  est  en  défaut,  celle  du 
minimum  subsiste  nécessairement. 

Si.  outre  les  .c.  la  fonction  /contient  un  certain  nombre  de  para- 
mètres ai^  7-1,...  7.,,,  elle  admet,  pour  chaque  système  de  A'aleurs 
de  ces  dernières  quantités,  un  extremum  lorsqu'on  la  considère 
comme  fonction  des  .r.  Lorsque /dépend  continûment,  non  seule- 
ment des  X  mais  encore  des  a,  la  valeur  de  cet  extremum  (dans  les 
conditions  où  il  existe)  est  elle-même  une  fonction  continue  de  ces 
derniers  paramètres. 

Il  n'en  est  pas  forcément  ainsi  pour  la  position  de  cet  extremum, 
c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  ,/;  auxquelles  il  correspond. 

3  bis.  Soient 
(2)  M.,M„ M,,.... 

des  points  de  D  où /prenne  des  valeurs/,,/,...  tendant  vers  L. 
La  démonstration  du  numéro  précédent  revient  à  constater  que 
l'on  peut  trouver  dans  D  des  domaines  partiels  tendant  vers  un 
point  déterminé  Mq  et  dont  chacun  contienne  une  infinité  de 
points  de  la  suite  (2).  Ln  tel  point  M,,  est  dit  un  point  d'acciunula- 
lion  {-)  de  cette  suite  :  il  est  caractérisé  par  ce  fait  qu'on  peut 
trouver  dans  (2)  une  suite  partielle  tendant  vers  M„. 

4.  La  proposition  précédente  et  le  raisonnement  qui  v  conduit 
servent  à  cicmontrer  un  certain  nombre  de  lemmes  de  calcul  différen- 
tiel, dont  plusieurs  nous  seront  utiles. 

(')  L'une  des  démonstrations  données  par  Gauss  (voir  p.  ex.  Scrrct.  .Alg. 
Slip.,  t.  I,  4®  édit.,  p.  99)  du  tliéorème  fondamental  de  d'Alembert  sur  les 
équations  algél)riques,  repose  sur  l'existence  nécessaire  d'un  minimum  dans 
de  semblables  conditions. 

(-)  Voir  Taîssery,  Inlrodnction  à  la  ihi'orie  des  fonctions  d'une  variable,  9."  édi- 
tion, t.  I,  p.  71.  I^aris,  Ilermann,  lyo'j.  Cf.  lliymEm,  Coiirsd'analyse, 1. 1, p. 5. 
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Considérons,  par  exemple,  une  inégalité 

(3)  /  (xi ,  a-o. . . .  .T„,  r, ,  y... . . .  y^,)  >  o 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  des  :r  et  des  y  et  qui 
a  lieu  an  sens  strict,  pour  ji  =  61,  y^  =  bo,..,  r^  =  6^,  quelle  que  soit 
la  position  occupée  par  le  point  (rc,,  x,...  x„)  dans  un  certain  do- 
maine D  limité  en  tous  sens  ou  sur  la  frontière  de  ce  domaine.  Cette 
inégalité  sera  encore  vérifiée  si  Vi,  y.,...  y^,  ont  respectivement  des  valeurs 
voisines  de  6,,  b,...  b.,. 

Dans  le  cas  contraire,  en  effet,  il  devrait  exister,  pour  toute  valeur 
positive  de  t,  des  points  M(.ri,  x-,,...  x„)  du  domaine  D  et  des  valeurs 
des  y  vérifiant  l'inégalité 

(3')  f{xi,  x^...  x,„  yi,  y.,...  y^,)  <  o 

en  même  temps  que  les  suivantes 

\yi-b,\<t...{i=  i,2,...p). 

De  tels  points  M  devraient  comme  tout  à  l'iieure,  avoir,  pour  t  ten- 
dant vers  zéro,  au  moins  un  point  d'accumulation  jVIo(a:io,  Xio.-..  3",io). 

Ce  point  étant  limite  de  points  M  pour  lesquels  les  y  tendraient  Acrs 
les  b  correspondants,  l'inégalité  (3*  devrait,  en  vertu  de  la  continuité 
de/,  y  être  vérifiée  pour  yi  =;=  61,  y.,  =  b,...  y,/  =  bp.  Or  ceci  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

11  ne  faut  pas  oublier  que  ce  théorème,  comme  celui  du  numéro  3, 
cesse  d'être  vrai  lorsque  le  domaine  D  est  illimité.  Par  exemple,  la  fonc- 
tion X  -Y-  yx'~  est  positive  pour  toute  valeur  positive  de  x  lorsque  y  est 
nul.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  pour  y  négatif,  si  petite  que  soit  la 
valeur  absolue  de  y. 

5.  l-ne  proposition  du  même  genre  intervient  dans  le  raisonnement 
bien  connu  de  Dirichlet  sur  la  stabilité  de  l'équilibre. 

Supposons  qu'une  fonction  /"ait  en  un  point  Mq  du  domaine  D  ou 
de  sa  frontière  un  maximum  relatif  strict  et  qu'elle  ait,  par  conséquent, 
un  maximvnn  absolu  strict  par  rapport  à  un  domaine  D^  intérieur  à  D 
et  contenant  M„.  Considérons  une  région  A  de  D,  ne  contenant  M,j,  /!(  à 
son  intérieur,  ni  sur  sa  frontière  :  on  aura /(:/*,„,...  a:„o)  ]>/(a?i>">  ^n) 
dans  A.  Mais  on  peut  ajouter  quelque  chose  de  plus  dans  le  cas  où  f  est 
continue  dans  D.  En  effet,  la  limite  supérieure  de  f  dans  A  sera 
L  <^f{xiQ,...  x„(^.  Mais  si  la  fonction/ est  continue,  cette  limite  sera 
atteinte  pour  un  point  de  A.  Donc  L  <C/(-^iO)-'-  ^no)-  I^  existe  ainsi 

un  nombre  positif  r^  (par  exemple,  1,  =^  -  [/(.Tiq,...  a:„o)  —  L]),  tel  que 

l'on  ait,  sur  A  :f{xi,...  x„)  </(j'io,...  x„„)  —  r,. 

Nous  aurons  également  à  emplover  une  autre  conséquence  du  prin- 
cipe précédent,  relative  aux  fonctions  implicites  (voir  note  A  à  la  fin  du 
volumeV 


(i 
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6.  Conditions  nécessaires  de  lextremum  relatif.  —  (Condi- 
tions du  premier  ordre).  —  Les  procédés  du  calcul  différentiel  per- 
meltent  de  déterminer  les  extréma  d'une  fonction. 

Les  extrema  qu'on  obtient  ainsi  directement  sont  les  extrema 
relatifs  ;  mais  il  est  aisé  de  passer  de  là  aux  extrema  absolus.  Ceux- 
ci  ne  peuvent,  en  effet,  se  trouver  que  parmi  ceux-là.  Or  les  extrema 
relatifs  sont  en  général,  en  nombre  fini  ')  :  il  ne  restera  donc 
plus  qu'à  les  comparer  par  un  calcul  direct  pour  déterminer  lequel 
est  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  d'entre  eux.  Lextremum  absolu 
se  présente  ainsi  comme  un  nmximiun  maximorwn  ou  un  mini- 
mum minimorum. 

Considérons  donc  une  fonction /qui,  dans  un  domaine  D,  soit 
non  seulement  continue  mais  encore  dérivable. 

Si  une  telle  fonction  a  un  extremum  relatif  en  un  point  Mo  de  D, 
ses  dérivées  premières  sont  toutes  nulles  en  M„. 

On  obtient  ainsi  un  nombre  d'équations  (que  nous  nommerons 
conditions  du  premier  ordre)  précisément  égal  au  nombre  des  va- 
riables indépendantes,  c'est-à-dire  des  inconnues  à  déterminer. 

La  démonstration  repose  sur  ce  fait  que,  pour  être  minima 
lorsqu'on  fait  varier  toutes  les  quantités  Xi,  x>,...  x„  dont  elle  dé- 
pend, f  doit  tout  d'abord  être  minima  par  rapport  à  rhacunc 
d'elles  considérée  isolément. 

Ce  fait  est,  on  doit  le  noter,  une  conséquence  de  la  remarque 
générale  faite  au  n"  1  t)is.  Il  résulte,  en  effet,  de  ce  que  la  ligne 
Xz  =^const.,  x^  =  const.,  ...  Xn  =  const.  qui  passe  par  le 
point  Mq  (ou  plutôt  la  partie  de  cette  ligne  qui  avoisine  le  point  M^) 
est  tout  entière  comprise  dans  le  domaine  D. 

Il  suppose  d'ailleurs  qu'on  peut  donner  des  variations  d'un 
signe  quelconque  à  Xi,...  x,,  à  partir  de  iCio,...  Xnu,  c'est-à-dire 
que  Mo  soit  intérieur  à  D.  Nous  reviendrons  plus  loin  (n"  10)  sur 
cette  hypothèse. 


(  '  )  Lorsqu'il  existe  des  extrema  relatifs  en  des  points  formant  une  infinité- 
continue,  tous  ces  extrema  ont  niùme  valeur  (comme  on  le  voit  en  remarquant 
que  la  différentielle  de  /  est  nulle  le  long  de  la  mulliplicitc  ainsi  constituée). 
Cette  circonstance  ne  donne  donc  lieu  à  aucune  difficulté  dans  le  choix  de 
l'extremum  absolu,  puisqu'il  n'y  a  pas  lieu  à  faire  ce  choix  entre  les  points  de- 
la  multiplicité  en  question. 


MAXIMA     I:t    MIMMA    OUDi.NAIRKS  y 

7.  Extremum  lié.  —  Supposons  maintenant  qu'on  cherche  les 

cxtrema  relatifs  dune  fonclion  /i, (xi Xn)  clans  un  domaine  D, 

pour  les  points  de  ce  domaine  tels  que  l'on  ait 

/,  (x,,...  x„)  =  ai,...fj,{Xi,...  x„)  =  a^,; 

Ui a^j  étant  des  constantes  données;  /],.../],  étant  des  funciions 

indépendantes  ce  qui  suppose  ny>  p  .  C'est  le  problème  de  Vexlre- 
mum  lic^  qu'on  peut  d'ailleurs  ramener  au  précédent. 

En  ellét,  /', /],  étant  indé[)cndants,   on   peut  tirer  Xi a;,,, 

par  exemple,  des  équations  fi  =  ai,...  /],  =  a,,,  porter  ces  expres- 
sions dans/o  et  on  a  à  chercher  les  extrema  relatifs  d'une  certaine 
fonction  h{Xj,j_i,...  x„j  dans  une  domaine  D'  de  l'espace  l\  n  — p 
dimensions. 

On  arrive  à  un  résultat  équivalent  en  traitant  le  pro])lèmc 
directement. 

Soient  Mo  x^q —  œ,,,,)  un  point  pour  lequel  fi,...  /,,  prennent  les 
valeurs  données  ai,...  cip.  Désignons  par  d  la  ditTérentielle  prise 
dans  le  domaine  D,  par  d  la  difTérentielle  prise  dans  le  domaine  D'. 
Si  l'on  peut  trouver  un  système  de  nombres  constants  /i,,  h,...  l^ 
dont  le  premier  soi!  différent  de  zéro,  tels  que,  en  posant 

on  ait  df  z=^  o  au  point  o?, (,,...  a;,,^,  on  aura  dans  le  domaine  D' 
f^=h,fi  =o,...f,  =  o 

donc  d  h  =1  ,-d'f^=  o.  Les  conditions  nécessaires  de  l'extremum 

de  fo  dansD'  (ou  de  l'extremum  lié  dans  D)  sont  donc  vérifiées  au 
point   Xio,...  Xm). 

La  réciproque  est  vraie.  Ou,  phis  exactement,  si  £C,f,...  a;,,,,  satis- 
font aux  conditions  néces:aires  de  l'extremum  lié,  il  existe  un 
système  de  nombres  L,...,  l,,,  non  Ions  nnls,  tels  que  df  so'il  iden- 
tiquement nul  en  ce  point. 

En  effet,   si  on    peut    irouver  l^ l^,  non   tous  nuls   tels  que 

d{lifi  -h...  H-  /,/,,)  ^=  o,  le  théorème  est  démontré.  Ecartons  celle 
hypothèse  (voir  plus  loin,  n"  9)  :  alors  l'un  des  déterminants  fonc- 
tionnels defi,...fi,  par  rapport  h  p  des  quantités  Xi,...  x,,  ne  sera 
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pas  nul.  Par  exemple  :    ^-^^  ••■Jt)  -^  ^   Qj^  pourra  des  lors  trou- 
ver des  nombres  /y,...  l^  non  tous  nuls  tels  que 

et  même  le  premier  d'entre  eux  /„  sera  dilTérenl  de  zéro.    /„,...  /;, 
étant  ainsi  déterminés,  on  aura  (dans  D) 

(//■=  ■ — '—  dx,,^i  -f-...  -i'-'^-dx,,. 

Ceci  a  lieu,  en  particulier  dans  le  domaine  D',  dans  lequel 
f//r=  (/'/=  o.  Donc  on  devra  avoir,  au  point  M^ 

puisque  (en  vertu  de  la  condition  -^i"  -s  t^  o)  les  varia- 

tions de  £Cy,+i,  aî^;+2,...  Xn  sont  arbitraires  dans  D'. 

On  trouvera,  par  conséquent,  les  points  qui  satisfont  aux  condi- 
tions nécessaires  de  l'extremuni  lié  en  cherchant  tout  d'abord  un 
système  de  nombres  £Cio,...  5C„o,  U,  h,---  li,  satisfaisant  aux  n  ~\-  p 
équations  : 

(4)  ^^  =  o(('=  I,...  n),      /,.  =  «,      {r=i,...p). 

Comme  les  nombres  /o,  A,-.-  /^  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur 
commun  près,  on  trouvera  ainsi  en  général  un  nombre  fini  tic 
points. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  évidemment  une 
forme  de  celle  que  nous  indiquions  tout  à  l'heure,  et  qui  consis- 
tait à  appliquer  directement  les  conditions  données  au  numéro 
précédent,  après  avoir  réduit  le  nombre  des  variables  au  minimum. 
Le  cas  de  l'extremuni  lié  n'est,  en  un  mot.  pas  essentiellement 
distinct,  ici,  de  celui  de  l'extremuni  libre. 

8.  Remarquons  que  si  un  point  Mo(a;io,...  Xno)  satisfait  à  ces 
équations,  il  satisfait  aussi  aux  conditions  nécessaires  de  l'extremum 
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lié  de  la  (bnclion  fi   du  moins  si  h  ;zf  o)  parmi  les  poinls  qui  véri- 
vérifienl  les  conditions  : 

en  posant  a^  =/,  (.r,,^,...  Xnn). 

Il  y  a  ainsi  une  réciprocité  cnti'c  les  fonctions  y,,,/!,... 

C'est  ce  qne  1  on  verra  encore  mieux  par  une  représentation 
géométrique.  Bornons-nous,  au  cas  où  p  =  2  et  posons 

'^=U      ^=A'      z^y;. 

Si  l'on  fait  varier  le  point  Xi,...  Xn  dans  le  domaine  D,  le  point  de 
coordonnées  X,  ^ ,  Z  décrit  dans  l'espace  à  3  dimensions  un  certain 
volume  \  limité  par  une  surface  S.  Le  problème  de  l'extremum 
lié  consiste  à  trouver  les  extrema  de  X  quand  Y  et  Z  sont  donnés. 
On  obtient  de  tels  extrema  en  prenant  les  abscisses  des  points  d'in- 
tersection de  S  avec  la  droite  Y  =-  Oj,  Z  =  a,. 

La  rechercbe  de  l'extremum  lié  revient  donc  à  déterminer  la 
surface  limite  du  volume  Y  :  et  sous  cette  forme,  la  réciprocité 
annoncée  est  évidente  ('). 

Si  l'extremum  est  strict,  un  point  de  S  correspondra  à  un  seul 
système  de  valeurs  des  variables  indépendantes,  au  lieu  qu'un 
point  intérieur  à  Y  correspond  évidemment  à  une  infinité  de  tels 
systèmes,  du  moment  que  le  nombre  n  des  variables  est  supérieur 
d'au  moins  deux  imités  à  celui  des  conditions  de  liaison. 

8  bis.  Traduisons  ce  qui  précède  en  langage  purement  algé- 
brique. Supposons,  par  exemple,  que  moyennant  les  conditions 
/i  =  ai,/>  =  «2, /,  ait  un  maximum  cio.  Ce  maximum  sera  évi- 
demment une  fonction  de  ai  et  de  ay.  Considérons-le  comme  fonc- 
tion de  (II,  cette  fonction  étant  par  exemple  croissante.  Alors  ô 
étant  un  nombre  positif,  assez  petit,  les  équations 


(*)  On  doit  noter  toutefois,  que  les  deux  raisonnements  précédents  ne  répon- 
dent pas  au  même  otjjet.  Celui  que  nous  venons  de  présenter  en  dernier  lieu 
établit  une  réciprocité  entre  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'extremum. 
Le  premier  établit  une  réciprocité  entre  les  conditions  du  premier  ordre,  con- 
sidérées seules. 
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seront  incompatibles  (puisque,  en  changeant  Ui  en  a^  —  t,  le  maxi- 
mum de  /ù  doit  devenir  inférieur  à  ch).  Au  contraire,  les  relations 

/,  =  a.      /i  =  oi  -+   £      fo  =  flu 

sont  compatibles. 

Cette  double  conclusion  exprime  que,  moyennant /o  =  Oo  (outre 
fi  =  a.)  la  valeur  de  Ui  est  un  minimum  dc/i. 

Si  0(1,  considéré  comme  fonction  de  ai,  avait  été  décroissant,  un 
maximum  de y^,  (pour  /i  et^o  donnés  aurait  entraîné  un  maximum 
de/j  lorsqu'on  aurait  donné  f,^  et/o. 

Par  contre,  aucune  conclusion  de  celte  espèce  ne  subsisterait  si 
au  était  indépendant  de  a,  ou  même  si,  considéré  comme  fonction 
de  a,,  il  présentait  un  maximum.  Il  est  alors  clair  que  le  maximum 
de/o  aurait  lieu  indépendamment  de  la  condition /i  =  ai  sur  toute 
la  multiplicité  ^2  =  «2  ;  et  on  ne  saurait  évidemment  tirer  de  là 
aucune  conclusion  relative  à  un  extremum  dc/o. 

9.  Champs  singuliers.  —  On  retondre  ainsi  sur  une  hypothèse 
que  nous  avions  déjà  été  conduits  à  exclure  précédemment. 

Nous  avons,  en  elTet,  dû  écarler  au  n"  7  el  nous  conlinncrons  à 
écarter  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  le  cas  où  Ion  a  une  relation 
linéaire  entre  les  diflérenticUes  dj],  df.....  df,,  c'est-à-dire  (en 
supposant,  par  exemple,  A  ;zf  o)  celui  où  les  conditions  du  pre- 
mier ordre  pour  l'evlremum  lié  de  ^  moyennant  f.,  =  ai....  fp^^a,, 
sont  remplies. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'une  telle  exclusion  est  conforme  à  la  nature 
des  choses  et  que,  dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  le  pro- 
blème se  pose  effectivement  d'une  manière  toute  différente. 

Supposons  encore  p  =  2  et,  en  outre,  n  ^=  o,  ei  considérons  les 
équations  y*!  rr=  «1,  y^>  =  «2  comme  représentant  (dans  l'espace  à 
trois  dimensions)  deux  surfaces  Si,  S.  qui  se  coupent  suivant  une 
courbe,  laquelle  ne  sera  autre  que  le  domaine  D'  considéré  tout 
à  l'heure.  Le  problème  posé  consiste  à  chercher  l'extremum  de 
/o  sur  D'  et  les  conditions  nécessaires  que  nous  avons  écrites  expri- 
ment, dans  le  cas  général,  que  cette  courbe  est  tangente  à  la  sur- 
face/o  =  const. 

Si  au  contraire,  le  déterminant  fonctionnel  de  /l  et  de/,  est  nul, 
les  deux  surfaces  Si,  Sj  sont  tangentes  entre  elles.  L'un  des  cas  qui 
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pomronl  alors  se  présenter  est  que  le  point  de  contact  Mq  soit  un 
point  commun  isolé.  Dans  ces  conditions,  l'extremum  de  /„  — 
tout  au  moins  l'extremum  relatif —  aura  lieu  ipso  fado  ;  ou  plulôt 
le  problème  cessera  de  se  poser,  puisque  la  multiplicité  D  se  réduira 
au  seul  point  M,j. 

Il  est  clair  qu'il  y  a  là  un  fait  général  et  que,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  si  f^  a  im  extremum  <i^  pour 
fi  ^  cil,  la  multiplicité yi  ^^  "■^■>  fi  =  '^'■i  ^c  réduit  en  général  à  un 
seul  point,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  rechercher  l'extremum 
dune  fonction  quelconque /"^  sur  cette  multiplicité. 

Toutes  sortes  d'autres  circonstances  peuvent  d'ailleurs  se  pré- 
senter. Prenons  encore  ii  ^=  3,  mais  avecp  =  i.  En  général,  on 
aura  à  déterminer  l'extremum  àc  f^  sur  une  surface  représentée  par 
l'équationy*!  ^=«1.  Mais  si,  en  un  point  où/,  =  ai  les  trois  dérivées 
àc  f  s'annulent,  il  pourra  arriver,  soit  que  ce  point  soit  le  seul  à 
donnerai  =  Oi  :  c'est  le  cas  que  nous  venons  d'indiquer;  —  soit 
que  les  points  réels  où  fi  =  «i  soient  les  points  d'une  certaine 
ligne,  et  on  aura  à  rechercher  l'extremum  de^i,  sur  cette  ligne;  — 
soit  qu'il  y  ait  une  surface /i  =  a\,  présentant  au  point  considéré 
un  point  conique;  dans  ce  cas,  les  trois  dérivées  de  f  devront,  en 
général,  s'annuler  en  ce  point;  —  etc.,  etc. 

Il  est  clair  que  dans  les  cas  que  nous  venons  d'examiner,  le 
champ  de  variation  du  point  M,  —  par  exemple  l'intersection  des 
surfaces  Si,  Sj  —  admet  en  général  une  singularité  au  point  con- 
sidéré. Ce  sont  donc  des  champs  singuliers  que  nous  serons  ainsi 
conduits  à  exclure. 

On  voit  que  ces  champs  singuliers  sont  caractérisés  par  la  cir- 
constance suivante  :  un  champ  Iv,  défini  par  les  conditions 

/i=-o,/,  =  0,.../,  =  0 

csl  singulier  si  le  premier  membre  de  l'une  de  ces  conditions  est. 
extremum  (ou  satisfait  aux  conditions  du  premier  ordre  correspon- 
dantes) dans  le  champ  K'  défini  par  les  conditions  restantes. 

Dans  un  tel  champ  k,  les  règles  fondamentales  formulées  plus 
haut  cessent  d'être  nécessairement  exactes.  Par  exemple,  pour 
qu'une  fonction  ^  de  x,  y,  z  soit  extrcma   sur  la  ligne 

z  =  o,         c  H-  X-  =  o, 
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la  règle  des  mulliplicateuis  exigerait  que  la  surface /=  const.  soit 
tangente  au  plan  z  =  o.  Il  suffit,  au  contraire,  que  cette  surface 
soit  tangente  à  la  lif/ne  x  =^  o,  :  =  o. 

10.  Cas  des  points  frontières.  —  Comme  nous  lavons  dit 
plus  haut,  les  considérations  précédentes  ne  s'appliquent  pas  à 
l'étude  de  l'extremum  en  un  point  appartenant  à  la  frontière  du 
domaine  que  l'on  considère. 

11  se  peut  d'ailleurs  que  celui-ci  n'ait  aucune  frontière. 

C'est  ce  qui  arrive  lorsque  ce  domaine  est  indéfini  dans  tous  les 
sens,  par  exemple  lorsqu'on  cherche  un  extremum  dans  l'espace 
ordinaire  tout  entier. 

Les  frontières  peuvent  également  manquer  sans  que  le  domaine 
soit  infini.  On  peut  avoir  à  chercher  un  extremum  sur  une  surface 
fermée,  telle  qu'une  sphère. 

Prenons  le  cas  opposé  où  le  domaine  de  variation  D  du  point  M 
est  limité  par  des  frontières.  D  sera  alors  défini  par  une  ou  plu- 
sieurs inégalités,  jointes  ou  non  à  des  égalités. 

Par  exemple,  il  peut  se  composer  de  la  j^ortion  du  plan  des  xy 
intérieure  à  une  certaine  courbe  fermée  de  ce  plan.  Si  cette  courbe 
est  représentée  par  une  équation  unique  ç{x,  y)  =  o,  laquelle  ne 
représente  qu'elle  seule,  l'aire  intérieure  sera  définie  par  une  iné- 
galité telle  que 

(5)  ?  >  o  ; 

il  en  sera  de  même  pour  une  portion  de  l'espace  ordinaire  (ou  de 
l'espace  à  n  dimensions)  limitée  par  une  surface  ; 

S'il  s'agit  de  l'intérieur  d'un  carré  ayant  pour  centre  l'origine  et 
ses  côtés  parallèles  auv  axes,  un  tel  domaine  sera  défini  par  les 
inégalités 

—  a  <<  X  <^.  -{-  a,  —  a  <;  y  <^  H-  fl  ; 

Une  calotte  sphérique,  empruntée  à  la  surface  de  la  sphère 

X-  -h  j-  ^  :-  =  I, 

sera  définie  par  l'équation  de  celte  sphère  jointe  à  une  inégalité 
telle  que 

r  >  a         (_  I  <  a  <  i)  ; 
etc. 
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T.orsque  toutes  les  inégalités  qui  entrent  clans  la  définition  du 
domaine  D  ont  lieu  au  sens  slricl,  le  point  correspondant  est  inté- 
rieur (au  sens  strict)  à  D.  Dans  ces  conditions,  les  inégalités  en 
question  auront  encore  lieu  leurs  premiers  membres  étant  sup- 
posés continusi  en  tout  point  voisin  du  premier.  Les  petits  dépla- 
cements que  l'on  peut  faire  subir  au  point  M  sans  sortir  de  D  sont 
donc  les  mêmes  que  si  ces  inéf^alilés  n'existaient  pas;  et,  par  con- 
séquent, elles  n'interviendront  pas  dans  les  conditions  pour  que 
l'extremum  relatif  de  /"ait  lieu  en  un  point  ainsi  choisi  de  D. 

Il  en  est  autrement  en  un  point  M,i(a;io,  Xn,,...  x„o)  appartenant 
à  la  frontière  de  D,  et,  où  les  inégalités  qui  défmissent  ce  domaine 
n'ont  plus  lieu  toutes  au  sens  strict.  Celles  qui  sont,  en  ce  point, 
remplacées  par  des  égalités  (les  autres  devant  encore  être  négligées) 
fourniront,  si  on  les  différentie,  des  conditions  auxquelles  devra 
satisfaire  un  déplacement  pour  être  intérieur  à  D.  C'est  pour  de 
tels  déplacements  que  l'accroissement  de/ devra  être  positif  s'il 
s'agit  d'un  minimum,  négatif  s'il  s'agit  d'un  maximum. 

Si,  par  exemple,  D  est  une  portion  de  l'espace  à  2  ou  à  3  dimen- 
sions,  les  dérivées   premières  -  -  ne   seront   plus   nécessairement 

''•fi 

nulles,  mais  le  segment  qui  a  pour  projections  ces  dérivées  pre- 
mières devra  simplement  (dans  le  cas  du  minimum)  faire  un  angle 
aigu  avec  tout  déplacement  intérieur  à  D.  Si  le  domaine  est  défini 
par  l'inégalité  (5\  011  o  est  nul  en  Mj  (les  déplacements  extérieurs 
à  D  sont  alors  ceux  qui  rendent  do  >•  o),  cela  signifie  que  le  seg- 
ment en  question  devra  être  dirigé  suivant  la  normale  intérieure  à  la 

surface  o  =  o,  ou  que  les  quantités  ^'•-  devront  être  proportion- 
nelles à  -^  avec  un  facteur  de  proportionnalité  positif. 

10  6/s.  On  peut  remarquer  que  l'extremum  doit  'en  vertu  de 
la  continuité  de  /)  avoir  lieu  tout  au  moins  au  sens  large,  par 
rapport  aux  déplacements  effectués  sur  la  frontière,  c'est-à-dire  dans 
le  domaine  obtenu  en  rempla(;ant  par  des  équations  les  inégalités 
qui  n'ont  plus  lieu  au  sens  strict  en  Mo.  Les  conditions  pour  qu'il 
en  soit  ainsi  (conditions  d'extremum  lié  telles  que  nous  les  avons 
obtenues  au  n"  7  sont  nécessaires  (mais  non  suffisantes)  pour 
l'extremum  dans  D.  C'est  une  nouvelle  application  de  la  remarque 
du  n"  1  bis. 
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11.  Introduction  des  dérivées  secondes.  —  Nous  avons, 
dans  ce  qui  précède,  trouvé  les  conditions  du  premier  ordre  pour 
l'extremum  d'une  fonction,  c'est  à-dire  celles  que  fournit  la  consi- 
dération des  dérivées  et  dilTérentielles  premières.  Ces  conditions 
sont  nécessaires,  mais  ne  sont  pas  suffisantes.  Il  faut  encore  intro- 
duire les  dérivées  secondes  de /et  on  est  amené  à  considérer  la 
forme  quadratique  : 

(G)  *(xi,...  x„)  = -A,/AXft 

en  posant 

(6)  A,,=  ---^, 

et  en  outre,  dans  le  cas  de  l'extremum  lié,  les  formes  linéaires  : 

Pi(x,....  x„)=  -',a. 
en  posant 

12.  Formes  quadratiques.  —  Etant  donnée  une  forme  qua- 
dratique à  n  variables  (') 

*(xi,  x„...  x„)  =  :^Ai,AX/, 

on  dit  qu'elle  est  qénérale  si  elle  est  décomposable  en  une  somme 
algébrique  de  n  carrés  de  formes  linéaires  indépendantes.  Si  la 
forme  a  ses  coefficients  réels,  on  sait  qu'on  peut  supposer  cette 
décomposition  ell'ectuée  avec  des  coefficients  réels.  Dans  ces  con- 
ditions on  dira  que  la  forme  est  définie  si  elle  est  générale  et  si  les 
carrés  sont  tous  précédés  du  même  signe.  Elle  est  semi-définie  si 
les  carrés  sont  tous  de  même  signe  sans  que  leur  nombre  soit  néces- 
sairement égal  à  n,  c'est-à-dire  sans  que  la  forme  soit  générale. 

I  ne  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cju'une  forme  soit 
définie  est  évidemment  qu'elle  ne  puisse  être  nulle,  les  variables 

(')  On  sait  q»ie,  dans  celte  notation,  l'expression  de  <î>  contient  deux  fois 
chaque  terme  rectangle,  c'est-à-dire  chaque  ternie  en  x.x/;  pour  i  =^  /.'  et  que 
ces  deux  termes  (qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  jiermutation  des  indices  i 
sont  égaux  entre  eux,  A.t  étant  fait  par  convention  égal  à  Aa,  (de  sorte  que 
l'ensemhie  de  ces  deux  termes  représente  un  terme  unique  à  coefficient  doulîlcV 
On  remarquera  que  cette  convention  est  respectée  lorsque  k-s  A,t  ont  les 
valeurs  (6'). 
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étant  réelles,  si  ces  variables  ne  sont  pas  elles-mêmes  toutes  nulles  : 
autrementdit,  que  Xi  =  x^  ^=  •••  x„  =  o  représente  pour  cette  l'onc- 
tion un  e\tremum  strict  (n"  1).  Au  contiairo.  une  l'orme  scnii-dé- 
finie  aura,  dans  les  mêmes  conditions,  un  extremum  large. 

On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
forme  soit  générale  est  que  son  discriminant  soit  difTércnt  de  zéro  : 

A|  1  ...  A„i 

A 1  -2  .  •  •   A.,,-2 

A.[„...  A,i„ 
Elle  revient  à  dire  que  les  n  équations  linéaires  -  =  o  (i=  i ,  2 ,  . .  /!  ) 

^  ^  oX, 

ne  peuvent  avoir  de  solution  commune  non  nulle. 

Remarque  :  Les  conditions  pour  qu'une  forme  soit  définie 
s'expriment  par  des  inégalités  que  l'on  trouvera  dans  les  traités 
d'Algèbre  (')  et  qui  doivent  avoir  lieu  au  sens  strict.  La  forme  peut 
être,  au  contraire,  semi-définie  si  ces  mêmes  égalités  ont  lieu  au 
sens  large.  Une  forme  définie  reste  donc  telle  (n"  4)  lorsqu'on 
altère  infiniment  peu  les  coefficients.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  une  forme  semi-définie. 

Lorsque  les  coefficients  varient  continûment,  le  passage  de 
formes  définies  à  des  formes  indéfinies  ne  peut  se  faire  que  par 
des  formes  non  générales. 

13.  Si,  en  particulier,  les  équations 
(7)  ôx,  ""^  {i=i,2,...n) 

sont  vérifiées  lorsqu'on  annule  p  des  variables  x,  soit  Xi,  Xu...  x^,.  et 
cela  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  variables  restantes 
X;,_^i,...  x„,  on  voit  immédiatement  que  0  ne  dépend  que  de 
Xi,  Xo,...  x^,. 

On  en  déduit  évidemment,  par  un  changement  linéaire  de  va- 
riables (lequel  conserve  le  système  des  équations  (7  )  que  si 
X|,  Xo....  X,,  sont  y;  polynômes  linéaires  par  rapport  aux  variables 

f)  Voir,  par  exemple,  Sekret,  Cours  d'Algèbre  Supérieure,  tome  I,  nu- 
méros 253,  261. 
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X,  et  que  les  équations  (~)  soient  Aéiifices  pour  toutes  les  valeurs 
des  X  qui  satisfont  aux  relations 

la  forme  <1>  peut  s'exprimer  en  fonction  de  X,.  X^,...  X,,. 

Cette  proposition  ne  suppose  pas  les  polynômes  X  indépendants  : 
car  ni  son  hypothèse  ni  sa  conclusion  ne  changent  lorsqu'on 
adjoint  à  ces  polynômes  un  ou  plusieurs  autres,  combinaisons  li- 
néaives  des  premiers. 

14.  Forme  polaire.  —  Etant  donnée  la  forme  quadratique 

*(Xi,  Xo....  X„)  =  I.kik^,X,, 

on  a  (Xi,  Xo,...  x„  ;  yi,  yo,...  y„  étant  deux  séries  de   variables  quel- 
conques) l'identité  (bien  connue  dans  la  théorie  des  coniques) 


ô*           <)* 

<■)*      <-)i>      <■)* 

ô* 

'^-^y^^  +  - 

.  -h  y„  —  =  X, H  X.,  — -  -h  . 

..  -h  x„  — 

ôy« 

Le  coefficient  de  xy^  est  en  etTct,  quels  que  soient  (  et  k,  le  même  de 
part  et  d'autre,  à  savoir  A,/.  =  A/,,. 

La  valeur  commune  des  deux  membres  de  l'identité  précédente  est, 
une  forme  hUinéaire  en  x,,...  X,j,  yi,-..  y„,  c'est-à-dire  qu'elle  est  li- 
néaire et  homogène  tant  par  rapport  aux  x  qu'aux  y.  C'est  (au  facteur 
'2  près)  ce  que  l'on  nommera  la  forme  polaire  de  <i'. 

Réciproquement,  si  n  polvnômes  linéaires 

0;(x)  =  'f,(Xi,...  X;,)  :=  flaXi    H-  <-(ij%i    -+-.-.+  fl;»X„         ((■  =   I,  2,..,  «) 

aux  varialjles  Xi,...  x„  donnent  lieu,   pour  deux  systèmes  quelconques 
Xi,...  x„  ;  yi,...  y;j  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables,  à  l'identité 

(^)    yiri(x) -T-y,o,(x)  +  ...-f-y„o„(x)-^x,fi(y)  — ...— x„7„(y)  =  o 

ils  sont  les  dérivées  d'une  même  forme  (juadralujne.  Car  cette  circonstance 
s'exprjme  par  les  relations 

<)  Ci,  ?)o^. 

f)X/,  ÔX,  ' 

ou 

«a-  =  a/d 

et  la   quantité  a,/,  —  «/.i  est  précisément  le  coefficient  de  y,X/.  —  y,;X, 
dans  le  premier  membre  de  l'identité  (8). 
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15.  On  considère  aussi  (dans  l'extremum  lié)  les  valeurs  d'une 
forme  quadratique  «P  Xi,...  x„)  lorsque  Xi,...  x„  sont  liés  par/)  rela- 
tions linéaires  homogènes  et  indépendantes   ce  qui  nécessite  '*>>/>) 

(9)  P/,  ^  a^Xi  H-  ...  -f-  a,„,X„  =  0  {k=  I,...  p) 

Supposons  par  exemple  que  ces  équations  soient  résolubles  en 
Xi,...  x^,,  on  aura  : 

*(Xl,...     X„)    =    ^(X;,_,r...     X;,) 

Nous  dirons  que  la  forme  <I>(xi,...  x„)  est  définie  ou  générale  par 
rapport  aux  variables  liées  Xi,...X;,  si  la  forme  Y  x^;_i,...  x„)  est 
définie  ou  i^énérale  par  rapport  aux  variables  indépendantes 
x^,^i,...  X,,. 

On  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que  la 
forme  <l>(xi,...  x„)  soit  définie  par  rapport  aux  variables  liées 
Xi....  x„  est  encore  qu'elle  ait  pour  Xi  :=  Xj  =  ...  =  x„  =  o  un  extre- 
mum  strict,  moyennant  les  équations  de  liaison  (9). 

Pour  que  la  forme  <ï>  soit  générale  par  rapport  aux  variables  liées 
Xi,...  x„,  il  faut  et  il  suffît  que  le  déterminant  de  T  ne  soit  pas  nul  ; 
c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de  système  de  valeurs,  non   toutes 

1.  ,  .  .         Ô*^'  ^*I"        AT      •  1" 

nulles  de  x,,  ^1,...  x„  annulant  -- — ,...  — -  .  Mais  l  évanouissement 

'  OX^,_^l  dX,j 

simultané  de  ces  dérivées  constituerait  l'ensemble  des  conditions 
du  premier  ordre  pour  l'extremum  lié  de  '!>  Xi,...  x„  sous  les  con- 
ditions (9).  Il  équivaudrait  donc  à  l'existence  d'un  système  de 
nombres  1,,...  1,,  non  tous  nuls  tels  que  l'on  ait  : 

(9)  l\-o  {k=^,...p) 

(10)  ^^-(*  -4-  I,P,  -+-  ...  -i-  lA)  =  0         {i  =  i.--  '0 

^lais  les  premiers  membres  des  équations  '9)  peuvent  être  consi- 
dérés comme  les  dérivées  partielles,  par  rapport  à  1^,  L,.,.  1^,,  de  la 
quantité 

(11)  T',  =  *  -i-  l,Pi  A-  LP,  +  ...  +  1,P, 

dont  les  premiers  membres  des  équations  (10)  représentent  déjà 
les  dérivées  pailicUcs  par  rapport  aux  x  :  l'incompatibilité  des  équa- 
tions (9  ,10    revient  donc  à  exprimer  que  la  forme    11)  est  fjéné- 

Hadamard  —  Calcul  des  variations  « 
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raie  par  rapjioii  aux  n  ~\- p  variables  indépen(lantcsxi,...x,i,\i,-.- 1^,. 
c'est-à-dire  que  son  discriminant 

Ail,....  Ai„     3(11, —   Xi^, 


(la) 


A„i,....     A,ui        *;il' 

3<ii y„i      o,. 


<12,. =<«;,         O, C 

est  différent  de  zéro. 

Dans  le  cas  oii  n  =z  i,  on  reconnait  la  condition  pour  que  la 
droite  Pi  =:  o  ne  soit  pas  tangente  à  la  conique  'P  ==  o. 

Lorsque  /i  =  3,  on  a  la  condition  pour  que  la  quadriquc  <J)  =^  o 
ne  soit  pas  tangente  au  plan  Pi  rt=  o  si  p  =:  i .  ou  à  la  droite  P,  ^  o, 
P.,  =  o,  si  ]j  •=  2  :  toutes  choses  évidentes  à  priori  d'après  la  défi- 
nition même  des  mots  :  a  forme  générale  par  rapport  à  des  va- 
riables liées  ». 

Pour  n  >  3,  on  peut  dire  de  même  que  la  quadriqiie  <1>  =  o, 
n'est  pas  tangonte  à  la  multiplicité  linéaire  ]\  =  o,...  P^,  rrr  o. 

Lorsque  p  ^  i  quelque  soit  //)  le  déterminant  12)  est  ce  qu'on 
appelle  la  forme  adjoiiile  de  fl>. 

16.  Application  aux  extrema.  —  Piovenons  à  l'extremuni 
libre  d'une  fonction  f(Xi....  x„)  dans  un  domaine  D.  Si  cet  exlrc- 
mum  a  lieu  au  point    ai,...  a„)  de  l'intérieur  de  D,  on  aura  : 


(i3) 


-''-  —  o,...  --^  =  o. 


Si  la  fonction /a  des  dérivées  troisièmes  continues,  les  prin- 
cipes du  calcul  différentiel  (')  nous  apprennent  alors  à  mettre  la 
différence/  . Cl,  x>,...  x„   —/(ai,  «j,...  a„)  sous  la  forme 

.V/ 


(>A) 


i/(xi ,x,,... x„)  —/{a,, a,, . . .  a„)  =  ^  V  (.r,—  o,) (.r,  -  «,) ~J-  +  U 

i.k 

i 


^-'^'(■ri—ai,x.,  —  a,,...x„  —  o„)- 


('j  Voir  GouKSAT,  Traite  d'Analyse,  tome  1,  page  i33;  Jûudax,  Cuurs  d' Ana- 
lyse, tome  I  (a*  éditlonj,  n"  3g6, 
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OÙ  'I>  est  la  forme  quadratique  (6)  écrite  au  n"  11,  et  oîi  R  est  une 
quantité  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  X;  —  ai,  c'est-à-dire 
telle  que  le  rapport 

R 

(.r,  —  o,)-  +  ...  -H  (.r„  —  a,,)- 

teiide  vers  zéro  lorsque  Xi,  x,,...  x,,  tendent  respectivement  vers 

Gl,   flj,...   On- 

11  résulte  de  la  relation  précédente  que  si  la  forme  <P  est  définie 
au  point  (ai,...  a„),  on  a  certainement  en  ce  point  un  extremum 
relatif  strict  pour/.  Cet  extremum  sera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum suivant  que  0  <C  o  ou  <P  >>  o. 

Réciproquement,  si  fa.  un  extremum,  la  forme  <!'  doit  être  au 
moins  semi-définie.  La  condition  qu'elle  soit  définie  n'est  pas 
nécessaire  :  il  peut  même  arriver  que  toutes  les  dérivées  premières 
et  secondes  de  /soient  nulles  et  que  cependant  /ait  un  extremum. 
Ainsi,  au  point  Xi  =  ...  =  x„  =  o  la  fonction  Xi^  -+-  ...  -t-  x,,^  a 
un  minimum  relatif  strict.  Cependant,  //  ne  suffit  pas,  pour  que/ 
ait  un  extremum.  que  la  forme  ([>  soit  semi-déjinie.  Par  exemple, 
si  l'on  prend,  avec  M.  Pcano, 

/(.Tj,  X,)  =  (.r,  —  2.r,-)'.ri  —  x-r), 

on  a,  au  point  xy  =  x.,  =  o  :  'î'  =  2Xi^    La  forme  «I^  est  semi- 
définie  positive  et  cependant /'n'a  pas  de  minimum  relatif  (même 

large)  en  ce  point  (  puisqu'elle  est  négative  pour  xi  =  ^  x\  |. 

On  remarquera  que  [xi,  Xi  étant  considérés  comme  des  coor- 
données cartésiennes  planes  cette  fonction /est  minima  sur  toute 
droite  passant  par  l'origine,  c'est-à-dire  cpie  la  fonction /fao,  ^o) 
est  minima  pour  o  =  o  quelles  que  soient  les  constantes  a,  jS. 
Malgré  cela,  elle  n'est  pas  minima  lorsqu'on  la  considère  comme 
fonction  des  deux  variables  indépendantes  a?i,  x>.  M.  Hedrick  (')  a 
même  formé  des  exemples  de  l'onclions  qui  ne  sont  pas  minima 
(pour  xv  =  X2  =  o)  par  rapport  à  Xi  et  x^,  tout  en  étant  minima 
S'il-  toute  courbe  analytique  régulière  passant  par  l'origine. 

En  résumé,  si  au  point  a\,...  a„,  on  a  df=  o,  et  si  la  lorme  <I> 
est  générale,  il  faut  et  il  sullit  qu'elle  soit  définie  pour  qu'il  y  ait 

(')  Annals  oj  Math.,  i"  série,  lonic  8;    i<jo-,  page  172. 
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exlremuni  relatif  et  alors  cet  extremiim  sera  strict.  Au  contraire, 
si  la  forme  0  n'est  pas  générale,  il  faudra  qu'elle  soit  semi-définie, 
mais,  pour  obtenir  les  conditions  suffisantes,  il  sera  nécessaire  dans 
ce  cas  d'introduire  les  dérivées  suivantes  (')  de/. 

17.  Passons  au  problème  de  l'extremum  lié  de  la  fonction  /^i, 
et  supposons  encore  que  les  conditions  du  premier  ordre  soient 
remplies,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  pu  déterminer  au  point  ai,...  a,, 
des  nombres  li,...  l^,  donnant  lieu  à  l'identité  : 

f(/=  d{f<>  -^  ^/l-  +  •••  +  /,/,)  =  o 

C'est  ce  qui  arrivera  lorsque  les  conditions  nécessaires  seront 
remplies  et  que  nous  écarterons  le  cas  exceptionnel  (n°  9,. 

En  conservant  les  notations  précédentes  (n°  7),  nous  aurons  : 

d'%  =  d'%  +  h^r^f,  +  ...  -^  l/'%  =  d'-'f 

i,  k  i 

Mais,  par  bvpothèse -~=...  = -^  =  o  en  i'a,,...a»);  on  a 
donc  : 

d'%=<P(d'Xy,...d'x,) 

et  d'xi,...  d'xn  sont  des  variables  liées  par  les  seules  conditions  : 

p,  {d'x, , . . .  d'x„)  =y  f'  d'x,  =  0         {k  =  i,...p) 

jimi  dXi  ^  ' 

i 

Il  ça  résulte  que  les  considérations  du  paragrapbc  précédent 
s'appliquent  ici  en  supposant  seulement  que  dans  la  forme 
$  (xi,...  x„),  les  variables  sont  lices  par  les  relations  P,,(xi,.. .  x„)  =  o. 
Et  nous  avons  vu  en  particulier  (15)  comment  on  exprimait  direc- 
tement que  la  forme  <î>  était  générale  au  moyen  du  discriminanl 
bordé. 


(')  Voir  |)Our  plus  de  détails  Golrsat,  Trahé  (VAnaljse,   tome   I,  et   surtout 
ScnEEFFER,  Mallt.  Ami.,  tome  35. 


CHAPITRE  II 


DES    ÉQUATIONS     DIFFÉRENTIELLES 
ÉQUATIONS    AUX    VARIATIONS 


18.  Après  avoir  rappelé  les  propriétés  classiques  des  maxima 
et  minlma,  nous  avons  encore  à  préciser  les  principes  relatifs  aux 
équations  ditïérentielles. 

Considérons  (')  le  système 

(i5)       ^J:^  r=(j,{%,:c,yy, ,  v„), ^^r  =  (/"i""'  a^.  Ji, •••••,  Jn). 

Supposons  d'abord  que  (pour  une  valeur  déterminée  de  a)  ^i , ....  y» 
soient,  moyennant  les  inégalités 

(iG)  |x-  —  rr„I  <  o, 

(•7)  Ij.-J'<1  <^  (^■=  I.  2,3, n) 

des  fonctions  continues  en   x,  ji,  y-u j,„  telles  que  l'on   ait 

(dans  ces  mêmes  intervalles) 

(i8)         i/,l(".  •'^•/••••- J.)|<M  (t  =  I.  2.  3,...,n) 

M  étant  un  nombre  positif  fixe  ;  et  que  ces  mêmes  fonctions  véri- 
rifient  aussi  les  conditions 

(19)     |;/.(a,.r,Y,,...Y„)— î/,(^.:c.yi..  y„)l<AilY,— V. !+...-+- A JY„-jJ 


(')  Voir  PicAUD,  Trnih'  'l'Analyse,  t.  II.  p.  322  ou  'i^\0. 
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pour 

\x  -  .rj  <  a,  IV,  -  v/'l  <  6,  Ir,  -  y«|  <  /> 

A,, \,i  étant  égalcmcnl  des  nombres  positifs  fixes. 

Si  on  désigne  par  c  le  plus   [)elit  des  nombres  a  et  ^    (ou    le 

premier  de  ces  deux  nombres  si  les  (]  sont  continus  et  vérifient  les 
conditions  19  pour  toutes  les  \alcurs  de  v)  on  sait  '  que  le  sys- 
tème (i5)  admet  un  système  de  n  intégrales  continues  en  x  entre 
a^o  —  c  et  Xy  -h  c  et  prenant  les  valeurs  respectives  ri°,...  Jn'  pour 

Observons  que  s'il  en  est  ainsi  pour  toutes  les  valeurs  de  a  d'un 
certain  intervalle  ai,  y.>  ,  il  y  aura  un  système  d'intégrales  de  (  i5) 
qui  seront  des  fonctions  de  x  et  de  a.  Ces  intégrales,  bien  dctei-- 
minées  pour  ai  <<  a  ■<  a>,  sont  continues  et  dérivables  en  x  ;  nous 
allons  montrer  que,  sous  certaines  conditions,  elles  sont  aussi  con- 
tinues et  dérivables  en  a. 

Pour  cela,  nous  supposerons  encore  que  fj g,i  sont  conti- 
nues en  a  entre  a.i  et  a.j,  et  que  les  quantités  jj,j,  J'i",---  }'""  soient 
aussi  continues  entre  a.i  et  aj.  Nous  admettrons  même  que  les 
f/i  soient  uniformément  continues  par  rapport  à  x,  a,  3'i,...  y,,  dans 
le  domaine 

D  :  ai  <  a  <  y,        \x  -  x,\  <  a(.),        |y,-  -  y  «(.)!  <  6('^). 

A  cliaqne  valeur  de  a  correspond  un  svstème  de  valeurs  de  a, 
b.  M,  A,,...  \„  :  nous  admettrons  que  l'on  a  pour  a.i  <C  a  <  a2  : 

«  >  «u,  fj  >  K,  M  <  Mo     ■  A,;  <  A  «  ; 

a^^,  60,  étant  certainement  positifs  et  Mo,  A"  finis.  Alors  pour 
chaque  valeur  de  a,  on  aura  le  droit  de  remplacer  a,  6,  M,  A,,  c 
par  les  nombres  indépendants  de  a  :  Ou,  b,,,  Mu,  A,",  Co-  Cela  re- 
vient à  supposer  que  les  conditions  imposées  au  début  sont  unifor- 
mément rérijiées,  c'est-à-dire  sont  \crifiécs  par  des  nombres  a.   b, 

(0  ^i,    au   lieu   des  inégalilés  (17),  (  18)  on  en  suppose  données  d'autres  où 

les  seconds  nieniljres  soient  remplacés  par  des  quantités  (positives)    6,.    M,  qui 

dépendent  de  l'indice  i,  le  Ihéorcme  reste  vrai,  c  étant  alors  la  plus  petite  des 

''. 
n  -f    I  (piantitcs  a,  ... 


propuiÉtks  drs  i';i)i;atio>s  difpkhh.ntifjjjcs  y.'^ 

M,  A,,  c  indépendants  de  a  enlrc  c/.i  et  (/.i  ;  c'est  ce  que  nous  ad- 
mettrons. 

19.  Continuité  en  a.  —  Les  intégi-ales  y,,  y>...,  y,,  dont  l'exis- 
tence vient  d'être  rappelée  sont  obtenues  par  la  méthode  d'approxi- 
mations successives  de  M.  Picard,  comme  sommes  des  séries. 


s<)  yP  +  (y'  —  ïi'')  -t- +  Ov— j/"')  -+-••• 

dont  les  termes  sont  définis  par  les  égalités  successives 

M  v,"=J'°+    l"o,{y.,-r,yr\ y.r')dx. 

l'^t  Ion  a  : 


c>' 


La  série     >^  M (i:  A,)''"'  ^|  étant   convergente   et  indépendante 

<lea,  il  en  résulte  que  j/'  =  yf  -i-  (vj'  — r,;'')  -+-  ...  +  (y,"  —  /,''"') 
tend  uniformément  vers  sa  limite  y,  quel  que  soit  a  entre  «i  et  aj. 
D'antre  part,  les  formules  (20  nous  montrent  qu'en  vertu  de 
nos  hypothèses  y,"  est  une  fonction  continue  de  a  entre  7.1  et  aj.  11 
«n  est  donc  de  même  de  sa  limite  y,. 

20.  Dérivabilité  en  a.  —  Supposons  maintenant  que  les  fonc- 
tions :  <ji....  (j„\  Xi,,  }'/V..  y,,"  de  a  admettent  des  dérivées  en  a 
dans  le  domaine  D. 

Posons  pour  /  ;zf  o  : 

ji(p)  étant  la  valeur  de  l'intégrale  y,-  pour  a  =  p.  Nous  allons 
montrer  que  si  |3  est  un  nombre  fixe  quelconque  entre  a,  et  a,,  Tti  a 
une  limite  lorsque  /  tend  vers  o. 

En  effet,  puisque  J-Jy^  est  une  intégrale  de  (i5),  on  a  : 

dr,  _  g{^  +  <,  g-,  y:(^  -f-  p....  .r„(^  +  /))  -  gj'^,  x,  v.(P),...  j.(P)) 
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pour  /  ;zf  o.  Donc  -r^'  est  de  la  forme  : 

(21)  ^^  =  A,(p,;r,v,(^),...V„(P),r,....v;,„0. 

La  fonction  /;,  n'est  définie  que  pour  /  ;zf  o  ;  mais  d'après  les 
hypothèses,  elle  a  une  limite  : 

n 
i  ^  l 

lorsque  nend\erso.  Appelons  ki{x.  r,,..,  r^n,  I)  une  fonclion  égale  à 

pour  <  ;zf  o  et  à  la  quantité    22)  pour  /  =:  o,  ce  qui  fait  de  ki 
une  fonclion  de  l  continue  pour  t  =  o.  Considérons  le  système  : 

(23)  |||  =  A-,(.r,  r.,...  r,„,  n  {i=l,...n) 

et  cherchons  à  intégrer  ce  système  avec  les  conditions  initiales 
■'„•  =  -fr^  (pour  .T  =  .To(Pl) 

en  posant  :  , «  =  J.°(?  +  'j  -  r''(3'  pour  (  ;z£  o  et  ,,°  =  '^^ 

pour  /  =  o  (de  sorte  cpie  YtP  sera  aussi  une  fonclion  continue  de 
/  dans  un  intervalle  (/i  =^  ai  —  [j,  ti  =  y.i  —  ^j  comprenant  la 
valeur  /  =  o). 

Il  est  facile  de  voir  (si  l'on  admet,  pour  simplifier,  que  les  fonc- 
tions g  admettent  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  continues 
par  rapport  à  toutes  les  variahles  qui  y  figurent)  que  le  système 
(20  satisfait  à  des  conditions  analogues  à  celles  que  nous  avions 
imposées  au  système  (i5)  au  n"  18.  Par  conséquent  ce  sys- 
tème (28/  admet  un  système  d'intégrales  y;;  continues  en  x  et  a 
au  voisinage  des  valeurs  a  =  j'5,  a?  =  a?o  (j'5)  et  se  réduisant  à 
Til'  pour  X  =  £Co   j'B). 

Pour  f  ;2:f  o  ces  intégrales  sont  celles  du  système  (21), 
INous  voyons  que,  lorsque  /  tend  vers  zéro  [x  gardant  une  va- 
leur fixe  quelconque),  les  intégrales  yji,  '/]■>,...  "/;„  tendent  vers  des 
limites    déterminées    y,,    yj,...,   y„.    Il    résulte   bien    de    là  que 
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ji,  y-i,...  y,,  sont  dcrival)les  par  rapport  à  a  pour  a  =  p  comme 
nous  l'avions  annoncé. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  les  considérations  précédentes  dé- 
montrent également  /moyennant  d'autres  conditions  de  régularité 
analogues  l'existence  des  dérivées  secondes,  etc.,  tant  en  a  qu'en  x. 

21.  Équations  aux  variations.  —  De  plus,  les  dérivées  pre- 
mières y^  =  r^'  vérifient  le  système  ;  23)  où  l'on  fait  /  =:  o  :  par 

conséquent  on  voit  que  ^"  ', —'  forment  un  système  de  solu- 

lions  des  équations  linéaires  : 

(^«      -2^=af-2y*^     ('  =  ■ ") 

C'est  ce  que  M.  Darboux  appelle  le  système  auxiliaire  et 
M.  Poincaré  les  équations  aux  varialions. 

Le  résultat   obtenu  en   y    faisant  y,  =    '_'est   d'ailleurs    celui 

qu'on  aurait  en  dérivant  le  système  lô)  par  rapport  à  a  après 
avoir  établi  d'une  manière  quelconque  la  légitimité  de  celte  déri- 
vation (ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  dans  ce  qui  précède  . 

En  particulier,  si  l'on  a  un  système  d'équations  diftcrcntielle» 
déterminé  (sans  paramètre  arbitraire) 

dv 
(i5')  -j^  =  Oi{x,  r,, j'„)  [i  —  I.  2, n) 

et  que  ^1,  aj a„  soient  les  constantes  arbitraires  qui  entrent 

dans  l'intégrale  générale,  chacune  d'elles  pourra  être  considérée 
comme  le  paramètre  a  introduit  dans  ce  qui  précède.  L'intégrale 
générale  du  système  peut  donc  être  différenciée  par  rapport  aux 
constantes  d'intégration.  Les  expressions  obtenues 

ô^/t d^k 

où /i  est  l'un  quelconque  des  entiers  i,  2,...  n,  sont  les  solutions 
des  équations  aux  variations 
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On  obtient  d'ailleurs,  en  donnnnl  à  l'indice  h  ses  n  valeurs,  n 
solutions  indépendantes  ;  autrement  dit,  le  déterminant  de  ces  so- 
lutions est  ditTérent  de  zéro  pour  x  =  x^,,  par  exemple  :  en  elïct. 
ce  déterminant  n'est  autre  que  le  déterminant  i'onctionnel 

et  ne  peut  être  nul  si  on  peut  déterminer  les  a  de  manière  à  donner 
aux  y°  des  valeurs  arbitraires,  cest-à-dire  si  l'on  a  bien  atTaire  à 
l'intégrale  générale  du  s\slème     i5'). 

L'intégrale  générale  du  système  au\  variations  sera  dans  ces 
conditions 

y'  =  c>^;-c.»£-H.,.c„î|      (i=,,.,...,o. 

On  voit  qu'on  peut  l'obtenir  en  dérivant  l'intégrale  générale  du 
système  primitif  par  rapport  à  un  paramètre  a  dont  les  a,  seront 

des  l'onctions  arbitraires  (  les  C,  étant  les  valeurs  des  dérivées  t-'  j- 

22.  Xous  avons  raisonné  en  admettant  que  x  varie  dans  l'in- 
tervalle [Xq  —  c,  Xii  -h  c  ,  (jii  C  est  la  rjiiantité  définie  an  /i"  18. 
Mais  on  sait  que  l'on  n"a  pas  ainsi,  en  général,  le  domaine  entier 
d  existence  de  la  solution.  Il  importe  de  remarquer  que  nos  con- 
clusions s'étendent  à  tout  intervalle  où  cette  solution  existe  et  est 
régulière  pour  la  valeur  déterminée  de  a,  a  =  j^,  au  voisinage  do 
laquelle  on  se  place,  —  ou,  plus  exactement,  à  tout  intervalle 
(xo,  x''  intérieur  à  c>»lui  là. 

Un  tel  intervalle  peut,  en  eiïet,  être  considéré,  connue  intérieur 
à  un  système  d'intervalles  partiels  en  nombre  lini  {x„  —  c,  x,,  +  c). 
(xi,  X",  +  Cl).  'X2,  Xi  -\-  Cl),...  empiétant  les  uns  sur  les  autres  et 
pour  cbacun  desquels  les  conditions  énumérées  au  n"  18  sont  vé- 
rifiées. Autrement  dit,  l{;s  nombres  successifs  x,,  c,,  seront  tels  que 
l'on  ait 

(^5)  -''/-i  <  ^,,  <  x,j_y  +  t',^_,  <  .r,,  ^-  c.^  : 


pnopnii:ri:s  di- 

;S    KQLATIO.NS    DU' F  KISR.NTlKLI.nS 

•et  que  les  inégal 

ilés 

(i6') 

\x  —  a-J 

<«„ 

(17')            b'^ 

-yM< 

:  ^,. 

IV,-v,(v'l<^, 

entraînent 

{18') 

!y.(-. 

X,    V,,.,., 

yn)\  <M, 
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y   |^,(a,.r,Y,,...Y„)— ûf,(ï,.r,v,,...,v„)l<A,'v)iY,  — v,l+...+ 
^°''     >  +A„'.1V„-v„| 

Les  quantités  y,  v*  sont  calculées  pour  v.  =^  fj  :  nous  aduictlons, 
pour  cette  valeur  de  a  mais  non  pour  les  autres)  l'existence  de 
solutions  du  système  (i5)  dans  tout  lintervallc  x"„,  x'),  et  les 
ji"^'  sont  les  valeurs  de  ces  solutions  pour  x  =  x^. 

Par  contre,  les  inégalités  (18'  ,  (19  ont  lieu  quoi  que  soit  a 
(au  voisinage  de  a  =  ,3).  ^ous  avons  même  le  droit  de  supposer 
que  ces  inégalités  (ainsi  que  les  inégalités  i'iô'))  ont  lieu  au  sens 
strict. 

Dans  ces  conditions,  elles  subsisteront  lorsque,  dans  les  iné- 
galités (17'  ,  on  changera  les  valeurs  des  y,''?*,  pourvu  que  celle 
altération  soit  suffisamment  petite. 

Or  s'il  en  est  ainsi,  les  inégalités  relatives  à  fj  ^  i,  vérifiées 
pour  y,  =  j>,  seront  aussi  vérifiées  grâce  à  la  continuité  démontrée 
au  n"  19  pour  j3  —  A  •<  y-  <!  j j  +  h,  h  étant  un  nombre  positif 
suffisamment  petit  ;  les  y,  continueront  donc  à  être  définis  dans 
l'intervalle  (xi,  Xi  H-  Ci);  leurs  valeurs  pour  x  =  x>  vérilieront 
les  conditions  relatives  k  q  ^^  -2  (du  moins  si  l'on  diminue,  au 
besoin,  la  valeur  de  h)  ;  et  ainsi  de  suite,  le  nombre  des  restrictions 
ainsi  apportées  à  la  valeur  de  h  étant  d'ailleurs  fini. 

Nous  avons  donc  démontré  ('i  :  1°  qu'il  existera  des  intégrales 
continues  de  a;„  à  x  non  seulement  pour  a  =  |J,  mais  pour  des 
valeurs  de  a  sutlisammeut  voisines  de  Çj  ;  2°  que  ces  intégrales 
seront  des  fonctions  continues  et  dérivables  de  a. 

23.  Données  analytiques,  —  Lorsque,  près  des  valeurs  ini- 
tiales, les  fonctions  g,  sont  liolomorphes  en  a,  x,  ji,...  Jn  et  que 

[} )  Cf.  l'oiNCAKÉ,  La  Mclliodcs  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  p.  .'iS. 
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.T,i,  }'i°...  Yi,^  sont  aussi  holomorplics  en  a,   on  peut  affirmer  (' } 
que  les  intégrales,  holomorplics  en  x,  sont  aussi  holoinorplies  en  a. 

24.  Les  résuUaLs  précédents  s'étendent  immédiatement  au  cas 
où  les  équations  difTérentielles  contiennent  des  dérivées  d'ordre 
supérieur  (ce  cas  se  ramenant,  comme  on  sait,  à  celui  c|ue  nous 
avons  traité  pai"  l'introduction  des  dérivées  intermédiaires  comme 
inconnues  auxiliaires). 

Ils  subsistent,  bien  entendu,  si  le  système  est  donné  sous  la 
forme 


^,(a,  .T,r,.v'„...y//^.\...,  v>))=.o 

.9--(^.  •-^' )  =  o  /    ...  _dy,\ 

iln{';   X,     .     .     .     .     , )=   O 

,,  D  (oi,  r/i,...  q,,)  1       , 

l)ourvu  que  1  on  supi)ose  r^~7;r — i^^ —       ,„  ,,  ^f  o;  et  les  ecma- 

lions  aux  variations  seront 

— -  ^        9J//"  ôa  \  ^^  dx'  j 

24  bis.  Nous  n'examinerons  pas  le  cas  où  le  déterminant  fonc- 
tionnel des  premiers  membres  des  équations  par  rapport  aux  déri- 
vées des  ordres  les  plus  élevés  s'annulerait.  On  sait  cjue  si  cela 
anive  pour  une  valeur  déterminée  de  x,  cette  valeur  est  singulière, 
et  que  si  cela  arrive  pour  toute  valeur  de  x,  c'est  la  solution  consi- 
dérée qui  est  une  solution  singulière. 

Même  dans  ce  cas,  d'ailleurs,  il  résulte  d'une  remarque  faite  au 
II"  21,  que  si  les  y  {et  les  y')  admettent  par  rapport  à  a  des  dérivées 
continues,  celles-ci  vérifient  le  système  aux  variations. 

25.  Cas  des  équations  aux  dérivées  partielles.  —  La  dé- 
monstration précédente  ne  s'étend  pas  à  un  système  cpielconque 
d'équations  aux  dérivées  partielles,  même  en  admettant  que   les 

(')  Cf.  [^uiNC.vHiî,  Le.'?  Mrlhodes  nouvelles  Je  la  Ménmique  céleste,  t.  1,  Cliaji.   II. 
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données  soient  indéfiniment  dérivables,  car  elle  repose  snr  la 
méthode  des  approximations  snccessives  (\\n  n'est  pas  toujrmrs 
applical)le.  Mais  les  résultats  sont  encore  vrais  lorsqu'on  suppose 
les  équations  et  les  données  analytiques.  Il  suffit,  poiu-  le  voir,  de 
reprendre  le  raisonnement  de  Madame  KoAvaleAvski  (')  qui  dé- 
montre l'existence  d'une  solution  liolomorphe.  En  tenant  com[)te 
de  l'introduction  du  paramètre  auxiliaire  a,  la  méthode  des  fonc- 
tions majorantes  permet  encore  d'établir  le  résultat  cherché.  Bien 
entendu,  les  dérivées  des  intécrales  pai'  rapport  à  v.  satisferont 
encore  aux  équations  linéaires  obtenues  en  dérivant  les  équations 
proposées  par  rapport  à  a,  c'est-à-dire  aux  équations  aux  varia- 
tions. 

Réciproquement,  tente  solution  analytique  des  équations  aux 
variations  peut  être  considérée  comme  provenant  de  la  différcn-  j 
tiation,  par  rapport  à  une  constante  arbitraire  a,  d'une  solution  j 
(contenant  cette  constante  arbitraire)  des  équations  données.  I*]n 
effet,  ces  dernières  (supposées,  pour  fixer  les  idées,  du  second 
ordre)  admettent  une  solution  telle  que  les  inconnues  et  leurs  dé- 
rivées premières  soient,  pour  x  =  x,,  en  désignant  par  x  une  des 
variables  indépendantes,  convenablement  choisie)  des  fonctions 
analytiques  données  arbitraires  des  variables  autres  que  x.  On 
pourra,  dans  ces  fonctions  arbitraires,  faire  entrer  a  de  manière 
que  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  (/.,  pour  a  =^  o,  coïncident 
avec  les  solutions  considérées  des  équations  aux  variations  et  avec 
leurs  dérivées  premières  (où  l'on  aura  fait  x  =  o).  Cette  coïnci- 
dence aura  alors  lieu,  toujours  d'après  le  théorème  fondamental 
de  Cauchy-KowalcAvski,  non  seulement  pour  a:  =  o,  mais  pour 
toute  valeur  de  x. 

26.  Propriétés  des  équations  linéaires.  —  D'après  ce  (jui 
précède  les  équations  aux  variations  d'un  système  d'équations 
difTérentielles  ou  aux  dérivées  partielles  sont  toujours  linéaires. 
Nous  aurons  en  les  employant,  l'occasion  d'utiliser  un  certain 
nombre  de  propriétés  générales  des  équations  linéaires  que  nous 
allons  rappeler. 

(  ^ )  Voir  tJOLiis.vr,  Leçons  sur  les  cqaations  (uue  dcricces  parlicUcs  du  premier 
ordre,  Chap.  I;  Jordan,  Cours  d'Analyse^  t.  III,  Cliap.  III,  §  I. 
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Prenons  l'éqiialion  linéaire  et  homogène  : 
(2G)  F  (y)  =  ry  4-  r,y'  -h  4-  r„y<">  =  o 

où  nous  désignons  par  y',  y  ,...,  y""  les  dérivées  -j,^.,  -/^2.-.-  -y, 
et  soit  un  système  de  n  solutions  y,  z,...  u  de  cette  équation. 
On  a,  en  posant  : 


(37) 


i"é"alilé 


a;.') 


y-  z 

y'  • 


("-0 


/"•'■  r„. 


(28) 


A  (;r-)  =  A  (.To)  e 


Par  conséquent,  dans  un  intervalle  où  -^V^  n'a  pas   de  points 

singuliers,  la  fonction  A(j;)  ne  peut  s'annuler  nulle  pari  sans  être 
identiquement  nulle.  Si  elle  est  identiquement  nulle,  on  sait  qu'il 
y  a  entre  y,  z,...  u  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients 
conslants.  Si  au  contraire  A  (^c  est  différent  de  zéro  dans  un  inter- 
valle (a,  />,,  une  solution  quelconque  de  l'équation  proposée  peut 
s'écrire  sous  la  forme  : 


C.y 


C„u 


C,...  étant  certaines  constantes.  Les  solutions  y,...  u  sont  alors 
indépendaitlcs. 

jNous  donnerons  au  déterminant  (27)  le  nom  de  délerminani 
fjênéral  des  n  solutions  y,  z,..,  u,  pour  le  distinguer  d'autres  déter- 
minants que  nous  aurons  à  former  avec  les  solutions  d'une  équa- 
tion linéaire. 

Un  déterminant  tout  send)lablc  peut  d'ailleurs  être  défini  pour 
un  syslcme  d'équations  linéaires.  Soit  un  tel  système  de  r  équa- 
tions  dilVérontielles,    par   rapport  à  it    inconnues  y,,   yj y„, 

d'ordres  y),  par  rapport  à  yi,  p^  par  rapport  à  y-2,  p,,  par  ra])port 
à  y„.  Ce  système  admettra  p  "=  jh  -+■  p>  -\-  ...  ■+-  pn  solutions  indé- 
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i>endantes  et  pour  définir  une  solution  quelconque,  on  aura  à  se 
donner  les  valeurs  pour  x  =  x^,  des  quantités 

Le  déterminant  gcncral,  qui  est  d'ordre  p,  a  l'une  quelconque 
de  ses  lignes  formée  avec  les  valeurs  des  quantités  (29)  pour  tine 
-i:ilution  du  système,  les  lignes  s'obtenant  à  l'aide  de  p  solutions 
diilérentes.  Ce  déterminant  est  identiquement  nul  si  les  p  solutions 
ne  sont  pas  indépendantes.  Il  est,  dans  le  cas  contraire,  toujours 
durèrent  de  zéro  (tant  que  le  système  est  régulier)  et  peut  s^expri- 
luer  par  une  exponentielle  analogue  à  (28). 

Dans  le  passage  d'un  système  de  p  solutions  indé[)endantes  à 
lin  autre  système  analogue  (passage  qui  n'est  dutre  qu'une  substi- 
tution linéaire  à  coefficients  constants)  le  déterminant  général  est 
nmltiplié  par  une  constante  (le  déterminant  de  la  substitution  en 
(juestion  . 

27    Equation  adjointe.  —  Revenons  à  l'équation  unique 

\K'  F  .y"'  =  'T  —  ''ly'  ^••-  ^  '"«y  "'  =  o. 

Au  moyen  d'intégrations  par  parties  successives,  on  pourra 
écrire,  en  désignant  par  z  une  fonction  arbitraire  de  x, 

v3o)  zF  vy )  =  yG  z)  -^- j^[{^  {!>  z) ) 

avec 

G  ^z^  =  rz  —  ^  (  r,Z;  --  ^  (/vz  1  + -^  (—  0"  ^  ('"«z^ 

M  y.  z   =  y  \i\z  —  -^  ir.z)  h- ]  ^ -h  y^"'')  Kz- 

On  appelle  polynôme  adjoint  de  F  y  une  fonction  linéaire  P(z^ 
de  z.  Z....Z'.  telle  que  l'expression  zF  y^^ — yPlz)  ?oit  égale 
(quelles  que  soient  les  fonctions  arbitraires  y  et  z),  à  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  Q  (y,  z:  bilinéaire  en  y,...  y""\  z,...  z"~^'  (les 
coefficients  étant  des  fonctions  déterminées  de  x)  :  fait  que  nous 
exprimerons  encore  en  disant  que  les  expressions  zP  (y)  et  yP(z) 
sont  équivalentes  entre  elles  et  en  écrivant  : 

zF^y)^'^yP(z). 
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On  voit  que  F  (y)  a  au  moins  un  polynôme  adjoint  :  Gi^z).   Il  n'y 
en  a  pas  d'autres,  P(z).  Sans  quoi,  on  aurait  : 

zF(y)-yP(z)  =  ^Q(y,  z) 

et  en  retranchant  de   3o  ,  il  en  résulterait 

(3i)  y[P(z)-G(z)]=-f-(M-Q). 

Il  est  évident  que  la  dérivée  d'une  fonction  M  —  Q,  bilinéaire  en 
y,...  y  ""^^  z,...  z"'^^  ne  peut  avoir  la  forme  du  premier  membre 
quels  c{ue  soient  y  et  z  à  moins  que  ce  premier  membre  ne  soit  nul  : 
c'est,  du  reste  ce  que  nous  aurons  l'occasion  d'établir  plus  loin 
(liv.  II,  n^  128).  Donc  P   r)  =  G  (z). 

En  appliquant  cette  proposition  au  polynôme  G(z),  on  voit  que 
le  polynôme  adjoint  deG(z)  est  F  (y).  H  y  a  réciprocilc  entre  ces 
deux  polynômes. 


28.  Un  polvnomc  F  (y)  d'ordre  pair  :  7i  =  2m  est  identique  à  son 
adjoint  G  (y),  s'il  est  de  la  forme  : 

(32)  F  (y)  ^  J^  (A„,y('"0  -h  -j^  (A,„._,r"'-))  + -i-  A„y 

(les  A  étant  des  fonctions  quelconques  de  a-)  c'est-à-dire  qu'on  peut 
écrire 

(33)  o  ^  zF  (y)  -  yF  (z)  =  V  (z  ^  A,y<'')  -  y  ^,  A.z*'')) . 


k 
Ceci  résulte  de  l'idenlité  connue  (') 

En  posant  dans  celle-ci 

v  =  A,yW, 
nous  avons  : 

z^-J^.  (A,y<^>)=^  (-!)''■  A,yWzW 

('iJouDAN.    Cours   d'analyse    i™  éd.,   l.   Il,    n'  ;).    (.iOLhsat.    Cours  d'unalvs", 
t.  1,  p.   190. 
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el  de  même  : 


t/^- 


y|;,.(A,zW)=^(-iy'-A,z"Y'^ 


d'où  résulte  bien  la  relation  (33)  ('). 

On  voit  aisément  que  la  même  conclusion  s'appliqae  au  cas  où  F  (y) 
a  la  forme  ^ 

P(y)  =  ;^  [(-  0"  ^.  {^ur')  +  (-  !)''■  ^^  (A^^y^^ol. 


'3B.  La  résolution  complète  ou  partielle  de  l'équation  adjointe 
permet  de  simplifier  celle  de  l'équation  proposée.  En  particulier, 
toute  sohilion  Zj  de  l'équation  adjointe  fournit  une  iiité(jrale  pre- 
mière de  l'équation  proposée  : 

M  y,  Zi)  =  constante 

d'après  la  formule  de  définition  (3o). 

30.  L'intégration  de  l'équation  adjointe  fournit  même  immé- 
diatement celle  de  l'équation  non  homogène  : 

(34^  F(y)  =  ie(.r). 

Supposons,  en  etlél  qu'on  ait  trouvé  n  solutions  indépendantes  : 

Zi z„  de  l'équation  adjointe. 

D'après  (3o),  on  aura  : 

M  (y,  Z,)  =  /  Z,R{x)dx  ((■  =  I,...  n) 

en  résolvant  ces  équations  linéaires  en  y,  y'...  y^""'-,  on  aura  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (34)- 

31.  On  peut,  de  même,  définir  le  système  adjoint  d'un  sys- 
tème d'équations  linéaires  : 

Pi(y)  =  o i'.(y)  =  f> 


('*)  Réciproquement,  tout  polynôme  linéaire  identique  à  son  adjoint  peut 
être  mis  sous  la  l'orme  (82).  (Voir  Beutr.v.nd,  Journal  de  l'Ecole  Polylediniqus^ 
XXVIIIe  cahier,  i84i,  page  27G.) 
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OÙ  F,,  Po,...  F„  sont  n  polynômes  linéaires  par  rapport  aux  quan- 
tités (29),  par  la  condition  : 

i 

le  symbole  A  ^  B  indiquant  encore  que  A  —  B  est  la  différen- 
tielle d'une  expression  différentielle  linéaire  par  rapport  aux  y  et  à 
leurs  dérivées. 

On  m.ontre  encore  de  la  même  manière  qu'il  existe  un  système 
adjoint  et  un  seul. 

Prenons  simplement  un  système  d'équations  du  premier  ordre, 
soit 

n 

(35)  P.  (y)  =  y  (j/,,y',  +  y/aY-O  =  0  (i  =  r ,  2 , . . . ,  «) 

/.-=  I 

(yi,...  y„  étant  les  fonctions  inconnues  et  les  gik,  y,/.-  des  fonctions 
données  de  x) . 

Si  l'on  a  les  conditions 

(36)  Y,i.  =  -^^i4         (fc=  I,  2,...  n) 

(et  seulement  dans  ce  cas('))  la  quantité  Pi  est  la  dérivée  exacte 
(quels  que  soient  les  y)  d'une  fonction  linéaire  de  yi,  yj,...  y,,?  à 
savoir  de 

En  général,  il  n'en  sera  pas  ainsi.  Multiplions  alors  les  n  équa- 
tions données  par  des  fonctions  arbitraires  Zi,  2,1,...  z„  et  expri- 
mons que  le  polynôme 

(3?)  P-ZiP. -f-...  +z,P„ 

satisfait  aux  conditions  (36)  :  il  viendra 

(38)     Gfc (z)  =  ^.  2 y»''-^'  ~  2  ï''-^'  =  °        {k=  i,  2,...  n). 

i  i 

Ce  système,  qui  est  composé,  comme  le  premier,  de  n  équations 

(')  Voir  e.'icorc  le  11°  128. 
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•différentielles  linéaires  et  homogènes  du  premier  ordre,  et  qui 
admet  par  conséquent  n  solutions  linéairement  indépendantes,  est 
le  système  adjoint  cherché.  Pour  toute  solution  (z,,  z,,...  z„)  de  ce 
système,  l'expression  (3-)  est  la  dérivée  de  la  quantité 

(39)  M  =  V  rj.,ZiYu. 

D'une  manière  générale  yi....  y„  ;  Zi,...  z„  étant  des  fonctions  quel- 
•conques  de  x,  on  a  l'identité 


Vz.P,(y)  +  Vy„a„W  =  f 


"M  étant  la  quantité   Sq'. 

Comme  précédemment  (n"  30  ,  toute  solution  du  système  adjoint 
nous  donne  une  intégrale  première  :  1°  du  système  (35  ,  2^  d'un 
•système  analogue  où  les  seconds  membres  ne  sont  plus  nuls  mais 
fonctions  connues  quelconques  de  x. 

Il  en  résulte  que  la  connaissance  de  n  solutions  indépendantes 
•des  équations  (35)  permet  l'intégration  complète  des  deux  systèmes 
•en  question. 

32.  Equations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  —  Soit,  en- 
fin, une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n  F  (z)  ^  o. 

On  constate  aisément  (^)  qu'il  y  a  un  polynôme  différentiel  G(t) 
-et  un  seul  (^)  vérifiant  Li  condition  : 

tP(z)-zG(t)=^  +  ^ 

où  G(z)  est  une  expression  linéaire  et  homogène  ainsi  que  F  (z),  par 
rapport  à  z  et  à  ses  dérivées  partielles  en  x  et  y,  M  et  N  étant  deux 
•expressions  bilinéaires  par  rapport  à  t,  z  et  à  leurs  n —  1  premières 
■dérivées.  M  et  N  sont  d'ailleurs  arbitraires  dans  une  certaine  me- 
sure :  on  peut,  sans  troubler  l'identité  précédente,  remplacer  par 

"M  H ,  N  —  —,    5  étant   une   fonction  arbitraire  bilinéaire  iiar 

dV  dX 

rapport  à  z,  t  et  à  leurs  n  —  'i  premières  dérivées. 

(')  Voir  Daiîbolx,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  tome  II,  p.  71. 
{-)  Voir  plus  loin,  livre  V,  chap.  11. 
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33.  Les  méthodes  du  Calcul  différentiel  telles  que  nous  les 
avons  rappelées  aux  n"^  6  et  suivants,  permettent  de  déterminer 
l'extremum  de  toute  quantité  qui  est  fonction  d'un  ou  plusieurs 
nombres  ou,  si  l'on  veut,  géométriquement  parlant,  des  coordon- 
nées d'un  ou  plusieurs  points. 

Mais  les  fondements  môme  de  la  géométrie  nous  offrent  déjà 
une  question  de  minimum  qui  ne  rentre  pas  dans  cette  catégorie, 
à 'savoir  celle  du  plus  court  chemin  entre  deux  points  donnes. 

Si,  dans  ce  cas,  on  se  contentait  de  chercher  la  plus  courte, 
entre  les  deux  points  donnés,  des  lignes  brisées  d'un  nombre  de 
côtés  donne',  on  pourrait  prendre  comme  inconnues  les  coordonnées 
des  sommets  de  la  ligne  brisée,  et  Ton  serait  en  présence  d'une 
question  appartenant  à  la  catégorie  précédente. 

Mais,  à  priori,  la  ligne  minima  peut  être,  non  seulement  une 
ligne  brisée  d'un  nombre  de  côtés  inconnu,  mais  encore  une  ligne 
courbe  :  or,  un  nombre  fini  quelconque  de  données  numériques,  — 
par  exemple  un  nombre  fini  quelconque  de  points  (si  grand  soit-il) 
—  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  une  courbe  sur  la  forme  de 
laquelle  on  ne  sait  rien  par  ailleurs. 
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34.  Il  s'agissait,  en  l'espèce,  d'une  question  si  anciennement 
résolue  que  ces  difficultés  ne  retinrent  point  l'attention,  —  même 
après  avoir  attiré  celle  de  NeAvton  et  de  Leibnitz  ')  —  jusqu'au 
moment  (1O9G)  oîi  Jean  Bernouilli  souleva  le  problème  des  bra- 
chislochrones,  ainsi  conçu  : 

Trouver  la  Ivj ne  joignant  deux  points  données  A,  B  el  telle  qu'un 
point  pesant  mobile  sans  frottenient  sur  cette  ligne  et  abandonné 
sans  vitesse  initiale  en  A  parvienne  en  B  dans  le  temps  le  plus  court 
possible. 

En  admettant,  pour  simpliller,  que  la  ligne  cliercliée  est  dans  un 
plan  vertical,  le  problème  mis  sous  forme  purement  géométrique, 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

Trouver  la  ligne  par  laquelle  un  point  ira  de  A  en  B  dans  le  plus 
court  temps  possible,  sachant  que  la  vitesse  de  ce  point  est  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  son  ordonnée  y  rapportée  à  l'hori- 
zontale du  point  A. 

Le  temps  T  dont  il  s'agit  ainsi  de  trouver  le  minimum  est  donné 
par  l'intégrale 


(0 


où  X,  Y  sont  les  coordonnées  de  la  courbe   clicrchée  (^),  j  la   dé- 

.    ,    dv       ,, 
rivee  -,- ,  5  1  arc. 
ax 

Les  méthodes  par  lesquelles  les  Bernouilli  abordèrent  celte  ques- 
tion, et  que  Euler  étendit  au  cas  général  tel  que  nous  le  traiterons- 
dans  ce  qui  -va  suivre,  reviennent  toutes  au  fond  à  remplacer, 
comme  nous  l'avons  tenté  tout  à  l'heure,  la  courbe  cherchée  par 
une  ligne  brisée  dont  il  restera  à  déterminer  les  sommets. 

Voici,  par  exemple,  comment  on  pourra  raisonner  dans  le  cas. 
de  la  l)rachistochrone  : 

Enirc  les  points  A  et  B,  traçons  un  certain  nondjre  d'horizon- 
tales Hi,  IL,...  {/îg.  i)  et  considérons  une  ligne  brisée  AM1M2...  B 
ayant    ses   sommets   respectivement   situés   sur   ces   horizontales. 

(')  Voir  IvNESiiu,  Eulrr  und  die  Varialionsrccimiiiirj  ;  Leipzig,  Tcubner,  1907. 
(■')  L'origine  des  coorfloniices  est  supposée  placée  au  point  A,  l'axe   des  y 
éliuil  la  verticale  dcsccndanlo. 
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Soient  ji,  jj,...  les  cotes  de  celles-ci  au-dessous  de  riioiizonlale  du 
point  A.  Un  côté  quelconque  M,_jMi  de  la  ligne  brisée  sera  sup- 
posé parcouru  avec  une  vitesse  y,  égale  à  \/v/- 


A 

H, Uj 

H2 \m_2 

Ht-i M.trL 

Ht _\Mi: 

Hiti _1\J^' 


FiG. 


Les  inconnues  sont  ici  les  abscisses  x,,  x-i,...  des  points  M,  et  le 
temps  ï  nécessaire  pour  parcourir  la  ligne  brisée  sera  une  fonction 
de  ces  abscisses. 

Si  la  ligne  brisée  AM1M2...  B  est  celle  qui  fournit  le  minimum 
cherché,  on  devra  augmenter  T  toutes  les  fois  qu'on  remplacera 
celte  ligne  par  une  autre  analogue  et,  en  particulier,  si  l'on  déplace 
un  des  sommets,  —  M,,  par  exemple  —  sans  changer  les  autres. 

Donc,  M,_|  et  M,j_i  étant  donnés,  le  point  M,  doit  être,  sur 
l'horizontale  II,,  celui  qui  permet  de  parcourir,  dans  le  temps  le 
plus  court  possible  le  chemin  M,_iM,M,  l,. 

La  solution  de  cette  question  (qui  relève  des  méthodes  du  calcul 
différentiel  indiquées  plus  haut)  est  bien  connue  :  les  sinus  des 
angles  que  font,  avec  la  verticale  les  côtés  Mj_ilVL,  MiM,a_i,  doivent 
être  entre  eux  comme  les  vitesses  u,,  Vi^^. 

Ceci    ayant    lieu    pour    tous   les   côtés    successifs,    le    rapport 

-  sin  (j,M;_iMi)  est  constant. 

Concevons  enfin  que  le  nombre  des  horizontales  H  et  des  côtés 
de  la  ligne  brisée  augmente  indéfiniment  :  nous  serons  conduits  à 
admettre  que  la  ligne  cherchée  est  une  courbe  satisfaisant  à  la 
condition 


I      .  I     f/s  ,      , 

sin  a  =  — -   ,-  =^  constante 
ax 


\/y  v6' 


a.  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  la  verticale. 
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35.  Comme  nous  l'avons  dit,  Euler  étendit  des  méthodes  de 
cette  nature  à  des  problèmes  généraux  dont  le  précédent  n'est 
qu'un  cas  particulier.  L'intégrale  T  est  évidemment  de  la  forme 


(2)  ff(y',r,x)cb 


y  étant  une  fonction  (inconnue)  de  la  variable  x  et  y'  la  dérivée  de 
y.  Euler  put  montrer  que  les  méthodes  appliquées  à  l'intégrale  (i) 
s'étendaient  naturellement  à  l'intégrale  (2;. 

Il  constata  qu'il  en  était  de  même  si  la  quantité  sous  le  signe  / 
contenait  des  dérivées  d'ordre  supérieur.  Dans  ce  cas,  on  devait 
seulement  assujettir  les  didérents  sommets  de  la  ligne  brisée  à 
correspondre  à  des  valeurs  cqiiidkianlcs àe\a.  variable  indépendante 
(c'est-à-dire  à  des  valeurs  en  progression  arithmétique  de  raison 
très  petite)  et  substituer  aux  différentielles  successives  de  la  fonction 
inconnue  les dilïerences premières,  secondes,  etc.,  correspondantes. 

36.  Sous  la  forme  précédente,  les  considérations  précédentes 
ne  peuvent  plus  être  regardées  aujourd'hui  que  comme  un  moyen 
d'investigation  et  n'ont  aucune  valeur  probante.  Nous  les  retrouve- 
rons au  contraire,  avec  des  modifications  convenables,  comme 
méthode  de  démonstration  rigoureuse  au  livre  M.  Dès  à  présent 
nous  devons  en  dégager  deux  remarques  importantes. 

I.  —  Nous  avons  pu  parvenir  au  résultat  en  considérant  T 
comme  une  fonction  des  abscisses  des  n  sommets  de  notre  ligne 
brisée,  sous  réserve  de  faire  croître  n  indéfiniment.  Nous  voyons 
donc  qu'on  peut  concevoir  les  problèmes  qui  vont  nous  occuper 
comme  concernant  les  extrema  de  fondions  d'une  infinilê  de  par a- 
mèlres. 

II.  —  Pour  que  la  ligne  considérée  soit  brachistochrone  entre 
A  et  B,  il  laut  r/ue  tout  arc  A'B'  de  celle  ligne  soit  brachisto- 
chrone entre  A'  et  B'.  C'est  ce  principe  qui,  appliqué  à  la  portion 
très  petite  Mij_iMi^_i,  nous  a  fourni  la  solution.  Il  est  clair  qu'il  est 
général  et  cjue  nous  le  retrouverons  dans  tous  les  problèmes  ana- 
logues. 

Il  était  réservé  à  Lagrange  de  parvenir  aux  résultats  des  Bcr- 
nouilli  et  d'Euler  par  une  voie  ]iliis  conforme  aux  exigences  de  la 
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rigueur  moderne,  et  que  l'on  a  même  pu  croire  entièrement  irré- 
prochable. La  grange  ramène  la  question  aux  règles  antérieurement 
connues  (et  que  nous  avons  rappelées  ci-dessus)  du  maximîuim  et 
du  minimum  d'une  fonction  ordinaire,  grâce  à  l'introduction  des 
varialions.  C'est  sa  théorie  que  nous  aillons  tout  d'abord  exposer. 

37.  Champs  fonctionnels.  —  Revenons  auparavant  sur  ce 
fait  que  nous  avons  à  faire  jouer  maintenant  à  des  fondions  le  rôle 
qui  appartenait  précédemment  à  des  poinis.  Ce  n'est  plus  de  ceux- 
ci,  mais  de  celles-là  que  dépend  la  quantité  dont  nous  cherchons 
l'extremum. 

De  môme  qu'il  nous  arrivait  précédemment  d'assujettir  le  point 
variable  à  être  situé  dans  un  certain  volume,  ou  sur  une  certaine 
surface,  etc.,  nous  chercherons  l'extremum  d'une  quantité  qui 
dépend  d'une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires  en  assujettissant 
celles-ci  à  un  certain  nombre  de  conditions,  ou,  comme  nous  di- 
rons souvent,  à  se  trouver  dans  un  certain  champ  fonctionnel.  Cette 
dernière  locution  (manifestement  inspirée  par  l'analogie  avec  ce 
qui  se  passe  pour  les  exlrema  ordinaires)  ne  devra  d'ailleurs  être 
considérée  que  comme  un  synonyme  de  la  première  :  le  champ 
fonctionnel  est,  par  définition,  l'ensemble  des  fonctions  (ou  des 
systèmes  de  fonctions)  qui  satisfont  aux  conditions  données. 

Il  est  clair  que  la  remarque  du  n°  1  bis  trouve  encore  son 
application  ici  :  si  uue  fonction  y  rend  extrema  une  quantité  / 
dans  un  certain  champ  fonctionnel  K,  l'extremum  a  lieu  a  fortiori 
dans  un  champ  fonctionnel  K'  contenant  y  et  intérieur  au  premier, 
c'est-à-dire  tel  que  toutes  les  fonctions  qui  appartiennent  à  K' 
appartiennent  à  K. 

Dans  la  question  précédente,  le  champ  était  constitué  par  tontes 
les  lignes  tracées  de  A  à  B.  ^ous  lui  avons  substitué  au  cours  de  la 
démonstration  un  champ  intérieur  constitué  par  les  lignes  qui  ont 
en  commun,  avec  celles  que  l'on  considère,  les  arcs  AM",_i,  M,_i:B 
et  en  diffèrent  seulement  de  ^r',_i  ''^  ^h~i- 

Nous  dirons  que  l'extremum  est  libre,  non  plus  comme  précé- 
demment lorsque  les  fonctions  cherchées  seront  entièrement  arbi- 
traires (ce  qui  n'arrivera  jamais)  mais  lorsque  les  conditions  aux- 
quelles elles  seront  assujetties,  à  l'exception  de  certaines  conditions 
de  régularité  (continuité,   existence  des  dérivées,  etc.)   porteront 


42  CALCUL    DES    VARIATIONS 

exclusivement  sur  les  valeurs  de  ces  fonctions  en  certains  points  en 
nombre  fini.  C'est  le  cas  des  problèmes  qui  viennent  d'être  men- 
tionnés. 

Lorsque,  dans  la  définition  du  champ,  entreront  au  contraire 
une  ou  plusieurs  conditions  relatives  à  l'ensemble  des  valeurs  de  la 
fonction  inconnue  (ou  à  une  infinité  de  ces  valeurs)  l'extremum 
sera  lié. 

38.  Le  problème  des  brachistoclirones  appartient  au  cas  le  plus 
simple  d'extremum  libre,  celui  de  l'intégrale 

(2)  1=    r  f(Y',Y,x)dx 

OÙ  y  est  une  fonction  donnée  de  y',  y,  x;  y,  une  fonction  incon- 
nue; y'  la  dérivée  de  y,  la  fonction  y  étant  assujettie  à  prendre  des 
valeurs  données  y^,  y^  aux  deux  limites  d'intégration  x  =  x^^  et 
X  z=:  a?',  de  sorte  que  la  ligne  représentative  de  cette  fonction  est 
assujettie  à  avoir  pour  extrémités  les  deux  points  donnés  A(x°,  j°:, 
B{x\f}. 

C'est  sur  ce  type  de  problèmes  que  nous  allons  raisonner  d'abord 
pour  fixer  les  idées;  mais  notre  manière  de  procéder  apparaîtra 
d'elle-même  comme  tout  à  fait  générale. 

Supposant  le  problème  résolu,  soit  y^='ii{x;.  la  fonction  qui 
réalise  l'extremum,  une  autre  fonction  quelconque  du  champ 
(c'est-à-dire  une  fonction  qui  prend  les  valeurs  j°,  y^  pour 
X  =  x^,  x^)  étant  désignée  par  ^ {x). 

L'extremum  devra  avoir  lieu  a  fortiori  si  nous  restreignons  da- 
vantage le  choix  des  fonctions  M". 

Prenons,  en  particulier,  dans  le  champ  K,  une  famille  de  lonc- 
tions  ^Y{x,  rj^  dépendant  d'un  paramètre  a  et  telle  que,  pour 
a  =  G,  011  ait  la  fonction  'J;  (a;   elle-même,  soit 

(3)  W(x,  o)  =  ^\{x). 

Les  fonctions  de  cette  famille  devront  prendre  aux  extrémités 
0^  et  x^  de  notre  intervalle  d'intégration,  les  valeurs  données,  soit 

Alors  il  est  clair  qu'en  faisant  y  =  ^'(.r,  a)  dans  l'intégrale  l. 
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celle-ci,  qui  sera  devenue  une  fonction  de  a,  aura  un  cxlrcmum 
j)Our  a  =  o. 

Réciproquement,  supposons  que  l'intégrale  /,  considérée  comme 
fonclion  de  a  grâce  à  la  substitution  y  =  ^F(x,  a),  soit,  par 
exemple,  minima  pour  a  =  o,  quelle  que  soit  la  fonction  ^F(x,  a)- 
sous  les  seules  conditions  (3),  (4).  Alors  la  fonction  'b[x)  possède- 
bien  la  propriété  de  minimum  demandée.  Soit,  en  effet,  ^'  {x)  une 
fonction  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites  :  on  pourra  prendre 

W  (ic,  a)  =  6  -h  a(T(./-)  —  'h{x'). 

Or  /  sera  plus  petit  pour  y.  =  o  que  pour  a  ^  i  puisque  /(a)  est 
minimum  ]^our  a  =  o  ;  donc  /  sera  plus  petit  pour  la  fonction  d» 
que  pour  la  fonction  quelconque  W  (à  laquelle  se  réduit  \' (x,  a) 
pour  a  =  I  ) . 

39.  Critique  du  raisonnement  précédent.  —  La  première 
partie  de  ce  raisonnement  est  inattaquable.  Il  est  établi  que  /,  fonc- 
tion de  a,  devra  avoir  un  extrcmum  pour  a  =  o,  moyennant  les 
conditions  (3)  et  {\). 

La  réciproque  serait  également  certaine  si  le  mot  minimum 
avait,  dans  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  sens  de  minimum  absolu. 

Or,  nous  allons  voir  qu'il  n'en  est  rien. 

Variations.  — ■  Pour  exprimer  en  effet  que  /  est  minimum  par 
rapport  à  a,  on  applique  les  règles,  rappelées  plus  haut,  du  Calcul 
différentiel.  La  méthode  suivie  consiste  à  calculer  (à  l'aide  de  la 
différentiation  sous  le  signe  /)  les  deux  premières  dérivées  de  / 
par  rapport  à  a  et  à  s'assurer  que  la  première  est  nulle  et  la  seconde 
positive. 

On  a  l'habitude  d'introduire,  au  lieu  de  dérivées  par  rapport  à  a, 
les  différentielles  correspondantes  (obtenues  en  multipliant  la  déri- 
vée première  par  l'accroissement  de  a,  la  dérivée  seconde  par  le 
carré  de  cet  accroissement),  auxquelles  on  donne  le  nom  de  varia- 
tions et  que  l'on  désigne  par  le  symbole  â. 

On  écrira  donc  oV=  o,  r}-I';;>  o.  La  première  condition  devra 
Mre  vérifiée  en  toute  hypothèse,  la  seconde,  toutes  les  fois  que  la 
variation  r)y  de  l'inconnue  elle-même  ne  sera  pas  identiquement 
nulle  dans  l'intervalle  d'intégration  (ce  qui  donnerait  r)-I  =  o). 
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Ce  sont  ces  conditions  que  l'on  aurait  à  considérer  comme  néces- 
saires et  suffisantes  pour  le  minimum. 

40..  On  voit  immédiatement  rinsuffisance  de  ce  raisonnemeitt. 
On  applique  les  conditions  du  minimum  relatif  àc  la  fonction  /(a 
et  on  le  traite  ensuite  comme  si  c'était  un  minimum  absolu  en 
écrivant  /(o)  <il{i). 

Il  est  d'ailleurs  clair  à  priori  que  les  conditions  mentionnées 
tout  à  l'heure  ne  peuvent  s'appliquer  qu'à  un  minimum  qui  est 
lui-même  relatif,  c'est-à-dire  restreint  aux  fonctions  ^"  x)  très 
peu  différentes  de 'J;  (a?) . 

C'est  cette  espèce  de  minimum  que  nous  considérons  exclusive- 
ment en  général. 

Mais  même  si  Ton  suppose  T(x)  très  voisin  de  '-|>(-c)  il  n'est 

0/  0-/ 

nullement  évident  que  les  conditions  ..-  =  o,  ^-5  >>  o,  vérifiées  pour 

^  <jX  07.- 

la  seule  valeur  a  =  o,  entraîneronl  /  o)  <  /(i). 

Si  y  =  <l/(x)  n'est  pas  pour  /  un  minimum  relatif  dans  le 
cliamp  K,  il  y  aura,  il  est  vrai,  des  fonctions  •bx  (x)  aussi  voisines 
de  'b  que  l'on  voudra,  donnant  à  /  des  valeurs  plus  petites  que  'i>, 
et  on  pourra  former  des  ftimilles  de  fonctions  à  un  paramètre  a, 
prises  parmi  les  'b^  telles,  par  conséquent,  que  /(a)  n'ait  pas  un 
minimum  relatif  pour  a  =  o.  ^lais  la  méthode  des  variations  ne 
s'applique  pas  toujours  aux  familles  ainsi  formées.  Elle  n'est 
valable  que  si  la  fonction  H:(x,  a)  satisfait  aux  conditions  néces- 
saires pour  qu'on  puisse  dillérentier  sous  le  signe  /. 

Or,  rien  ne  dit  ici  que  ces  conditions  sont  vérifiées  par  la  famille 
de  fonctions  dont  nous  venons  de  parler,  puisque  la  manière  dont 
elles  dépendent  de  a  est  totalement  inconnue. 

41.  Exemple  de  Scheeffer.  —  Mais  on  pourrait  être  tenté  de 
croire  que,  si  les  raisonnements  qui  précèdent  ne  sont  pas  parfaite- 
ment rigoureux,  leur  conclusion  est  néanmoins  exacte,  et  que  les 
circonstances  qui  les  mettraient  en  défaut  ne  se  présentent  pas  en 
ùàl. 

L'exemple  suivant  dû  à  Scheeffer  ')  montre  que  c'esi  le  con- 

'ij  Malh.  Anwilcn.  t.  X\V. 
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traiTe  qui  a  lieu  et  que  les  raisonnements  peuvent,  en  clTet,  con- 
duire à  des  résultats  erronés. 
Considérons  l'intégrale 

a-' 

(5)  1=  f   [(^  —  «)■'>'"  -+-  (-^  —  «)  y"]  (^^ 

où  Ton  a  : 

.t"  <  a  <  a-S  rix"")  =y{x')  =  o 

a,  x^,  x\  étant  certaines  constantes.  On  voit  que  la  courbe  y  =  y(x) 
passe  par  deux  points  lixes  de  l'axe  Ox.  Il  en  est  ainsi  en  particu- 
lier pour  la  droite  y  =  o.  Or  on  a,  en  différentiant  sous  le  signe  / 
par  rapport  au  paramètre  a, 

ol  =  /'■'■'  [2  {x  -  ayyoy'  +  3  {x  -  a)  j'^Sj']  dx 

1^1=  r'  [2  {x  -  af  (^y'f  H-  G  (.T  -  a)y'  {ZyJ 

-h  2  (.r  —  afy'l-y'  H-  8(x —  «)j'^''"j'J  dx^ 
Donc,  pour  la  fonction  }'  =  o,  on  a  : 

o/ ==  o  r/I  =    l        ^{x  —  a)-(oy')-(/a- >>  û. 

Par  conséquent,  /(a)  a  toujours  un  minimum  pour  a  =  o. 

Cependant  nous  pouvons  former  des  fonctions  y  (x)  aussi  voi- 
sines de  y  =  o  que  l'on  veut,  s'annulant  en  x"  et  x^ ,  et  pour  les- 
quelles 1  ait  une  valeur  négative. 

En  elTet,  soient  i  et  h  des  quantités  positives  très  petites.  On 
pourra  toujours  prendre 

y  z=.  tix  —  a  -\-  h)  entre  a  et  a  —  /<  ; 
j  =  —  z{x  —  a  —  h)  entre  a  et  a  -f-  /«  ; 
r  =  o,  dans  le  reste  de  l'intei-valie  a**^,  x^ . 

La  fonction  y  ainsi  définie,  et  qui  est  représentée  par  une  ligne 
brisée  ACDEB  {Ji(j.  2),  sera  nulle  en  x°  et  x^,  et  continue  enti-e  ces 
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dimltes  ;  clic  aura    une  dérivée  continue  sauf  pour    les   abscisses 


D 


A  C    A    E  B 

FiG.     2. 

a  —  //,  a  oua-+-h,  ce  qui  nempèchcra  pas  l'intégrale  /  d'avoir 
'•un  sens. 

On  aura  ainsi  : 


1=  f    .[(.T  — a)2=2  +  (:c  — «)=^]f/.r+    T'     \{x  —  aYi}  —  {x  —  a)z^]dx. 

^  a-h  ^ a 

D'où  : 


q 

Donc  en  prenant  par  exemple  h  -^  j-  el  en  faisant  tendre  î  vers  o, 

on  aura  une  fonction  y  de  x  qui  tendra  vers  la  fonction  y  =  o 
de  x'^  à  x^  (y'  tendant  également  vers  zéro  pour  toute  valeui-  de  x 
comprise  dans  le  même  intervalle)  ;  et  pourtant  /  restera  cons- 
tamment négatif. 


42.  On  pourrait  objecter  que  la  com-be  variée  représentée  par 
la  fonction  j  (a?)  que  nous  avons  défuiie  ne  répond  pas  aux  condi- 
tions de  continuité  que  l'on  peut  être  tenté  de  s'imposer,  puisque  y' 
est  discontinue  en  trois  points. 

Nous  allons  voir  (cliap.  II)  que  cette  objection  est  sans  valeur. 
On  peut  former  une  famille  de  fonctions  tendant  vers  zéro  entre 
x^  et  Xi,  pour  lesquelles  /  est  négatif  et  qui,  non  seulement  ont 
une  dérivée  première  continue,  mais  sont  même  analytiques  entre 

Bien  entendu  cette  famille  de  fonctions,  comme  la  précédente, 
sera  nécessairement  telle  que  l'on  n'ait  plus  le  droit  de  difl'érentier 
•sous  le  signe  /  par  rapport  à  a,  comme  nous  l'avions  fait  tout 
'd'abord. 
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43.  D'aucune  façon,  par  conséqucnl,  le  laisonnement  déve- 
loppé au  commencement  de  ce  chapitre  ne  peut  élre  considéré 
comme  satisfaisant. 

Les  méthodes  calquées  sur  celles  du  Calcul  différentiel,  la  consi- 
dération exclusive  des  variations,  ne  peuvent  suffire  à  trancher  la 
question. 

La  difficulté  ainsi  soulevée  est  fondamentale.  Elle  n'a  été  résolue 
•que  longtemps  après  Lagrange,  par  les  travaux  de  Weierstrass,  à 
côté  desquels  il  convient  de  citer  ceux  de  M.  Darboux  (et  aussi  de 
ScheetTer).  C'est  de  cette  résolution  que  nous  aurons,  avant  tout, 
à  nous  occuper  dans  ce  qui  va  suivre. 


CIIAPITllE   II 
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44.  Si  la  question  qui  nous  occupe  n'a  pas  reçu  tout  d'abord 
de  solution  satisfaisante,  c'est  avant  tout,  comme  nous  allons  le 
voir,  parce  que  cette  question  était  mal  posée  et  qu'avant  d'y 
répondre,  il  est  indispensable  d'en  préciser  le  sens. 

S'il  s'agissait  d'extremum  absolu,  la  dilTicuité  ne  se  présenterait 
pas.  Il  n'y  a,  à  cet  égard  qu'à  reprendre  la  déllnition  donnée  pour 
les  extrema  ordinaires  :  on  dira  que  y  =  '}(aî)  donne  à  l'intégrale 


I=f^f{y',r,x)dx 


un  niiniimim  (maximum)  absolu  (sous  des  conditions  déterminées) 

si,   en  remplaçant  la  fonction  y  ])ar'J;(a;),  on  obtient  pour  /  une 

valeur  /  plus  petite,  (plus  grande),  que  pour  toute  autre  forme  de 

^t'  .    .  . 

la  fonction  y  (satisfaisant  comme  elle,  aux  conditions  données). 

Cet  extremum  sera  slrict  ou  lartje  suivant  qu'il  sera  ou  non 
impossible  de  trouver  (sous  les  mêmes  conditions)  une  autre  fonc- 
tion y  donnant  à  l'intégrale  une  valeur  égale  à  /. 

(^) 

45.  Voisinage.  —  Mais,  nous  l'avons  dit,  les  méthodes  du 
calcul  des  variations  ne  nous  permettront  de  reconnaître  que 
l'cxtremum  relatif  :  nous  pouvons  seulement  nous  proposer  de 
rechercher  si  j  =  '|(jî)  donne  à  l'intégrale  /  luie  valeur  plus  petite 
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OU  plus  grande  que  toute  autre  fonction  y  siiflhainincnl  voisine  de 
la  première. 

Seulement,  qu'entendrons-nous  par  l'onction  l'o/.smc  d'une  autre? 

La  première  idée  qui  se  présente  et  qu'il  convient,  en  effet, 
d'adopter  dans  beaucoup  de  cas)  est  de  dire  que  deux  fonctions 
sont  voisines  si  leur  différence,  pour  une  même  valeur  de  x,  est 
très  petite,  quelle  que  soit  cette  valeur. 

Mais  d'autre  part,  si  on  dit  que  les  deux  fonctions  '!j(x)  el^^{x) 
sont  voisines,  il  est  naturel  de  se  représenter  les  deux  courbes 
y  =  ^[x)  et  y  =  ^ffx)  comme  ayant  à  peu  près  la  môme  forme. 

X 

Or,  par  exemple,  y  =  a  sin      est  très  petit  quand  7,  tend  vers  o. 

Pourtant,  la  forme  de  la  courbe  y  =  a  sin  -  reste  différente  de  celle 

a 

de  la  droite  y  =  o  lorsque  a  est  très  petit  :  les  tangentes  à  ces 

deux  courbes  font  entre  elles  des  angles  qui  ne  tendent  nullement 

vers  zéro. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer,  avecA^'eierstrass,  divers 
modes  de  voisinage  et  à  introduire  la  définition  plus  générale  sui- 
vante : 

On  dit  que  deux  fonctions  '\>{x),  ^.' (x  ont  entre  elles  (dans  l'in- 
tervalle où  on  les  considère)  un  voisinage  d'ordre  p  défini  par  le 
nombre  positif  i,  si  on  peut  établir  une  correspondance  univoyue  et 
réciproque,  entre  les  deux  nombres  x',  x"  variables,  telle  que  l'on 
ait  : 


(6)     {•l{x')-W{x")\<t, 


d^l{x^_dW{x^ 
dx'  dx" 


<-. 


di''l{x')      di^W{x") 
dx'i'  dx"i' 


<' 


avec 

(7)  1^'  —  ^"1  <  ^• 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  (si  la  fonction  'b,  par  exemple,  est 
donnée  une  fois  pour  toutes  et  que  ses  p  dérivées  soient  continues)  le 
mode  de  correspondance  adopté  entre  x'  et  x"  ne  joue  aucun  rôle  et 
que  l'on  peut  toujours  s<ipposer  x'  =  x"  en  remplaçant,  au  besoin,  =. 
par  un  nombre  plus  grand,  mais  qui  tend  vers  zéro  avec  le  premier. 

En  effet,  l'inégalité  (7)  entraînera  les  inégalités 


d''\i  {x')  _  d''l  {x") 
dx'^  dx"'- 


<ïl  (f=I,2,...p) 
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lesquelles,  combinées  avec  (7),  donneront 


(6') 


dx"'  dx"' 


<^'. 


où  c'  =  £  4-  r,  tend   vers  zéro  avec  z  ;  et  réciproquement,  les  condi- 
tions (G')  sont  de  la  forme  (G). 

La  notion  de  voisinage  s'élend  évidemment  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables,  les  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre /J  (inclus)  rem- 
plaçant les  p  premières  dérivées  dans  les  inégalités  (G). 

46.  Extremum  fort  et  extreniutn  faible.  —  Moyennant  la 
délînilion  précédente,  nous  sommes  en  mesure  de  préciser  celle  de 
l'extrcnium  relatif,  ^ous  devrons,  en  elTet,  distinguer  entre  les 
extrema  relatifs  qui  correspondent  à  des  voisinages  d'ordre  o,  1,2... 

Pour  l'intégrale  2),  on  appelle  cxlremum  fort  celui  qui  corres- 
pond à  un  voisinage  d'ordre  zéro,  cxlremum  faible  celui  qu'on 
obtient  poiir /)  =  i.  (Nous  verrons  que  ces  deux  valeurs  de  p 
sont  dans  ce  cas,  les  seules  qu'on  ait,  en  général,  besoin  de 
considérer. 

Nous  (lirons  donc  que  y  ^=  'b{x)  correspond  pour  l'intéi/rale  {'f , 
à  un  mininiunt  faible  (dans  un  champ  quelconque  K)  ^/ /'o/i /;cui 
assigner  un  nombre  e,  lelque  toiile  fonction  W  (x)  du  champ  K  avcuit 
avec'!j{x)  un  voisinage  d'ordre  i  défini  par  le  nombres,  donne  à 
cette  intégrale  une  valeur 

(8)  /  >  / 

en  désignant  encore  par  /,    /  les  valeurs  que  prend  /  quand  on  rem- 

place  respectivement  y  par  '!y(x)  et  par  4'(j;). 

Les  fonctions  du  champ  K  qui  ont  avec  'b{x)  un  voisinage 
d'ordre  i  défini  par  le  nombre  £  forment  un  champ  K;  intérieur 
ù  K  :  la  lonclion  'i/(x)  devra  réaliser  le  juinimum  absolu  de  /  dans 
le  champ  Kj. 

Le  mininuim  faible  sera  strict  si  l'inégalité  précédente  exclut 
l'égalité  (pour  4'  non  identique  à  6  ;  large,  dans  le  cas  contraire. 

Pour  définir  le  mininunn  fort,  il  sulïit  de  remplacer  les  mots 
((  voisinage  (Vordre  un  »  par  :  u  voisinage  d'ordre  zéro  ».  La  fonc- 
tion 'K^c)  devra  réaliser  le  minimum  de  /  dans  le  champ  lis  forme 
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|)ar  les  fonctions  y  du  champ  K  qui  ont  avec  '|(a;)  le  voisinage 
d'ordre  zéro  défini  par  le  nombre  i. 

Telle  est  la  définition  rigoureuse  du  minimum,  susceptible  de 
servir  de  base  à  nos  recherches  ultérieures. 

Il  est  clair  que  les  conditions  du  minimum  fort  devront  entrai- 
,ner  celles  du  minimum  faible.  Car  le  champ  K^  est  intérieur  à  lîr. 

Il  est  également  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  conditions 
précédemment  énoncées  âI=o,  à^I  >>  o  sont  nécessaires  pour  un 
minimum  même  faible.  Car,  pour  a  sufllsamment  petit,  les  fonc- 
tions ^:'  (x,  y.)  considérées  au  n"  39  satisfont  aux  conditions  du  voi- 
•sinage  quel  que  soit  Tordre  imposé  à  celui-ci. 

?sous  appellerons  encore  variations  fortes  celles  qui  corres- 
pondent à  un  voisinage  d'ordre  zéro;  variations /ai6/e5,  celles  qui 
j-espectent  le  voisinage  d'ordre  un. 

Dans  l'exemple  de  ScheelTer  (n"  41),  le  minimum  faible  lui- 
même  n'est  pas  réalisé.  }sous  avons,  en  elïet,  obtenu  des  valeurs 
négatives  de  /  à  l'aide  de  lignes  le  long  desquelles  non  seulement  j, 
mais  aussi  y'  était  constamment  très  petit  ('  ). 

47.  Fonctions  analytiques  voisines  d'une  fonction  donnée. 

—  A  propos  du  même  exemple  de  Scheefler,  nous  avons  été  con- 
<iuits  à  nous  poser  (n"  42)  une  question  qui  se  présentera  à  plu- 
sieurs reprises  dans  la  suite  et  à  laquelle  nous  allons  répondre  une 
fois  pour  toutes. 

Nous  nous  sommes  servis  au  n"  41,  de  lignes  présentant  des 
points  anguleux.  Notre  raisonnement  prouve  donc  que  l'inté- 
grale (5)  n'est  pas  minima  dans  ces  conditions,  mais  semble 
laisser  entière  la  question  de  savoir  si  le  minimum  n'existerait 
pas  lorsqu'on  impose  aux  courbes  variées  la  condition  d'avoir  une 
tangente  qui  varie  continûment. 

Nous  allons  voir  qu'il  n'en  est  rien  et  que  les  deux  questions 
sont  tranchées  du  même  coup. 

Si  une  ligne  -X  ne  fournit  pas  l'extremum  d'une  certaine  inté- 
grale de  la  forme  (2)  dans  un  champ  K  composé  de  fonctions  con- 
tinues mais  dont  certaines  ont  des  dérivées  discontinues,  elle  ne 


(')  Par  contre,  nous  verrons  plus  loin  i  liv.   III,  cliap.  lu)   que  le   mininmni 
serait,  dans  cet  exemple,  assuré  pour  un  voisinage  dordre  deux. 
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le  fournira  pas  davantage,  non  seulement  si  on  ajoute  aux  autres 
conditions  qui  définissent  le  champ  celle  que  les  dérivées  jusc{u'à 
un  ordre  déterminé  quelconque  soient  continues,  mais  même  si 
Von  impose  celle  que  les  fonctions  inconnues  soient  analytiques  et 
holomorphcs. 

Nous  emploierons  pour  le  démontrer  le  théorème  connu  de 
Weierstrass  (^)  d'après  lequel  toute  fonction  continue  dans  un  inter- 
valle est  représentable,  dans  cet  intervalle,  avec  une  approximation 
aussi  grande  qu'on  veut,  par  un  polynôme.  Mais  nous  nous  ser- 
virons également  de  l'extension  que  M.  Painlevé  p)  a  donnée  à  ce 
théorème,  et  c|ui  est  relative  aux  dérivées  de  la  fonction  ;  et  nous 
nous  placerons  môme  dans  le  cas  un  peu  plus  général  où  l'une  de 
ces  dérivées  admet  des  discontinuités  isolées. 

Nous  considérons  donc  une  fonction  y  de  x  continue,  ainsi  que 
ses  n  —  I  premières  dérivées,  entre  x^  el  x"^  ;  nous  sujiposons  de 
plus  cpi'clle  a  une  dérivée  d'ordre  n  qui  est  continue  entre  x^  et 
x\  sauf  en  un  nombre  fini  de  points  pour  chacun  desquels  ses 
valeurs  à  droite  et  à  gauche  existent  (^). 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  former  une  fonction  r  holo- 
morphe  de  x^  à  x^  [réelle  comme  y)  qui  ait  un  voisinarje  [aussi 
étroit  Cjuon  le  veut)  d'ordre  n  avec  y  sauf  dans  des  intervalles 
aussi  petits  que  l'on  veut  autour  des  points  de  discontinuité  de  y^"K 
Dans  chacun  de  ces  derniers  intervalles,  le  voisinage  sera  d'ordre 
n  —  \  et  l'on  aura  u!  —  i'  <i  c(")  ■<  [x  -H  s',  (s'  étant  aussi  petit 
que  l'on  veut)  en  désignant  par  a  et  uJ  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  deux  valeurs  de  j("'  au  point  de  discontinuité. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  y,  y',.-,  j'"'  sont  continues 
entre  x^  et  x^ .  D'après  le  théorème  de  Weierstrass,  on  peut  trouver 
y\n  polynôme  1*,^  x)  ayant  dans  rinlcivalle  [x^,  x^)  un  voisinage 


(i)  Voir  par  exemple,  Pic.vud,  Traité  cV Analyse,  tome  I,  Cliap.  IX,  §5; 
GouuSAT,  Cours  d'Analyse,  tome  I,  p.  ^jS. 

(2)  C.  R.  Ac.  Se.  7  février  iSqô.  Voir  aussi  Leçons  sur  les  fonctions  des 
variables  réelles  et  les  développements  en  séries  de  polynùmes,  professées  par 
E.  BonEL  et  rédigées  par  M.  Fuéchet,  l^aris,  Gauttiiers-Viliars  ;  p.  67. 

(■')  On  appelle  valeur  à  droite  de  <L(j),  pour  ,r  =  a,  la  limite  (fi  cette  limite 
existe)  de  d/(«  -\-  h  ,  lorsque  /i  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives  ;  valeur  à  gauche, 
a  limite  analogue  obtenue  en  faisant  tendre  h  vers  zéro  par  valeurs  négatives. 
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d'ordre  zéro  avec  v<"'  de  laçoii  que  l'on  ait,  dans  col  inlcrvallc 

Il  en  résulte 
\yin-n[x)  -  y("-M(:r«)  -    r  P„  [x)dx\  <  (,r'  -  xy„  =  .„_. 
Autrement  dit,  le  polynôme 

sera  tel  que  sa  différence  avec  v*"^"(a;)  soit,  dans  tout  notre  inter- 
valle, intérieure  au  second  membre  de  l'inégalité  précédente, 
c'est-à-dire  à  une  quantité  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Pareille  conclusion  s'obtiendra  successivement  pour  toutes  les 
différences  iPjia;)  — y(>^-'Hx)\,  si  on  détermine  chaque  polynôme 
Pi  à  l'aide  du  précédent  P;_i  par  la  relation 


PK^) 


in-i)  (^ON  ^    /  ■' 


P,_i  (x)dx 


Dès  lors,  le  polynôme  Q{x)  =  P„(x)  (lequel  aura  pour  déri- 
vées successives  tous  les  précédents)  sera  bien  tel  que  l'on  ait 

|0(.r)  —y{x)\  <  £„ ]Q(")(rr)  —  j(")(x)l  <  e„ 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  }'(")  {x)  admette  un  cer- 
tain nombre  de  discontinuités  et  soit,  par  exemple,  représentée  par 
la  ligne  ABBiCGoD.,  {fi<j.  3).  Du 
premier  arc  continu  AB,  retranchons 
un  arc  très  petit  BB'  et,  du  second, 
l'arc  très  petit  BiBV  Joignons  B'B'i 
par  une  ligne  droite  qui  remplacera 
la  portion  correspondante  de  notre 
courbe  discontinue.  Faisons  de  même 
pour  G,,  C.j  ;  nous  aurons  une  ligne  continue  à  laquelle  nous  pour- 
rons appliquer  le  théorème  de  Weierstrass.  En  opérant  sur  ie 
polynôme  d'approximation  Po  comme  il  a  été  expliqué  il  y  a  un 
instant,  on  arrivera  évidemment  à  un  polynôme  Q  satisfaisant  à 
toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 


FiG.  3. 
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JNous  aurons  besoin  que  le  polynôme  0  coïncide  ri/jourcase/nenf 
avec  }'  aux  extrémités  de  l'intervalle.  Il  suflna,  évidemment,  de 
lui  ajouter  un  terme  complémentaire  convenable.  On  pourra 
môme  trouver  un  polynôme  R(x),  tel  que  [y'x)  —  Q{x)  — R(x)]  soil 
nul,  ainsi  que  sesN  premières  dérivées,  en  x"  et  x^,  [)olynôme  qui 
sera  de  la  forme 

l\(x)  =p,{x)ii{x'')  +;;j(a-)«(.TO)  + . . .  +p^(.T)a(^^)(.T^)  +  q,{x)ii{x')  4-  ...  -t- 

7N(^)">-'(a-^),. 

en  posant  ii(x)  =  y'x)  —  Q{x],  et  en  désignant  par  p,,  rj;  des  po- 
lynômes ne  dépendant  que  de  x^,  x\  N.  Comme  on  a  : 

|îj(')a:j  <C  S; 

entre  x"  et  x^,  on  aura  aussi  : 

IRl-r)!  <'-or;o 

et  de  même  [R(''(ic)l  ^^rfr^o,  ri  ne  dépendant  que  de  'x^  —  x"  ,  de  f 
etdeN,  v^o  étant  le  plus  grand  des  nombres  s,„...c^.  Donc,  enposant 
S(5c)  =  Q(£c) -I- R(a;},  on  aura  un  polynôme  S(x)  voisin  de  t 
d'ordre  n  entre  x^  et  x^  et  qui  coïncide  avec  y  aux  extrémités  x^  et 
x\  de  même  que  S'  (x)  avec  y'(x),...,  S^''^(j;)  avec  /"',  de  façon  que 
la  courbe  y  ^  S(x)  ait,  avec  celle  qui  représente  la  fonction  donnée- 
un  contact  d'ordre  >»  en  x"  et  o:\ 

48.  Gela  posé,  considérons  de  nouveau  l'intégrale 

{2')  /  =ff  {y\,  y',, . . . y'n,  r, ,  r. . . . .r„,  x) d.v 

et  la  courbe  analytique  À,  joignant  deux  points  donnés  A  el  B 
(d'abscisses  x°,  x^).  Admettons  que  l'on  ait  pu  trouver  des  courbes- 
'ip  ayant  un  voisinage  infiniment  étroit  (d'ordre  o  ou  i)  avec  À  et 
donnant  à  l'intégrale  /  une  valeur    /    inférieure  à    /  ,  les  courbes- 

fXo  étant  continues,  mais  présentant  un  certain  nombre  q  de  points 
anguleux.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  l'intégrale  de- 
Scheeffer. 

La  courbe  ).  ne  réalise  pas  alors  le  minimum  relatif  (d'ordre  o- 
ou  i),  parmi  les  courbes  '£  qui  ont  même  continuité  que  %,. 
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Cela  suj/it  pour  quelle  ne  le  réalise  j)(is  davanlafje ,  non  seule- 
ment parmi  les  courbes  à  ianf/ente  continue,  mais  même  parmi  les 
courbes  analytiques  joir/nant  \  et  Ik 

Pour  le  démoiitrer,  nous  su[)[)osefons  encore  que  f  soit  une 
fonction  finie  et  continue  et,  en  particulier,  que  l'on  ait  :  |  f\  <;M 
(M  étant  un  noinbie  li\c)  lor>que.  les  valeurs  de  x,  Yi....  Vn  élant 
voisines  tic  celles  qu'elles  prennent  sur  A,  les  valeurs  des  y  ,  sont 
comprises  entre  deux  limites  délerminées  A,,  B,. 

Dans  ces  conditions,  considérons,  autour  de  chaque  point  angu- 
leux X  =  a  de  la  ligne  ï,,,  un  intervalle  a  —  y;,  a  -h  y;)  et 
soient  a',,  a,  les  valeurs  extrêmes  de  y',  dans  cet  intervalle.  Je 
supposerai  que  [l'i  et  a,  sont  compris  (au  sens  strict)  entre  A.  et 
B,  quand  îa"„  est  assez  voisine  de  )..  Aous  venons  de  voir  que  l'on 
pouvait  trouver  une  courbe  anal\  tique 'i  ayant  avecliu  ^m  voisinage 
d'ordre  i  défini  par  le  nombre  arbitrairement  petit  £,  sauf  dans 
les  petits  intervalles  {a  —  r^,  a  -]-  r,  oîi  les  valeurs  de  la  dérivée 
première  j',  seront,   à  cette  quantité  £  près,  comprises  entre  a/ 

et     11;. 

Je  dis  que  la  différence  (  /  —  /  )  entre  les  intégrales  prises  sui- 

.  ^^:\  ^''^ 

vant  '.£  et  suivant  ï,,  sera  infiniment  petile. 

En  effet,  cette  différence  peut  se  décomposer  en  deux  parties  : 
celle  qui  est  relative  aux  petits  intervalles  et  le  reste.  Aous  suppo- 
sons que  1/1  reste  inférieur  à  M  quand  les  y'i  sont  compris  entre 
Ai  et  B,.  Or  c'est  ce  qui,  d'après  l'hvpothèse  faite  sur  a,,  a,,',  aura 
lieu  sur  la  courbe  'X  dans  les  régions  (a  —  r,,  a  -(-  /;).  Donc  la  partie 
de  l'intégrale  relative  à  ces  petites  régions  (en  nombre  fini  sera 
inférieure  en  valeur  absolue  à  'i^/Mv^.  D'autre  part,  pour  le  reste  de 
l'intervalle  ix^,  x^  si  l'on  suppose /continue  près  de  la  courbe  ). 
et  par  conséquent  près  de  'X,  il  est  clair  que  /  ne  sera  altéré  (dans 
le  passage  de  la  courbe  '!„  à  la  courbe  'I)  que  d'une  quantité  infé- 
rieure à  0),  03  étant  encore  un  nombre  positif  aussi  petit  que  l'on 
veut  si  l'on  a  pris  s  assez  petit.  Donc  : 

|/    —    /  I   <  (.r'  —  a-°)co  -h  a'/Mr, 

Comme  nous  disposons  de  z  et  de  r,,  on  pourra  bien  prendn;  '£ 
assez  voisine  (d'ordre  i)  de  [^  pour  que  (  /  —  /  )  soit  aussi  petit 
qu'on  le  veut.  ^'  ^       ^""""^ 
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Dès  lors,  puisque    /    est  inférieur   et  non  écal    à    /  ,  il  en  sera 

de  même  pour    /    dès  que  le  voisinage  sera  suffisamment  étroit  : 

(^)  . 

de  sorte  que  notre  conclusion  est  démontrée. 

Elle  s'applique,  par  exemple,  à  l'intégrale  de  Scheefler.  Pour 
celle-ci,  l'axe  des  x  ne  réalise  pas  le  minimi^ini,  même  parmi  les 
lignes  analytiques. 

Ainsi,  il  est  indifférent,  pour  examiner  si  une  courbe  ).  rend 
minima  ou  maxima  une  intégrale  de  la  forme  2]  ou  (2'),  de  consi- 
dérer des  variations  analytiques  ou  des  variations  simplement  con- 
tinues avec  points  anguleux  isolés. 

De  même,  pour  le  minimum  d'une  intégrale  où  l'élément  diffé- 
rentiel contient  des  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre/;,  on  ne  doit 
avoir  aucun  scrupule  à  employer  des  variations  à  dérivée  p*^"^^  dis- 
continue (en  des  points  isolés),  pourvu  que  les  [p  —  i)  premières 
dérivées  soient  continues.  La  démonstration  est  exactement  la 
même  que  pour  le  cas  de p  =  i. 

Par  contre,  si  l'intégrale  dé})endait  des  dérivées  secondes,  le  rai- 
sonnement ne  s'appliquerait  plus  à  une  ligne  admettant  des  points 
anguleux.  Le  procédé  du  n"  47,  appliqué  à  une  fonction  dont  la 
dérivée  première  est  discontinue,  conduit  évidemment  à  un  poly- 
nôme P„  dont  la  dérivée  seconde  prend  de  très  grandes  valeurs  au 
voisinage  des  discontinuités  en  cpiestion. 

TSous  verrons  (Livre  II,  n"  132)  qu'en  fait,  la  conclusion  est 
toute  différente  et  qu'alors  l'introduction  de  variations  à  points 
anguleux  (ou,  d'une  manière  générale  l'introduction  de  variations 
à  dérivée  {p  —  i)iènie  discontinue  si  l'intégrale  donnée  contient 
des  dérivées  d'ordre  p)  n'est  pas  légitime. 
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LA  VARIATION   PREMIÈRE 
ET   LES    CONDITIONS   DU   PREMIER  ORDRE 


CHAPITRE  PREMIER 


TRANSFORMATION    FONDAMENTALE 
ET    LEMME    FONDAMENTAL 


50.  Les  Intégrales  auxquelles  nous  appliquerons  loul  d'abord 
notre  méthode  auront  la  forme 


(0 


V|,  ji,...  Jn  seront  des  fonctions  inconnues  de  x,  qui  devront 
avoir  des  dérivées  premières  v'i,-..  y'n  continues  (sauf  peut-être  en 
des  points  isolés)  entre  les  limites  données  x^  et  x^ .  L'ensemble  de 
ces  fonctions  de  x  représente  une  courbe  '£  de  l'espace  à  /i  +  i  di- 
mensions, qui  passe  par  les  deux  points  A,  B  d'abscisses  a?",  x^. 
Nous  désignerons  d'une  manière  générale  par  la  notation  7*^^  la  va- 

(ï) 
leur  de  /  prise  entre  A  et  B,  le  long  de  la  courbe  '£. 

/est  une  fonction  donnée  de  j'i,..-  y'n,  Yi,--.  yn,  a; (ayant,  nous 

l'admettrons,  des  dérivées  premières  et  secondes   continues   pour 

toutes  les  valeurs  que  nous  aurons  à  donner  à  ces  quantités  sur  '£). 
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Moyennant  ces  hypothèses,  rintégiale  /  a  un  sens  pour  toutes 
les  couibes  'X  que  nous  nons  proposons  de  comparer  les  unes  aux 
autres  au  point  de  vue  de  la  valeur  ([u'elles  donnent  à  1  intégrale  1  ; 
ou  en  employant  la  terminologie  du  n"  37,  pour  toutes  les  courbes 
du  champ  fonctionnel  (\r[ns  lequel  nous  cherchons  l'extremum  de 
cette  intégrale. 

La  définition  de  ce  champ  no  comprendra  tout  d'abord,  outre 
les  restrictions  énoncées  tout  à  l'heure,  que  des  conditions  portant 
sur  les  extrémités  A,  Bou  tout  au  plus  sur  un  nombre  Uni  d'autres 
points  :  nous  commençons,  autrement  dit,  (n"  37).  par  étudier 
l'extremum  libre. 

51.  Rappelons  d'abord  un  cas  classique  où  la  question  ne  se 
pose  pas. 

Supposons  que  l'on  ait  : 

P,,.  Pi...,  P»  étant  des  fonctions  de  ,/:,  ji,  Xi,...  Jn-  L'intégrale  peut 
s'écrire 

j    {P,dx  -+-  P,Jri  +  ...  -F  PJy„). 

Si  P„,  Pi,...  ]?„  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction 
(p(x,  Yi,  Va,...  y,,),  cette  intégrale  est  indépendante  du  choix  de  la 
ligne  fX  (du  moins  tant  qu'on  ne  rencontre  pas  de  point  singulier 
de  '^)  :  elle  est  égale  à  Oj,  —  '^^.  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  d'en  cher- 
cher l'extremum. 

Les  conditions  que  doivent  remplir  les  fonctions  P,,,...  P»  pour 
qu'il  en  soit  ainsi  sont  bien  connues;  pour  n==  i,  par  exemple, 
on  devra  avoir  : 

ôP,,  _  ô\\ 

Il  est  utile  d'observer  qu'/7  est  indifférent,  dans  un  problème 
quelconque  de  Calcul  des  variations,  d'ajouter  à  Fintégrale  dont  on 
cherche  l'extremum  une  intéf/rale  de  l'espèce  précédente,  puisquune 
telle  intégrale  est  constante.  On  changerait  la  valeur  de  l'extremum, 
mais  non  la  position  de  la  ligne  à  laquelle  il  correspond. 
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52.  Conformément  à  la  marche  indiquée  au  livre  précédent, 
nous  allons  étudier  la  variation  première  de  l'intégrale  /,  c'est-à- 
dire  (n"  40)  la  diflerenlielle  de  /  par  rapport  à  un  paramètre  au- 
xiliaire a.  En  annulant  celle  variation  première,  nous  avuons  les 
conditions  du  premier  ordre  pour  le  maximum  ou  le  minimum 
cherché;  c'est  seulement  parmi  les  fonctions  satisfaisant  à  ces 
conditions  que  pourront  se  trouver  les  solutions  du  problème. 

Calculons  donc  la  différentielle  de  /  pour  a  =  o  (soit  oV)  lorsque 
les  fonctions  ji,  y>,...  y.i  et,  par  conséquent,  la  ligne  '£  dépendent 
d'un  paramètre  a,  la  ligne  X  qu'il  s'agit  d'étudier  étant  la  position 
que  prend  'X  pour  a  =^  o. 

ji,  }'2,...  sont  ainsi  des  fonctions  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  a.  i\ous  supposerons  (ce  qui  est  une  hypothèse  sur  la 
manière  dont  'S  dépend  de  a)  que  ces  fonctions  admettent,  sauf 
peut-être  pour  des  valeurs  isolées  de  x,  des  dérivées  qui  sont  conti- 
nues par  rapport  h  x  et  h  a  tant  isolément  que  simultanément.  Nous 

désignerons  par  -,-  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  (prise,  par 

conséquent,  le  long-  d'une  ligne  ii  fixe)  et  par  r)  une  différentielle 
partielle  par  rapport  à  a,  dans  laquelle  par  conséquent  (au  moins 
jusqu'à  nouvel  ordre)  x  reste  constant, 

Interversion  des  signes  d  et  â.  —  D'après  un  théorème  bien 
connu,  les  deux  différentiations  par  rapport  hx  et  à  a  peuvent 
être  permutées.  11  en  est  donc  de  même  des  deux  symboles  d  et  r)  i 

^'^  '{-dx)  =  !L''' 

par  exemple 

On  voit  que,  d'après  nos  hypothèses,  la  courbe  Aariée  X  aura^ 
avec  A  un  voisinage  d'ordre  aussi  élevé  qu'on  voudra  (et  en  tout  cas 
au  moins  du  premier  ordre)  lorsque  a  est  infiniment  petit. 

Quant  aux  limites  d'intégration  x^,  a?',  elles  pourront  être,  soit 
des  constantes,  soit  des  fonctions  de  a.  Plaçons-nous,  pour  com- 
mencer^ dans  cette  dernière  hypothèse,  la  plus  générale  des  deux.^ 
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53.  Transformation  fondamentale.  —  Dans  ces  conditions, 
la  difTérentlalion  sous  le  signe  f  donne  : 

\ous  désignerons  par  les  notations  Z"^,.,/^,, /^  les  dérivées  par- 
tielles dey  par  rapport  aux  211  +  i  quantités  y/,  y,,  x  considérées 
comme  autant  de  variables  indépendantes.  On  aura,  dans  ce  sys- 
tème de  notations, 

(3)  V=^fy^y^ +/.:¥)' 

i 

et  (<p  étant  une  fonction  quelconque  de  y',  y,  x) 

(^)  al  ""  '  ^  ^  2  ^ '^  •^'''  "^  ^^•'  ^'"^ 

i 

Supposons  encore,  au  moins  provisoirement,  que  j/,...  y„'  ad- 
mettent des  dérivées  Y,",...  j„",  continues  entre  œ"  et  x^  (voir  au 
n"  64).  Les  quantitésy^,  auront  alors  aussi  des  dérivées  continues. 

Moyennant  cette  hypothèse,  notre  méthode  va  consister  à  faire 
disparaître  de  l'expression  âf,  quantité  sous  le  signe  /  dans  la 
valeur  de  c?/,  les  termes  en  c'y- . 

Il  suffit,  pour  cela,  d'employer  une  intégration  par  parties,  et 
d'écrire 

On  a  ainsi  : 

en  posant  : 

(6)  l'^'')  =  Fdy)=f^,-~{A.;). 

L'expression  (6)  dépend,  comme  on  le  voit,  d'une  part  de  la 
forme  de  la  fonction  /',  de  l'autre  du  choix  des  fonctions  y  (c'est 
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nue  fonction  des  y  et  de  leurs  dérivées  premières  et  secondes,  en 
vertu  de  la  formule  (4)). 

Nous  employons,  pour  désigner  cette  expression  '6  ,  la  double 
notation  Fi{y)  ou  l-''^  aiin  de  rappeler,  suivant  les  cas,  la  manière 
dont  elle  contient  les  j  ou  le  rôle  qu'elle  joue  dans  la  variation  de  /. 

54.  Nous  allons  nous  placer  maintenant  dans  le  cas  où  les 
limites  d'intégration  sont  fixes  et  où  les  fonctions  ji,  J2,...  J«  sont 
assujetties  à  prendre  des  valeurs  données  r^i.y^o,...  j",,;  j'i,...  7^,, 
en  x°  et  en  x^,  soit 

(k)  j, (x«)  =  y«  ;  y, (x' )  =  y\  (i  =  1,  2,...  n); 

autrement  dit,  où  les  extrémités  A,  B  de  l'arc  d'intégration  sont 
données.  Nous  aurons  alors  : 

(ko)  ox«  =  ox'  =  o 

et,  puisque  7^(3?^),  7i(-K')  sont  indépendants  de  a  : 

(k)  ov;  1=  o  (x  =  x°,  x^). 

Réciproquement  d'ailleurs,  les  conditions  fk)  sont  les  seules  aux- 
quelles les  hypothèses  7v  assujettissent  les  oV,.  Autrement  dit, 
tout  système  de  fonctions  de  x  satisfaisant  à  ces  conditions  (k)  peut 
être  considéré  comme  constituant  les  différentielles,  par  rapport  à 
a,  de  fonctions  yi(x.  a)  satisfaisant,  quelque  soit  a,  aux  conditions 
(/.).  Il  suffira,  en  effet,  de  prendre 

(7)  J/(^,  «)  =  V.G^.  o)  4-a|l'. 

Les  relations  (kj)  et  (k)  réduisent  la  formule  (3   à 
(8j  ô/=  iU^i^''%'Kl'^^ 

55.  Dans  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue  }',  la  formule 
se  réduit  à  : 


(8') 


II  =        py^oYclx  =        F  (y)  o/t/.' 

.  '  ,  o  ■  .      -rO 


€2 
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Si,  au  lieu  de  deux  positions  infiniment  voisines  de  la  ligne  '£,, 
on  en  prend  deux  quelconques  !Xo,  ^i  {fig-  4)  (ayant  toujours  des 

extrémités  A  et  B  communes)  la  for- 
mule précédente  conduit  à  considérer 
la  différence  des  intégrales  fj{y',y,x)dx 
prises  suivant  ces  deux  courbes  comme 
une  intégrale  double  étendue  à  faire  S 
comprise  entre  elles. 
Supposons,  pour  simplifier,  c{ue  cette  aire  est  unique,  c'esl-à- 
<lire  que  'X,,  et  ^'i  ne  se  coupent  pas  entre  A  et  B.  On  peut  alors 
passer  de  l'une  à  l'autre  (comparer  n"  39  par  une  suite  continue 
<le  lignes  'X^j  'o  <  a  <^  i)  dont  les  ordonnées  soient  des  fonctions 
constamment  croissantes  ou  constamment  décroissantes  de  a. 


(9) 


V  =  W{x,  a). 


La   formule    (8'}    fait    connaitre   la    dérivée  ~,  en  posant  pour 

h=  \      f{W',W,x)dx; 

!  ,.0 


abréger 


par  conséquent,  on  aura 


=         oa   1      py^V-dx. 


Cette  expression  n'est  autre  qu'une  intégrale  double  étendue  aux 
valeurs  de  x  telles  que  x^  <l  x  <i  x^  et  aux  valeurs  de  a  telles 
que  0'<a<C  I-  En  intervertissant  l'ordre  des  intégrations,  elle 
s'écrit 


OU,  plus  simplement 
(lo) 


/.  -  7„  =- 


l^'J'dxdv, 


celte  dernière  intégrale  étant  étendue  à  l'aire  S. 
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55  6/s.   Lorsque  y  se  rédiiil  à  P  -+-  Qy\  P  el  Q  étant  des  fonc- 
tions données  de  x.  y,  on  a 

J'  =  l'v  -  Q  ' 

d'où,  par  suite,  le  résultat  classique 

/  ]    \<->y         dx  / 


7,  -  /„ 


On  voit  donc  bien  que  si  \--^  —  --"^  j  est  identiquement  nul,  il  on 

est  de  même  de  (/,  -  A,),  quelles  que  soient  li',,  et  u, .  C'est  la  cir- 
constance mentioinice  au  n°  51.  Inversement  Ten  vertu  du  leninie 

fondamental  qui  va  être  établi  au  n°  suivant),  pour  que  ^    soit  nul, 

quelle  que  soit  la  courbe  (9)  (c'est-à-dire  ponr  que  /soit  indépcn- 

111-1  1      N      -1  '  •  ôP  dQ        . 

dant  du  clioix  de  cette  courbe),  il  est  necessau'e  crue  — soit 

identiquement  nul.  On  retrouve  donc  ainsi  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  l'intégrale  fVdx  -+-  Qf^fy)  soit  indépendante 
du  cliemin  d'intégration.  Le  raisonnement  précédent  revient  d'ail- 
leurs à  l'une  des  démonstrations  connues  de  ce  résultat  (voir  Pi- 
card, Traite  d'Analyse,  tome  I,  p.  86). 

Dans  le  cas  général  où  /  n'est  pas  linéaire  en  y' ,  la  formule  ne 
fournit  pas  immédiatement  une  expression  de  /[  —  Jq,  puisque 
F  =  /'^'  n'est  pas  directement  exprimé  en  fonction  de  x  et  de  y  ;  il 
faudrait,  pour  obtenir  une  telle  expression,  calculer  F  en  fonction 
de  X  et  de  a,  puis  y  remplacer  cette  dernière  quantité  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  générale  (9.) 

56.  Lemme  fondamental.  —  ileslons  toujours  dans  l'iiypo- 
thèse  oi!i  les  coordonnées  des  points  A  et  B,  extrémités  de  l'arc 
d'intégration,  sont  données. 

D'après  les  remarques  qui  viennent  d'être  faites  sur  les  oV , 
nous  avons  à  cliercber  les  conditions  moyennant  lesquelles  l'inté- 
grale qui  constitue  le  second  membre  de  la  formule  précédente  8} 
s'annule  pour  toutes  les  déterminations  acceptables  (c'est  à-dire 
nulles  aux  extrémités)  de  ces  fonctions  oV,. 
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C'est  à  quoi  répond  le  théorème  suivant,  connu  sous  le  nom  de 
lemme  fondamental  du  calcul  des  variations  et  qui  est  d'ailleurs 
utile  dans  beaucoup  d'autres  théories  d'Analyse. 


Lemme  fondamental.  —  Y,,  Y^,...  Y„  étant  des  fonctions  déter- 
minées de  X.  si  l'on  a 


(lO 


,0  j.  1 

(Y,yi  +  Y.,y,  -f  +  Y„y„)c^    =  o. 


pour  toute  détermination  des  fonctions  yi,  y....  y„  telle  que  ces  fonc- 
tions prennent  la  valeur  o  aux  extrémités  de  l'intervalle  d'inté- 
gration, il  est  nécessaire,  pour  cela  que  les  fonctions  Yj,  Y....  Y„ 
(supposées  continues,  ou  même  discontinues  en  des  points  isolés) 
soient  identiquement  nulles  entre  x^  et  .r'  (sauf  peut-être,  aux 
points  de  discontinuité). 


Si,  en  effet  ^1,  par  exemple,  n'était  pas  constamment  nul  e 
avait  un  signe  constant  entre  deux  valeurs  a?',  £c"  de  x  intérieures 
à  notre  intervalle,    on  pourrait  prendre    yj....  y„   identiquement 
nuls,  avec 


(12] 


yi 


(x  —  x')  [x'  —  x) 


{x'  <  a;  <  x"). 


yj    étant  nul  en  dehors  de  l'intervalle  [x ,    x")  de   sorte   que   sa 
courbe  représentative  est  celle  qui  est  dessinée    fig-  5)  Il  est  clair 


Q  JC-  ce 

FiG.  5. 


FiG.  G. 


que  ce  choix  rendrait  l'intégrale  (i  i)  différente  de  zéro,  puisque 
cette  intégrale  aurait  tous  ses  éléments  de  même  signe  entre  x'  et 
x",  et  nuls  en  dehors  de  ces  limites. 
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Welerstrass  (^)  et  KlrchhofF,  qui  a  eu  à  faire  intervenir  le  lemmc 
fondamental  dans  ses  recherches  sur  le  principe  de  Huyghens  (-), 
obtenaient  le  même  résultat  en  prenant  (dans  tout  l'inlervalle  donné 
(j-°,  .tM,  cette  fois) 

(i3)  Y,  =  y,(x-  .x-«)  {x'  -    x)e  -  V^'^--y 

où  [J.  est  un  nombre  très  grand. 

Une  telle  quantité  {fig.  G)  étant  très  petite  partout  ailleurs  qu'au 
\oisinagc  de  x  =  x' ,  on  voit  sans  difficulté  que  notre  intégrale  ne 
saurait  être  nulle  si  l'on  n'a  pas  Yi(a;')  =  o. 

57.  Il  est  à  observer  que  l'on  peut  restreindre  le  champ  fonc- 
tionnel (imposé  à  yi,  Y>,...  y„)  dans  lequel  on  admet  l'équation 
(il).  Le  lemme  reste  vrai  si,  dans  celte  équation,  les  y  sont  assu- 
jettis à  avoir  une  ou  plusieurs  dérivées  nulles  aux  limites  (ou  même 
en  un  ou  plusieurs  autres  points  de  l'intervalle  d'intégration)  :  car 
la  première  expression  choisie  pour  y^  vérifie  nécessairement  ces 
conditions  supplémentaires. 

De  plus,  le  lemme  reste  vrai  si,  en  outre,  Ion  assujetlit  les  y  à 
avoir  une  ou  plusieurs  dérivées  continues,  ou  même  à  être  analy- 
tiques. Car,  s'il  est  vrai  que  l'expression  (12)  a  sa  dérivée  dis- 
continue, les  considérations  du  Livre  précédent  nous  ont  appris  à 
la  remplacer  par  une  fonction  analytique  conduisant  au  même 
résultat,  et  cela  sans  changer  les  dérivées  en  x^  et  en  x^ . 

Au  reste,  l'expression  (i3)  est  analytique,  et  pour  Jui  donner 
des  dérivées  nulles  aux  limites,  il  suffirait  d'alïecter  les  facteurs 
{x  —  x'^),    x^  —  x)  d'exposants  suffisamment  grands. 


(')\oir  Zermelo,  Untersuclian'jeii  :ar   Varlationsrcchnung,l.hèsc.  Berlin,  i.SgîJ. 
(2)    Voir    par   exemple,    Vorlrsungen    iiber     malhemalisclie     Pliysik,    tome   II 
Optique),  2"=  leçon.  Comparer  plus  loin,  Chap.  YII. 
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CHAPITRE  II 


L'EXTREMUM    LIBRE 

(CONDITIONS    DU    PREMIER    ORDRE) 

DANS    LE    CAS 

DES    LIMITES    FIXES 


I.  APPLICATION  DU  LEMME  FONDAMENTAL. 
EXTRÉMALES. 


58.  Reprenons  maintenant  notre  problème  :  exprimer  que  la 
variation  de  /est  nulle  dans  un  champ  fonctionnel  Iv  composé  des 
lignes  qui  ont  leurs  extrémités  en  deux  points  fixes  A,  B;  autre- 
ment dit,  exprimer  que  l'expression  (8)  est  nulle  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  des  oV  (nuls  aux  limites). 

D'après  le  lemme  fondamental,  ceci  exige  que  Ion  ait  cons- 
tamment 

/J,)  =  />•>)  = ^/v,.)  =  o. 

Les  fonctions  Yi,  y-i,...  j„  devront  être  choisies  de  manière  à 
rendre  ces  relations  identiques  en  x,  —  ou  plus  exactement,  à  les 
vérifier  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  cc^  et  x\  sauf  peut- 
être  des  discontinuités  en  nombre  fini. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  (do  moins  sous  les  hypothèses  de 
dérivabilité  admises  précédemment  n"  53))  à  l'énoncé  suivant,  qui 
est  le  premier  résultat  fondamental  cherché  : 
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Toute  courbe  qui  satisfait  aux  conditions  du  premier  ordre 
(n"  52)  pour  l'extremum  libre  de  l'intégrale  entre  les  deux  points 
fixes  A,  B  doit  vérifier  les  équations  différentielles 


dx 


On  appelle  extrémales  les  lignes  qui  satisfont  aux  équations 
diiTérentielles  (E).  Les  considérations  précédentes  se  résument 
donc  dans  ce  fait  que  la  litjne  (si  elle  existe)  qui  rend  ina.riina  ou 
mininid  l'inlcgralc  donnée  doit  cire  chercliée  purnti  les  extrémales. 

58  Ma.  La  conclusion  serait  encore  la  même  si  l'on  avait  fait 
entrer,  dans  la  définition  du  champ  K  où  l'on  cherche  l'extremum, 
la  condition  de  posséder  des  tangentes  données  en  A  et  B,  c'est-à- 
dire  si  on  fixait  les  valeurs  des  j/  (ou  même  de  plusieurs  dérivées 
des  y,)  aux  limites  :  ceci  reviendrait  eu  elTet  à  annuler  en  ces 
points  quelques-unes  des  dérivées  des  o\,,  ce  qui  laisse  subsister 
(n"  57)  le  lemme  fondamental. 

59.  Les  équations  [E)  sont  des  équations  dilïérentielles  du 
second  ordre,  linéaires  en  j"i,  y" 2,...  }'«.  Les  termes  du  second 

ordre  du  polynôme /^'i  proviennent  du  développement  de —  7^/,,.   • 
ils  ont  d'aprèsja  formule  (^4  j,  la  forme 

en  introduisant  la  forme  quadratique 

(•^)  $(yi.  y.,-..  Yn)  ==^A,Ay,y, 

dans  laquelle 

A,  --"'/-  . 
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En  particulier,  le  déterminant  fonctionnel  A  des  équations  F,=:0 
par  rapport  aux  y"  sera  précisément  (au  signe  près)  le  discrimi- 
nant de  cette  forme  quadratique  <I>,  c'est-à-dire  le  hessien  de/  par 
rapport  aux  y' . 

Dans  le  cas  de  n  =  i  (intégrale  du  numéro  55)  ce  hessien  se 
réduit  à 

et  l'équation  du  problème  s'écrit 

Si  le  hessien  A  est  différent  de  o,  autrement  dit  si  la  forme 
^(yi,...  y,i)  est  une  forme  générale,  ce  que  nous  supposerons  tou- 
jours dans  la  suite,  les  équations  (Ej  sont  résolubles  en  Ji',...  y„" 
et  les  donneront  sous  forme  de  fonctions  continues  en  x,  y,,  y' ,. 

jNous  dirons  que  notre  problème  de  Calcul  des  variations  est 
ordinaire  si  A  est  différent  de  zéro. 

Les  équations  (£"  auront  alors  des  solutions  dépendant  de  2  n 
constantes  arbitraires. 

Sans  être  assurés  par  là  (nous  aurons  à  revenir  plus  loin  sur  ce 
point  (  n"  99))  que  nous  puissions  assujettir  la  ligne  cherchée  à  passer 
par  les  deux  points  donnés  A  et  B  (comme  les  conditions  du  pro- 
blème l'exigent),  nous  voyons  cependant  que  nous  dis[)osons  du 
nombre  de  constantes  nécessaires  pour  vérifier  cette  condition 
(puisqu'elle  s'exprime  par  les  ^n  équations  (k    du  n°  54). 

60.  On  remarquera,  au  contraire  que,  si  l'on  se  donnait,  en 
outre,  les  valeurs  d'une  ou  plusieurs  dérivées  aux  limites,  le  pvo- 
blême  ne  serait  plus  possible  en  général  (voir  livre  VI).  Nous  sa- 
vons en  effet  (n"  58  6/.s)  que  la  courbe  cherchée  devrait  être  encore 
une  extrémale,  et  nous  voyons  qu'il  faudrait  assujettir  les  -in 
constantes  arbitraires  dont  dépendent  les  extrémales  à  plus  de  2  n 
conditions. 

61.  Exemple  I  (Lignes  droites).  —  Prenons  le  cas  où  l'on 
donne 

(i5)  ^=  \      v'i  -+-  y'-dx. 
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le  radical  étant  pris  avec  le  signe  -h.  On  a 


ù«)  ^''0')-/.-;^'  =  - 


f?.r  ^/i 


Les  extrémales  sont  cltTuiies  par  l'équation  F{y)  ==  o,  qui  donne 
y  =  C,r  H-  Cl.  Ces  extrémales  sont  des  droites. 

Si  donc  on  se  donne  les  valeurs  de  y  en  ./;"  et  .x-',  soit  v"  et 
r\  on  aura  l'extrémale  passant  en  A  et  B. 


(i<^^'^-)  J  =  f  +     ---" -To     (J'-Z) 


.r  —  .7" 
x^  —  X' 


laquelle  n'est  autre,  bien  entendu,  que  la  ligne  droite  qui  joint  ces 
deux  points. 

On  voit  que  si  l'on  se  donnait  de  plus  les  valeurs  de  y'  en  x^  et 
x\  le  problème  ne  serait  pas  possible,  saul"  si  ces  valeurs  étaient 

yl       yO 

égales  à  -' ■-  . 

62.  Un  cas  d'intégrabilité.  —  L'exemple  précédent  nous 
amène  à  noter  un  cas  d'intégrabilité  des  équations  des  extré- 
males. C'est  celui  où  /"(j'i,  y'i,...y'„,  ji,...  }'„,«)  ne  dépend  pas  de 
l'un  des  y,,  de  ji,  par  exemple.  Dans  ce  cas,  on  a 

F  —  —    ~f, 
et  l'équation  F^  ^  o  donne 

/,,  =  c. 

C  désignant  une  constante  d'intégration. 

On  aurait  encore  une  intégrale  première  dans  le  cas  plus  gé- 
néral où  /serait  linéaire  par  rapport  à  ji,  le  coefficient  de  ji  étant 
fonction  de  x  seul. 

63.  Exemple  II.  Action  llantiltonicnne.  — Un  exemple  clas- 
sique d'extrémales  est  fourni  par  les  équations  générales  de  la 
Dynamique. 

Soit  considéré  un  svstème  liolonome  (')  sans  frottement,  dont 


C)  \  oir  Appell,  Traiic  de  Mécanique  rallonnellc,  tome  II,  Cliap.  XXIÎI,  X\I\  . 
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la  position  dépend  de  n  paramètres  indépendants  ji,  Vj,...  y,,. 
Soient  T  l'énergie  cinétique,  U  la  fonction  des  forces  (ou  —  L 
l'énergie  potentielle  .  Les  équations  du  mouvement  seront 

,,  _  (/  /ôï\        ôT       ôU  ,.  , 

ri  =    ,,        -, r=  O  (j  =t:    I      2,...,    II). 

U  dépendant  des  quantités  Vi,  jj,...  y,i  et  du  temps  /,  mais  étant 
indépendant  des  y',  ces  équations  délinissenl  les  extrémales  rela- 
tives à  l'intégrale 

(17)  r"(T+i-)c/< 

qui  s'appelle  Vacilon  hdinHUniicnnc. 

Ce  sont  les  conditions  du  premier  ordre  relatives  à  l'extremum 
de  l'intégrale  précédente  entre  Ions  les  mouvements  qui,  prenant 
le  système  dans  une  position  donnée  à  l'instant  donné  /",  l'amènent, 
au  temps  également  donné  /\  dans  une  autre  position  donnée. 

Le  cas  d'intégrabilité  considéré  au  numéro  précédent,  savoir 
celui  où  ni  T.  ni  L  ne  contiennent  explicitement  l'un  des  para- 
mètres, est  bien  connu  en  D\namique  analytique. 

64.  Objection  de  du  Bois-Reyrtiond.  —  Lorsque  nous  avons 
établi  (58)  f[ue  toute  courl)e  qui  annule  (?/ est  une  extrémale.  il 
nous  a  fallu  supposer  que  les  v,  avaient  des  dérivées  secondes. 
C'était  imposer  à  la  combe  ).  une  condition  de  plus  qu'aux  autres 
courbes  'X  du  champ  K,  et  il  n'v  a  aucune  raison  (du  moins,  a 
priori)  pour  que  cette  condition  soit  remplie  d'elle-même  par  la 
courbe  qui  donne  l'c-xtremum.  Les  seules  restrictions  qu'il  soit 
indispensable  d'imposer  aux  fonctions  cherchées  sont,  outre  celles 
d'être  continues  pour  toute  \;ilonr  de  x  sans  exception  (supposi- 
tion essentielle,  dont  nous  ne  nous  départirons  à  aucun  moment  ^  ), 
les  hypothèses  dont  on  a  besoin  jiour  (|ue  l'intégrale  /  existe. 

(  ' j  Si  on  y  renonçait,  les  questions  qui  nous  occupent  cesseraient  d'exister. 
Par  exemple,  le  minimum  de  rintégralc  (lôi.  jirise  du  point  (.c°,  j")  au  point 
(x^.  j')  ne  serait  plus  la  distance  de  ces  deux  [loinls,  mais  la  dlfTcrence  de 
leurs  abscisses  :  il  serait  fourni  par  une  fonction  égale  à  une  constante  arbi- 
traire pour  toute  valeur  de  .r,  sauf  pour  x  ^  a*'*  et  x  =  j',  où  elle  prendrait 
les  valeurs  y",  j'. 
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On  sait  aujourd'hui  définir  cette  quantité  eu  se  i)laçant  dans  des 
-circonstances  e\trènieuient  générales,  dans  lesquelles  les  dérivées 
y'  peuvent  cesser  d'exister.  C'est  ce  qui  arrive  pour  la  longueur 
d'une  courbe  ('),  autrement  dit  (lorsque  la  courbe  est  plane)  pour 
l'intégrale  i5).  Une  courbe  peut  être  rcclifhihlc,  tout  en  n'ad- 
mettant de  tangente  en  aucun  point. 

Laissons  de  côté,  au  moins  quant  à  présent,  ces  intéfjralcs  (jé- 
jii'vaUsces.  Il  n'est  néanmoins  légitime  de  faire,  a  priori,  que  les 
hypothèses  usuellement  adoptées  pour  définir  l'intégrale,  savoir  : 

i"  que  les  dérivées  premières  existent  et  sont  continues,  en  gé- 
néral, tout  en  pouvant  présenter  des  discontinuités  isolées  ; 

2°  qu'elles  ne  prennent  jamais  que  des  valeurs  pour  lesquelles 
f  et  ses  dérivées  partielles  sont  finies. 

Du  moment  que  ces  hypothèses  sont  les  seules  que  nous  faisons 
•sur  les  courbes  '£,  nous  avons  à  nous  demander  si  la  courbe  À  qui 
fournit  l'extremum  est  de  celles  sur  lesquelles  les  j"  existent. 

65.  Pour  résoudre  cette  question,  nous  partirons  encore  de  la 
relation 


-seulement  nous  intégrerons  par  parties,  non  plus  les  seconds  termes, 
mais  les  premiers,  en  posant 

0,(x)=   I      fdx. 


\ous  introduisons  ainsi,  non  plus  une  nouvelle  dérivation,  mais 
une  nouvelle  quadrature  (on  sait  que  l'étude  de  ces  dernières  est 
plus  simple  que  celle  des  dérivées,  dans  beaucoup  de  questions 
■théoriques). 


(')  Voir  JouDw,  Cours  cV Analyse,  lome  III;  Lehes^le,  Intégrale,  longueur, 
'dire  (Thèse  de  l'Université  de  Paris;  Milan,  1902)  et  Levons  sur  l'intégration  et 
la  recherche  des  fonctions  primitives,  professées  au  Collège  de  France  en  1902- 
1903  (Paris,  igoi).  —  Les  résultats  établis  relativement  à  l'intégrale  (i5)  se 
•généralisent  aisément  ù  l'intégrale  (i)  en  prenant  celle-ci  sous  la  formepara- 
'uiétriquc  (voir  plus  loin,  n"  70  et  suivants). 
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Q,  sera  une  fonction  de  x  continue  entre  rc^  et  x^  et  dérivable 
sauf  aux  points  anguleux  de  )..  On  pourra  légitimement  intégrer 
par  parties,  ce  qui  donne 

d'où,  avec  nos  conditions  aux  limites  : 


:i8) 


avec 

les  G,  étant  des  quantités  sur  lesquelles  nous  ne  savons  rien,  sinon 
qu'elles  sont  en  général  continues. 

Cette  expression  de  oV  doit  être  nulle  pour  tous  les  choix  des 
fonctions  âyi  tels  que  l'on  ait  les  relations 

(k)  OYi  =...   0Y„  =  O  (.T  =  X*^,  X^) 

c'est-à-dire  pour  tous  les  choix  des  fonctions  o^j',  tels  que 

ÙYi'dx  =  o  (i  =   I,   2,...  7l). 

xO 

Or,  en  vertu  d'une  proposition  qui  sera  démontrée  aisément  plus 
loin  (ch.  ^)  (sans  utiliser  les  considérations  actuelles)  et  qui  peut 
être  envisagée  comme  une  généralisation  du  lemme  fondamental, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (i8)  soit  nul  moyen- 
nant les  seules  relations  (k')  est  cjue  chacune  des  quantités  G,  soit 
constante  en  tous  les  points  où  elle  est  continue,  c'est-à-dire  en 
tous  les  points  où  les  y',  sont  continus  (').  Pour  tous  ces  points,  on 
a  donc  : 

(19)  /,,.-Q,=  Q  (,-==i,.....,0 

65  bi:>.  Considérons  ces  relations  comme  définissant  les  y',, 
les  y,  et  les  Q,  étant  supposés  d'ores  et  déjà  remplacés  par  leurs 

(')  D'autres  démonstrations  de  ce  fait  ont  étc'  données  par  MM.  IliLnEUT  (voir 
Whittemore,  Anitals  of  Matli.,  2°  série,  t.  II);  Zermelo  {Math.  Ann.,  t.  LVIII). 
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valeurs  en  fonctions  de  x,  valeurs  dont  nous  savons  d'ailleurs 
qu'elles  admettent  toutes  des  dérivées. 

Le  déterminant  fonctionnel        -V -r{->  lequel  n'est  autre  que 

le  discriminant  de  la  forme  quadratique  h.\),  est  une  fonction  con- 
tinue de  X,  dans  les  intervalles  où  les  j'i  existent  et  sont  continus. 
Si  donc  il  est  ditTércnt  de  zéro  pour  x  r^  a,  il  sera  différent  de  zéro 
dans  un  intervalle  bb'  comprenant  ce  point. 

Des  théorèmes  bien  connus  nous  apprennent  que  dans  un  tel 
intervalle,  les  équations  19)  ont  en  r'i,...  y',,,  un  système  de 
solutions  continues  et  que,  ces  solutions  ont  elles-mêmes  des  déri- 
vées continues  y  1....  y'n  satisfaisant  aux  équations  qu'on  obtient 
en  dérivant  les  équations  (19),  c'est-à-dire  précisément  aux  équa- 
I ions  [E]  déjà  obtenues 

—  Fi  ^  ^  fy:  —fy=''  (i  =  I , . . .  n) . 

Donc,  si  l'on  suppose  que  la  forme  <!>  yi,...  y„)  est  toujours  géné- 
rale entre  x^  et  x^  sauf  en  des  points  isolés  c'est-à-dire  que  le  pro- 
blème est  ordinaire  sauf  en  ces  points)  la  courbe  ).  est  formée  d'arcs 
dextrémales  sur  lesquelles  les  y,  sont  continus. 

66.  Le  raisonnement  ne  laisse  de  côté  comme  on  voit  qu'vm  seul 

D(/"'    f  ■         ■  f  ') 
cas  :  celui  où  le  déterminant  A  =  ..     -V     •!-'    '    ^j .  c'est-à-dire  le 

13(y',,  y'o /„) 

discriminant  de  la  forme  *  considérée  au  n°  59,  serait  nul  pour  toute 
valeur  de  x,  soit  que  cela  ait  lieu  identiquement,  en  vertu  de  la  iorme 
de  la  fonction/,  soit  que  l'on  ait  ainsi  une  équation  dilîérentielle  véri- 
llée  par  la  courbe  X. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  l'existence  des  dérivées  secondes  est 
encore  assurée  (sauf  peut-être  pour  des  formes  tout  exceptionnelles  de 
la  fonction/,  dans  l'examen  desquelles  nous  n'entrerons  pas).  En  effet, 
on  pourra  considérer  alors  les  y'  comme  défmis  par  n  —  i  des  équa- 
tions (19)  et  l'équation  A  =  o.  Ils  seront  donc  dcrivables  (*),  à  moins 
que  l'on  n'ait 

a_d(/a>/vv-/v>.-.A)_, 

D(y\./,,...}''„) 


(';  On  aboutirait  encore  à  la  même  conclusion  dans  l'autre  cas  d'exception 
qu'on  pourrait  avoir  à  considérer,  celui  où  tous  les  mineurs  de  A  seraient  nuls. 
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Mais  alors,  on  opérerait  avec  A  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  A; 
ot  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  qu'on  formerait  ainsi  une  suite  d'équa- 
tions o  :=  A  =  A  ==  Ai  =...  qui,  dès  qu'elles  seraient  en  nombre 
supérieur  à /î  deviendraient  incompatibles  si /était  choisi  au  hasard. 

Au  contraire,  si  A  était  identiquement  nul,  des  circonstances 
nouvelles  pourraient  se  présenter.  Nous  en  verrons  plus  loin  un 
exemple  général  correspondant  à  n  >  i.  Pour  le  cas  d'une  seule 

inconnue  y,  A  se  réduit  à  —-f^,  et  n'est  identiquement  nul  que  si/ 
€st  de  la  forme 

de  sorte  que  /  n'est  autre  chose  que  rintégrale  curviligne  bien 
connue 

/=  f\\\x-\-  Qdv 

fyt  :=  Q(,T,  y)  peut  alors  être  dérivé  sans  rintervention  de  y",  de  sorte 
que  la  variation  a  toujours  la  forme  du  n"  55 


Identiquement  nulle  si  la  diiïérentielle  (Pf/.r  -f-  Qt/y)  est  intégrable, 
cette  variation  ne  l'est,  au   contraire,  jamais  en  dehors  de  ce  cas,  à 

moms  que  la  couibe  A  n  ait  pour  équation =  o.  La  courbe 

ainsi  représentée  est,  dans  ce  cas,  la  seule  qui  annule  la  variation  de  1. 
Or,  elle  ne  passe  pas,  en  général,  par  les  points  A  et  B. 


67.  Les  équations  (19)  nous  donnent  aussi  des  renseigne- 
ments sur  ce  qui  se  passe  pour  les  valeurs  isolées  de  x  où  nous 
ne  supposons  plus  l'existence  et  la  continuité  des  y'.  Soit  x  =  c 
l'une  de  ces  valeurs.  Prenons  encore  /?  =  1  et  supposons  en  outre, 
•que  y'  reste  bornée  aux  environs  de  x  =  c.  L'ensemble  de  ces 
valeurs  dey'  a  au  moins  un  point  d'accumulation  (n"  3  his).  c'esl-à- 
dire  qu'il  existe  au  moins  un  nombre  y\  vers  lequel  tend  y'  lorsque  x 
tend  vers  c  par  des  valeurs  inférieures  à  c,  par  exemple,  et  conve- 
nablement choisies  1,,  c-i,...  q,,,... 

L'équation  (19)  sera  manifestement  vérifiée  pour  x=c,  }'==}'  o- 


ri(;iuvTi\i:  yo 

Supposons  — "/j  ;zf  o.  Alors  on  sait  que  l'équation  /]/  =  Q  -h  C 

(oii  l'on  considère  y  et  Q  comme  des  fonctions  données  de  £c)  admet 
en  v'  une  seule  solution  (}'')  comprise  pour  x  voisin  de  c)  entre 
j'o  -+-  £  et  y'o  —  c.  Il  est  dès  lors  clair  que  y',  qui  est  continu  pour 
j:  ;zi  c  et  qui  coïncide  avec  (y)  pour  .c  =  r,,  '^i,...  z,,,...,  ne  peut 
différer  de  (y)  pour  aucune  valeur  de  ./•  située  au  voisinage  de  c  et 
inférieure  à  c. 

En  un  mot,  y'  tend  vers  une  limite  (y  _)  =  y'^  quand  x  tend 
vers  c  intérieurement.  11  admet  de  même  une  limite  )'',•_  quand  x 
tend  vers  c  supérieurement,  et  Ion  a  d'après  f  ig^ 

Ce  raisonnement  s'étend  de  lui-même  au  cas  de  72  >  i,  moyen- 
nant l'hypothèse  que  le  hessien  A  ne  s'annule  pas  pour  les  valeurs 
considérées  des  y'. 

On  peut  souvent  aller  plus  loin.  Supposons  que  fyi  ait  pour  les 
valeurs  considérées  de  x,  y,  un  signe  indépendant  dej'.  Alors  la 
relation  (20)  exigera  j'+  =  y'-.  Donc  y'  sera  continu  pour  x  =  c. 

es.  Figurative.  —  Il  y  a  avantage  à  exprimer  ce  raisonnement 

—  et  beaucoup  de  ceux  que  nous  aurons  à  présenter  dans  la  suite 

—  sous  forme  géométrique,  en  introduisant  la  courbe 

«=/(/..v,^)=/(/) 
qui  {x  et  y  étant  regardés  comme  constants)  représente  la  variation 
de  u  =/,  quantité  sous  le  signe  /  de  notre  intégrale,  {u  étant  pris 
comme  ordonnée    en  fonction  de  y'    pris  comme  abscisse). 

Nous  appellerons  cette  courbe  la  fujuraûvc  du  problème. 

Par  exemple  dans  le  cas  des  lignes  droites  (exemple  du  n"  61), 
la  figurative  est  l'hyperbole  «-  =  i  +  y"  (ou,  plus  exactement,  la 
branche  de  cette  hyperbole  qui  correspond  à  u  >>  o). 

La  condition  que  /,-  2  garde  un  signe  constant  signifie  que  la 
figurative  tourne  toujours  sa  concavité  dans  le  même  sens  ;  et  notn^ 
raisonnement  exprime  que,  dans  ces  conditions,  elle  ne  peut  avoir 
deux  tangentes  parallèles  entre  elles  (impossibilité  de  la  rela- 
tion (20)  pour  y'_L  ;zi  J  -)• 

69.  Pour  raisonner  d'une  manière  analogue  dans  le  cas  de 
n  >  I ,  nous  supposerons  que  la  forme  <\}  (n°  59^  est  définie  au  point 
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de  discontinuité.  Soit  n  =  2  ;  considérons  j'i.  y'.,  /  comme  des 
coordonnées  dans  l'espace.  J^a/igunilivc,  —  c'cst-à-dirc,  ici,  la  sur- 
l'ace  qui  représente /en  l'onction  de  y',,  y'o,  —  aura  partout  sa  cour- 
bure positive  et  dans  un  sens  invariable.  On  en  déduit  aisément 
(/étant,  bien  entendu,  supposé  être  imC  fonction  univoque)  que 
cette  surface  ne  peut  avoir  en  deux  points  différents,  des  plans 
tangents  parallèles  entre  eux.  Autrement  dit,  les  équations 

7_r',-i-      J  y' i         '       J  y' ■>+      Jy'i  — 
entraînent 

Donc  les  y'  seront  tous  deux  continus  ;  et  une  démonstration 
analogue  subsisterait  pour  n  quelconque. 

On  trouvera  au  livre  III,  cbap.  YII,  une  démonstration  de  l'exis- 
tence des  dérivées  secondes,  suivant  une  méthode  toute  différente 
de  celle  qui  précède,  méthode  qui  s'appliquera,  moyennant  des 
hypothèses  convenables,  aux  iiilcg raies  généralisées  mentionnées 
au  n"  64. 


II.   INTÉGRALES   SOUS  FORME   PARAMÉTRIQUE 

70.  ?Sous  avons,  jusqu'ici,  parlé  indifféremment  de  fonctions 
}'i5  J^!--->  }'«  t^e  X  ou  de  lignes  dans  l'espace  k  n  -h  1  dimensions. 

Ces  deux  locutions  ne  sont  cependant  pas  rigoureusement  syno- 
nymes. Toute  fonction  (continue  et  dérivablc)  y  de  x  représente 
une  ligne  plane.  Mais  l'inverse  n'est  pas  vrai  :  une  ligne  n'est 
représentée  par  une  fonction  (bien  déterminée)  de  x  que  si  l'abs- 
cisse X  varie  toujours  dans  le  même  sens,  de  sorte  qu'elle  ne  soit 
coupée  par  une  ordonnée  quelconque  qu'en  un  seul  point. 

Reprenons,  par  exemple,  l'intégrale  (10).  Supposons  démontré 
que  l'extrémale  obtenue  au  n"  61,  c'esl-à-dire  la  ligne  droite  AB, 
fournit  le  minimum  de  cette  intégrale. 

\()us  ne  serons  pas  ainsi  assurés  que  AB  est  la  ligne  la  ])lus 
courte  qui  joigne  ces  deux  points,  mais  seulement  qu'elle  est  la 
plus  courte  parmi  les  lignes  le  long  desquelles  x  est  toujours 
croissant. 
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Cette  difficulté  n'existe  pas  lorsqu'il  s'agit  du  minimum  faible, 
si  l'on  convient  de  ne  considérer  deux  lignes  tracées  entre  A  et  B 
comme  voisines  d'ordre  i  que  là  où  les  deux  tangentes,  prises  cha- 
cune en  suivant  la  courbe  dans  le  sens  AB,  font  un  angle  très  petit, 
car  alors,  si  l'une  de  ces  demi  droites  l'ait  avec  la  direction  positive 
de  l'axe  des  x  un  angle  aigu  (et  non  droit)  il  en  sera  de  même  de 
l'autre. 

Mais  ceci  n'a  plus  lieu  dans  le  cas  du  minimum  fort.  C'est  à  tort 
que  la  manière  dont  nous  avons  mis  le  problème  en  équation 
exclut  toute  variation  dans  laquelle  x  aurait  des  maxima  ou  des 
minima.  Elle  exclut  même  à  tort  une  autre  possibilité,  celle  d'une 
courbe  variée  à  tangente  parallèle  à  l'axe  des  y.  puisqu'alors  y'  fou 
l'une  au  moins  des  dérivées  j',,  si  /?  >>  i)  serait  infmie. 

71.  On  évite  ces  dillicultés  en  transformant  l'intégrale,  comme 
le  lait  systématiquement  \A  eierstrass ,  par  l'introduction  d'une 
nouvelle  variable  indépendante  quelconque.  Au  lieu  de  représenter 
la  ligne  considérée  (dans  le  cas  du  plan)  par 

(21)  j  =  'M-^) 

nous  la  représenterons  par  deux  équations  simultanées  de  la  forme 

(22)  x--:^.'z(t)         ,        y  =  r,{t). 

Au  contraire  de  la  première,  cette  seconde  forme  est  susceptible 
de  représenter  une  ligne  quelconque  (d'un  seul  trait  et  continue,  si 
les  fonctions  ^  et  y;  sont  continues).  Cette  représentation  est  même 
possible  d'une  infinité  de  manières  pour  une  ligne  donnée  :  si,  par 
exemple,  il  s'agit  de  la  ligne  (21),  la  fonction  y;  (/)  sera  donnée  par 

mais  la  fonction  ç  sera  arbitraire. 

D'une  manière  générale,  si  une  ligne  est  représentée  par  les 
équations  (22),  il  est  clair  qu'on  aura  la  même  ligne  en  faisant 
dans  ces  équations  la  substitution 

(23)  \t  m  (01 

oii  la  fonction  jn  est  simplement  assujettie  à  pouvoir  prendre  toutes 
les  valeurs  que  doit  recevoir  /  sur  la  ligne  considérée  dans  le  même 
ordre  de  sorte  que  m  varie  toujours  dans  le  même  sens. 
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?sous  désignerons  (')  par  x,  y  les  dérivées -tt,  -.'r-  La  quantité 
jusqu  ICI  désignée  par  y  ,  a  savoir  -,-,  sera 

(24)  Y=l- 

X 

Mo^ennant  ces  nouvelles  notations,  l'intégrale 


(2  5)  ^^   \  o  ^^'''  ^''  ^^^^ 

deviendra 

(26)  1=    Cj{x,y,x,y)dt 
ou  simplement 

(26')  1=    I  ^  J^dx,dy,x,y) 

en  posant 

(27)  J[x,  V,  X,  y)  =  xfl-l,  X,  y). 

\x  I 

C'est  ce  que  nous  appellerons  la  i^ovmc  paramclriqne  de  l'intégrale. 

72.  Etant  donnée  la  manière  dont  nous  l'avons  obtenue,  l'inté- 
grale (26)  ne  dépend  que  de  la  forme  et  des  extrémités  de  la  ligne 
d'intégration,  et  non' pas  de  la  manière  (indéterminée  dans  une 
large  mesure,  comme  nous  l'avons  vn)  dont  elle  est  représentée 
paramétriqucmen  t . 

Celte  circonstance  est  liée  au  double  caractère  que  possède/,  en 
vertu  de  la  formule  (37)  : 

i*^  De  ne  pas  contenir  explicitement  /; 

2"  D'être  homogène  et  du  premier  degré  en  x,  y. 

C'est  ce  que  l'on  voit  immédiatement  en  remarquant  que  cette 
double  condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que    la  fonc- 

(')  C'est  la  notation  de  Newton,  pour  ck''sii,'ncr  les  vitesses. 
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/ 

tion/ puisse  être  mise  sous  la  l'orme  (27),  c'est-à-dire  pour  que 
l'intégrale  (26)  puisse  être  mise  sous  la  forme  (25)  (qui  correspond 
à  /  =  x),  dans  laquelle  on  aura  d'ailleurs 

(37')  f(y' .  j.  a-)  =  /(  i ,  y ,  X,  y) . 

Mais  on  peut  encore  (on  verra  dans  un  instant  pourquoi  nous 
préférons  opérer  ainsi)  remarquer  que  si  l'intégrale 

f     ... 

(38)  i=  \     ^ ' '''^-  ^'.  ^>  >''  0 ''^ 

(où  (D  est  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  x,  y,  i)  est  déterminée 
par  la  forme  de  la  ligne  décrite  par  le  point  {x,  y),  indépendam- 
ment de  la  manière  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en  fonc- 
tion de  /,  cela  revient  à  dire  qu'elle  ne  change  pas  par  la  substitu- 
tion (28)  (pourvu  qu'on  fasse  le  changement  correspondant  sur  les 
limites  ';).  m[l)  étant  une  fonction  de  /et  les  nombres  t'^',  i'^  étant 
définis  par  les  conditions 

on  aura 


(29) 

/  = 

-  i" 

?( 

dx 

dr 

dx 

Fil 

en  même 

temps 

que 

/  = 

1: 

■   \m 

dx 
dl 

I 

m 

dx 
dl 

X,  y,  m{t)  )  m'dl 
(autre  forme  de  l'égalité  (28))  ;  par  conséquent  : 

(3o)       i       o      — ^,  ^^,  rr,  V,  m{l)  I  m'dt  =    |       o  [x,  y ,  x,  x,  tjdt. 


Q)  Si  l'intégrale  devait  n'être  invariante  que  pour  les  changemenls  de  para- 
mètre qui  conservent  les  valeurs  limites  l^\  t^  (c'est-à-dire  en  imposant  à  la 
fonction  m  les  conditions  mil'*)  =  <",  m(<')  =  <^),  la  forme  la  plus  gcncralo 
serait   celle   qui  est  indiquée  dans   le   teste,   augmentée  du  terme  additionnel 

•^  -\-  X  ^  -\-  y  '^  ^  où.  y  eil  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  t  :  c'est  ce  que 

l'on  verra  aisément  en   remarquant  que  0/  doit  être  nul  pour  la  variation  (37) 
(voir  plus  loin  n"  79j  lorsque  £  est  nul  aux  deux  extrémités. 
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Nous  supposons  que  cette  condition  est  remplie  quelle  que  soit  la 
longueur  de  l'arc  d'intégration. 

Les  deux  intégrales  sont  donc  égales  élément  à  élément,  et  l'on  a 


-, ,  ^,  X,  y,  m(l)  )  =  —  c?  (a:,  y,  x,  y,  t). 

Cette  identité  est  vérifiée  lorsque  m  (/)  est  une  fonction  croissante 
continue  quelconque.  En  prenant  d'abord  m  (^t)  =  L  -h  k  {k  étant 
une  constante  arbitraire),  on  A'oit  immédiatement  que  o  ne  peut 
dépendre  de  /  ;  soit 

?  =7(^»  y>  ^'  y) 

puis  on  aura 

—  7  (  X,  y ,  X,  y)  =  7  l  —  X,  —  y ,  a:,  y  ) 

quel  que  soit  m' .  Autrement  dit  (condition  qui  d'ailleurs  est  évi- 
demment suffisante)  la  fonction  /"  doit  être  homogène  et  du  pre- 
mier degré  en  x  et  v. 

73.  En  réalité  cependant,  dans  les  exemples  que  l'on  a  à  con- 
sidérer, la  relation  (3i)  n'a  jamais  lieu  sans  restriction,  elle  ne 
s'applique  pas  aux  valeurs  négatives  de  ni .  Nous  verrons  plus  loin, 
en  effet  (Liv.  III,  n°  331)  que,  sans  cela,  aucvin  extremum  (j'en- 
tends extremum  fort  ne  serait  possible  pour  la  forme  paramé- 
trique de  l'intégrale.  Aussi  arrivc-t-il  toujours  que/  neslpas  une 
fonction  analytique  et  uniforme  de  x,  y  et  que,  grâce  à  cette  cir- 
constance, la  relation  (3i),  vérifiée  par  ni  >  o,  ne  l'est  pas  pour 
m'<o('). 

Reprenons,  par  exemple,  l'intégrale 

(i5')  /  ^dx-  -h  dy- , 

forme  paramétrique  de  l'intégrale 

(i5)  Ç^—-^^dx. 

(')  On  peut,  avec  .M.  Bolza,  donner  à/  le  nom  de  fonction  pos(7(ïw/u'7ti /lomo- 
(jhie  en  x,  y. 
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Dans  ces  deux  formules,  les  radicnux:  sont,  bien  entendu,  sup- 
posés pris  positivement.  Or  dans  ces  conditions,  la  l'onction 


y- 


J'{x,y,  ce,  y)==\^/a 

ne  vérifie  pas  la  relation  (3[)  pour  toutes  les  valeurs  de  ni,  mais 
seulement  pour  les  valeurs  positives. 

Bien  entendu,  il  faut  pour  cela  que  cette  fonction  ne  soit  pas, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  celle  qui  dérive  de/=-|-  y/n-j'^ 
par  la  formule  (27)  :  et  c'est  ce  qui  a  lieu  en  effet  ('). 

Nous  n'admettrons  donc  dans  l'avenir  la  relation  (3i)  que  pour 
m'  >.  o.  Cela  revient  évidemment  à  dire  que,  dans  la  substitu- 
tion (28),  m{t)  devra  être  une  fonction  croissante  de  l;  et  c'est,  par 
conséquent,  ce  que  nous  admettrons  également.  D'une  manière 
plus  précise,  il  sera  supposé  que,  dans  la  formule  (22)  et  suivantes, 
le  paramètre  /  va  constamment  en  croissant  lorsqu'on  suit  la 
courbe  de  A  en  B;  et  la  transformation  (20)  conservera  cette  pro- 
priété. 

74.  Les  propriétés  correspondantes  relatives  au  cas  où  il  y  a 
plusieurs  fonctions  inconnues  s'aperçoivent  immédiatement  :  il 
suffit  de  les  énoncer.  Si  par  exemple,  l'intégrale  dépend  d'une 
ligne  inconnue  de  l'espace  ordinaire  (c'est-à-dire  de  deux  fonctions 
inconnues  d'une  variable),  sa  forme  paramétrique  sera 

(32)      1=    ij{x,  y  ,'z,x,  y,  z)dt=    i  f  (dx,  dy,  dz,  x,  y,  z) 

X,  y,  z  étant  les  trois  coordonnées  et  y*  étant  homogène  du  premier 
degré  par  rapport  aux  dérivées  ou  aux  différentielles  de  ces  coor- 
données avec  la  restriction  du  n"  précédent.  Cette  forme  est  liée  à 
la  forme  primitive 


(32') 


I=ff(y',z',y,z.x)dx 


(')  On  aurait  par  la  formule  (27) 

ïe  radical  étant  pris  avec  le  signe  de  x.  L'intégrale  (i5')  ainsi  entendue  représen- 
terait la  difTérence  entre  la  longueur  totale  des  arcs  de  notre  ligne  sur  lesquels  a; 
est  croissant  et  la  longueur  totale  des  arcs  sur  lesquels  x  est  décroissant. 
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par  les  loimiiles 

(33)  J{x,r,z,  X,  y,  :)  =  :rf  fc ,  i ,  y,  c,  x 


OU 

(33')  /(/,  -',  r,  :,  x)  =]{i,y',  z',  x,  y.  :). 

75.  Quoique  les  formules  précédenles  permettent  de  passer  de 
l'une  des  deux  formes  à  l'autre,  il  est  clair,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  ces  deux  formes  ne  sont  pas  équivalentes,  ne  peuvent 
pas  se  sid^stituer  l'une  à  l'autre  (du  moins  dans  le  cas  de  l'extre- 
mum  fort).  Elles  peuvent  s'appliquer  à  une  même  intégrale,  mais 
l'une  convient  lorsque,  d'après  la  nature  de  la  question,  l'une  des 
variables  doit  toujours  aller  en  croissant  ;  l'autre,  lorsque  rien  de 
pareil  n'est  nécessaire  à  priori. 

On  sait  que,  dans  beaucoup  de  problèmes  de  géométrie,  il  n'y 
a  pas  lieu  d'établir  une  distinction  de  cette  espèce,  parce  qu'on 
peut  ramener  l'un  des  deux  cas  à  l'autre,  soit  en  divisant  la  courbe 
en  arcs  partiels  sur  chacun  desquels  x  varie  dans  un  sens  cons- 
tant, soit  par  im  cliangement  de  coordonnées  (*).  Dans  le  cas 
actuel,  ces  moyens,  qui  seraient  applicables  à  la  courbe  déter- 
minée ).  qui  fournit  l'extremum,  sont  sans  valeur  en  ce  qui  con- 
cerne les  courbes  variées,  dont  la  forme  est  inconnue. 

En  fait,  nous  verrons  qu'il  existe  des  intégrales  qui  ont  un 
minimum  fort  si  on  les  prend  sous  la  forme  (Sa)  et  qui  n'en  au- 
raient pas  si  on  les  prenait  sous  la  forme  paramétrique. 

Tel  est  le  cas  de  V action,  hniniltonicnne  in"  63  .  Le  problème  de 
Dynamique  qui  conduit  à  la  considérer  rentre  dans  la  première 
des  deux  catégories  que  nous  avons  distinguées  tout  à  l'heure. 
L'action  hamiltoniennc  est  relative  à  un  mouvement  déterminé, 
dans  lequel  les  paramètres  j,,  j^,  ...,  j,,  prennent  des  valeurs  bien 
déterminées  à  chaque  instant  /. 

Un  exemple  d'une  intégrale  qui  se  présente  sous  la  forme  para- 
métrique est,  au  contraire,  fourni  par  Vaction  maiiperlaisienne 

CM)  1=  /Vt(U  +  /Oc/<. 


^'')  Comparer  plus  loin,  n"  115. 


FOU.MI':    PAIi.VMKlUIQUK  83 

Dans  cette  expression,  on  suppose  que  les  forces  agissanlos  cl 
les  liaisons  sont  indépcndanles  du  temps.  U  est  donc  une  l'onction 
de  ji,  y,,  ...  ,  y„,  tandis  que  ï  contient  en  outre  les  y',  par  rap- 
port auxquels  il  est  homogène  et  quadratique  : 

(les  a,/,  fondions  des  y).  La  quanlité  sous  le  signe  /  est  donc  bien 
homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  aux  j  ;  on  peut  écrire  : 


I  =  J  y/U  4-  h   v/sa,v,  dvi  dy,,. 

Le  mouvement  naturel  est  un  de  ceux,  en  nombre  infini,  qui 
correspondent  à  un  extremum  (')  de  /,  parmi  tous  ceux  qui  amè- 
nent de  la  même  position  initiale  à  la  même  position  finale.  On 
est  donc  conduit  à  déterminer  les  yi  en  fonction  les  uns  des  autres 
de  manière  à  annuler  la  variation  de  /.  Toutefois,  le  mouvement 
n'est  pas  encore  ainsi  conqjlètement  connu,  puisqu'il  reste  à 
trouver  (^)  la  relation  qui  lie  à  /  à  l'un  quelconque  des  y,. 

Dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'un  seul  point  matériel  libre, 
l'action  maupertuisienne  prend  la  forme 

(35)  I  V(.T,  y,  z)  \/dx'  -^dy'-  ^dz^=   I  \ds 


V  étant  ici  égal  à  yV  h-  h. 

Les  extrémales  relatives  à  l'intégrale  (35)  et  dont  nous  écrirons 
plus  loin  (n"  82)  les  équations  dilTérentielles  sont  les  trajectoires 
du  point  matériel  (./;,  y,  :),  dans  le  champ  de  forces  définies  par  la 
fonction  U.  Elles  se  rencontrent  d'ailleurs,  comme  on  sait,  dans 
plusieurs  autres  questions,  telles  que  : 

Celle  des  brachistochrones  (^),  dont  nous  avons  parlé  plus  haut; 

\  est  alors  égal  à 


V/2(U  +  /i) 

Celle  de  l'équilibre  d'un  fil  (^).  On  a  alors  V  =  L  -i-  /<  ; 

(')  Plus  exactement,  qui  vérifient  les  conJitions  du  premier  ordre  corres- 
pondantes. 

(-)  Celle  relation  s'obtient  d'ailleurs  aisément  par  une  quadrature,  èi  l'aide 
du  théorème  des  forces  viAes. 

(■'')  Appell,  Traite  de  Mccanique  rationnelle,  t.  I,  p.  2o5. 
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Celle  de  la  marche  des  rayons  lumineux  dans  un  milieu  d'indice 


variable.  V  est  alors  l'indice  de  réfraction  ( 


76.  Variations.  —  Dans  une  intégrale  considérée  sous  forme 
paramétricjue,  on  variera  la  ligne  d'intégration  en  changeant  la 
forme  des  fonctions  x,  y,  :. 

Il  est  clair  f[ue  ce  changement  peut  se  faire  d'une  infinité  de 
manières  pour  arriver  à  une  même  ligne  Aariée.  Il  définit,  non 
seulement  la  ligne  variée,  mais  une  correspondance  entre  les  points 
de  cette  ligne  et  ceux  de  la  ligne  primitive. 

Cette  correspondance  étant  arbitraire,  nous  pourrons  supposer, 
en  particulier,  que  les  limites  d'intégration  se  correspondent  : 
c'est  ce  que  nous  ferons  en  général  dans  la  suite. 

77.  Le  Voisinaqc  A'ovàvG  p  aura  lieu  lorsqu'on  pourra  disposer 
de  la  correspondance  dont  nous  venons  de  parler,  de  manière  à 
satisfaire  aux  conditions  du  n°  45. 

Dans  le  voisinage  d'ordre  i,  par  exemple,  cela  revient  à  dire, 
on  le  voit  aisément,  que  les  tangentes  aux  points  voisins  des  deux 
courbes,  prises  chacune  dans  le  sens  dos  t  croissants,  font  entre 
elles  un  angle  très  petit;  pour  le  voisinage  d'ordre  2,  qu'en  outre 
les  éléments  géométriques  du  second  ordre  ;  position  de  la  normale 
principale  et  courbure)  sont  également  très  voisins,  etc. 

79.  Plaçons-nous  au  point  de  vue  adopté  dans  ce  chapitre,  celui 
de  la  ^ariation  envisagée  comme  différentiation  par  rapport  à  un 
paramètre.  Si  l'on  change  la  correspondance  qui  existe  entre  les 
points  de  la  courbe  ).  et  de  la  courbe  variée  sans  changer  celle-ci, 
on  n'altère  pas  la  valeur  de  r}I.  Or  si  {âx,  r}y,  ^z)  et  'Ax,  Ay,  Az) 
sont  deux  variations  qui  correspondent  à  la  même  courbe  variée, 
la  différence  de  ces  deux  vecteurs  sera  un  vecteur  sensiblement 
parallèle  au  vecteur  {dx,  dy,  dz).  On  aura  donc 

(36)  Ax  =  ox  —  lidx,      Ay  =  ov  —  hdy,      A:  =  o;  —  hd:. 
Gela  revient  à  dire  que  la  variation 

(37)  ox  =  zx,  oy  =  £y,  0;  =  tz 


(')  Appeli,,  Ioc.  cit.,  t.  I,  p.  2i5. 
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correspond  (quelle  que  soit  la  fonction  s  de  tj  au  cas  où  la  courbe 
primitive  n'est  pas  changée,  la  distribution  des  valeurs  de  t  étant 
seule  modifiée;  et,  en  efTet,  c'est  elle  que  l'on  obtient  en  opérant 
la  substitution    25),  c'est-à-dire  en  remplaçant  les  fonctions 

:i\l^,  y(1),  :{t)       par       o:[m{t)],  y[ni{t)],  z[in{t)] 


o;n 


et  supposant  que  la  fonction  m  dépende  de  a.  On  a  alors  s  =  ^^ 

80.  Variation  normale.  —  On  pourra  profiter  de  cette  trans- 
formation pour  donner  à  la  variation  A  une  expression  qui  per- 
mette d'interpréter  géométriquement  les  formules  obtenues. 

Ainsi  on  peut  toujours  s'arranger  pour  que  la  variation  soit  nor- 
male à  la  courbe  considérée,  c'est-à-dire  que  Ion  ait  : 

Ixdx  +  \vdy  -}-  Izdz  =^  o. 

Il  suffit  de  prendre  dans  la  formule  (3(3) 

.  dx  ex  -+-  dy  oy  -f-  dzoz 

dx'^  -t-  (/y 2  -H  f/z^      * 

Cependant  cette  nouvelle  correspondance  peut  ne  pas  (Mre  com- 
patible avec  la  convention  du  n"  76  relative  auv  limites,  si  celles-ci 
ne  sont  pas  fixes. 

Variation  tronquée.  —  La  même  transformation  36  nous 
montre  immédiatement  ce  que  seraient  les  variations  de  y  et  de  r 
si  l'intégrale,  au  lieu  d'être  prise  sous  la  forme  paramétrique 

(32)  /=    ^'J{x,y/z,x,y,z)dt 

était  considérée  sous  la  forme  primitive  '22'),  j  et  z  étant  consi- 
dérées comme  fonctions  de  x. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  les  variations,  telles  que  nous  les  avons 
étudiées  en  commençant,  s'obtiendraient  en  faisant  correspondre 
entre  eux  les  points  qui  ont  même  abscisse.  Nous  devrons  donc 
déterminer  h  de  manière  à  annuler  \x  ;  nous  voyons  ainsi  que  la 
ligne  qui  correspond  aux  variations  oV%  o\y,  o^r  serait  donnée,  dans 
notre  notation  primitive,  par  le?  variations 

(d8)  o„a-  =  o,  0„J  =  OJ  _  ^-  OX,         r,^z  =  OZ  —  ^-  ÙX. 

C'est  ce  que  nous  appellerons  (avec  M.  Kneser)  les  variations  tron- 
quées de  }'  et  de  z. 
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81.  Extrémales.  —  La  variation  première  de  l'intégrale  (' 


r'- .  .  . 

(32)  /=  f(:c,y,z,oc,r,z)dt 

.  7/0 


se  calculera  évidemment  par  la  formule  générale  (5).  Si,  conformé- 
ment à  la  convention  du  n°  76,  on  admet  que  les  valeurs  de  /  aux 
limites  ne  varient  pas,  on  aura 


T  ^l^ 

(39)  ?J-^{jy.x-^f:^y-^fih)[o-h  j      ih->ox-^liyioY-i-T(-^^oz)dt 


en  posant 


Et  pour  que  o/  soit  nul.   il  faut  que  ces  trois  expressions  soient 
nulles  sur  ).,  soit 

{Ë)  li->  =  h'.»  =  7(=i  =  o. 

11  semble  qu'on  ait  une   équation  de  plus  qu'en   ]iartant   de   la 
forme  : 


(32')  / 


=    I      /•'  j'-"  ^'-o  a-,  r,  :)dx. 


Il  n'en  est  rien,  car  ces  expressions  sont  liées  par  la  relation 
identique  : 

(Zfo')  / Wx  +  /'.'/) y  +  /(=»  z  =  o 

qui  résulte  immédiatement  de  ce  que  oV  est  nul  pour  la  varia- 
tion ^37)  sous  la  condition  £  (/°)  =  s  (/')  =  o  ;  et  que  l'on  vérifie- 
rait sans  aucune  difficulté  sur  les  expressions  {!\o)  en  partant  tic 
l'identité 

à  laquelle  satisfait  la  fonction  homogène  et  du  premier  degré  /". 


('  )  Ici  encore,  comme  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  disliiiguerons,  eu  les 
surmontant  d'un  trait  horizontal,  les  (juantités  qui  se  rapportent  à  la  forme 
paramétrique  de  l'intégrale. 
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81  hi.<.  Il  est  mrme  aise  d'indiquer  les  rclalions  cnirc  les 
expressions  (^|o)  et  les  expressions  analogues  7^^*  et  /(->  auxquelles 
on  arriverait  en  calculant  (n"  53),  la  variation  de  l'Intégrale  con- 
sidérée sous  la  forme  (32').  Cette  dernière  variation  s'obtiendrait, 
en  effet,  en  multipliant  7*^*  et  7'-*  par  les  variations  tronquées 
rj"y,  (?"-,  o\r  calculées  au  n°  80  :  elle  aurait,  en  supposant  les 
extrémités  fixes,  la  valeur 

Pour  que  ceci  soit  identiquement  égal,  moyennant  les  relations  (38) 

0"V  =   6V'  -   OX, 

X 

o"2   r^  OC r  Oa- 

X 

du  n"  80   et  l'idenlilé  dx  =  xdtj,  à  l'expression 
1     (7(''ox  +  7(;"r>  +  7(^)o;)c// 
il  faut,  d'après  le  Lemme  fondamental,  que  l'on  ait 

J{r)  =  yl(y)    -/(  =  ) 

7(..,)   ^  ^/tv) 

et  c'est  bien  entendu,  ce  que  donneraient  aisément  les  formules  de 
passage  (33),  (33). 

Finalement,  nous  avons  donc  bien  un  nombre  d'équations  dis- 
tinctes inférieur  d'une  unité  à  celui  des  équations  écrites  au  pre- 
mier abord,  c'est-à-dire  à  celui  des  inconnues.  Il  devait  évidemment 
en  être  ainsi,  puisqu'il  doit  rester  dans  la  solution  une  fonction 
absolument  arbitraire,  celle  qui  fait  connaître  la  variable  t  en 
chaque  point  de  l'extrémale  cherchée. 


88  CALCUL    DES    VARLiTlOXS 

82.  Exemple.  —  Preûons  par  exemple  l'intégrale  (35)  :   les 
équations  différentielles  des  extrémales  seront 


En  divisant  par  vAr-  +  f  H-  s-  —  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  prenant  pour  variable  /  l'arc  s  de  courbe  — ,  ceci  s'écrit  : 


d  /,-  dx\        ôV 


,        d  /^rdv\        ftV 


ds  \      ds  I        d.r 

d  /y  ((v\        r>\ 
ds  \     ds  /        dy 

\        ds\     ds  I         ôz 

83.  Un  cas  d'intégrabilité.  —  Comme  précédemment^  l'une 
des  équations  {E)  s'intègre  une  première  fois  si  y  ne  dépend  pas 
explicitement  de  y,  par  exemple.  Il  en  est  encore  de  même  siy^  ne 
dépend  pas  explicitement  de  x  :  l'intégrale  est  alors 

y';.  ■==  const. 

Ceci  nous  donne,  comme  on  voit,  un  résultat  cpii  n'était  pas 
apparu  sur  la  forme  (02  )  et  qu'il  est,  d'ailleurs,  facile  de  trans- 
porter au  cas  où  l'intégrale  est  donnée  sous  cette  forme.  La  formule 
de  passage  (33)  donne,  en  effet, 

(A2)  h--I-^fy-^f,=I-yJv~^I^-> 

X  X 

c'est  cette  quantité  qui  donne,  si  f^  ^  o,  une  intégrale  de  nos 
équations  différentielles,  ainsi  qu'on  le  vérifie  directement  sur  la 
forme  (Sa')  de  celles-ci. 
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84.  Puisque  dans  le  cas  do  la  forme  parainétiique  les  c([ua- 
lions  difïérentielles  du  problème  ne  sont  pas  dislincles,  on  ne  peut 
plus  dire^  comme  nous  l'avions  fait  primitivement,  qu'elles  sont  ré- 
solubles par  rapport  aux  dérivées  secondes  ;  et,  en  elTet,  le  hessien 
de  la  forme  <1>  considérée  au  n"  59,  c'est-à-dire,  ici,  de  la  forme 

(43)  *  (x. y,  z)  =7.;.^x2  -+^ff-Y-  -^Ji^z"  -\-  :if^iyz  +  aj-zx  +  ■2f.:yXY, 
est  nul.  Car  les  équations 

(43')   0  =  ^;.2  +  j/,;.;  +  -zj.^  =  ^,.^^..  +  ^.,  =  0/^,  +  v/..  +^2 

(qui  résultent  immédiatement  de  ce  que  les  dérivées  premières 
de  y  par  rapport  à  x,  j,  r  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré 
zéro)  montrent  que  les  trois  dérivées  de  $  s'annulent  pour 

X  =  .T-,  y  =  V,  z  =  c. 

Certaines  des  conditions  établies  précédemment,  en  particulier 
celles  du  n"  65  bis,  doivent  dès  lors  être  modifiées. 

Nous  serons  encore  sûrs  que  les  quantités  f -.,  f -i,  f  1  sont  conti- 
nues partout  et  admettent  des  dérivées  elles-mêmes  continues  en  (jéné- 
ral  :  nous  n'avons,  en  effet,  rien  à  modifier  sur  ce  point  au  raison- 
nement du  11"  65. 

Mais  il  n'en  résulte  plus  que  les  fondions  x,  y,  z  admettent  des 
dérivées  secondes  par  rapport  à  /.  Il  est  même  clair  qu'il  peut  ne 
pas  en  être  ainsi  puisque  l'une  de  ces  fonctions  est  tout  à  fait 
arbitraire  ;  mais,  par  contre,  on  peut  admettre,  pour  la  même  rai- 
son, que  X,  par  exemple,  a  une  dérivée  seconde  par  rapport  à  /. 
()n  peut  même  tout  de  suite  prendre  x  comme  variable  indépen- 
dante et  ramener  l'intégrale  (3?)  à  la  forme  (02')  (puisque  cher- 
chant en  ce  moment  des  conditions  nécessaires,  nous  pouvons 
supposer  qu'il  s'agit  d'un  minimum  faible).  La  condition  pour 
que  (la  fonction  x(t)  étant  choisie  comme  il  vient  d'être  dit)  les 
conclusions  du  n"  65  bis  soient  applicables  est  que  le  hessien  de  la 
fonction /correspondant  à  l'intégrale  ainsi  réduite  soit  difîércnt  de 

zéro. 

dx 
Il  est  bien  entendu  qu'il  y  aura  exception  si    .7  s'annule.  Il  suffira 

alors  de  substituer  à  x  une  des  autres  coordonnées  ou,  plus  gène- 
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ralemcnt,  une  fonction  quelconque  'b  de  ces  coordonnées  telles  que 
j.  soit  différent  de  zéro  au  point  considéré. 

84  J>is.  —  11  est  d'ailleurs  clair  que  le  résultat  doit  être  indépen- 
dant de  la  l'orme  de  la  fonction  'b. 

C'est  ce  que  nous  allons  vérifier  en  elTet  en  nous  plaçant  d'abord 
dans  le 

Cas  du  plan.  —  Les  identités  {f\?^)  se  réduisent  alors  à 

a/.;,;.  -H  yf-.^  =  G        ,        rr/.^;  +  yj ^;,  =.  o 
et  donnent 

ikh)  ^^  =-  — -fe  =-(^  =  Â 

y  ^y      ^' 

A  étant  une  fonction  de  x,  y,  x,  y,  homogène  et  de  degré  ( — 3)  par 
rapport  à  x,  y. 

La  forme  0  est  donc  un  carré  [)arfait 

(Z,5)  ?>(x,  y)  =^  Â(xv  —  y.i)^ 

L'hypothèse  faite  au  numéro  précédent,  et  moyennant  laquelle  les 
considérations  du  n°  65  6/.v  sont  valables,  revient  à  A  ;zf  o. 

Aous  dirons  que  notre  problème  est  ordinaire  si  cette  inégalité 
est  vérifiée. 

85.  Figuratives.  —  Pour  intcr])rétcr  géométriquement  ce  qui 
précède,  nous  introduirons  encore  \a  Jigiiralive  du  [)roblème. 

Celui-ci  pouvant  être  ramené,  soit  à  la  détermination  de  deu\ 
fonctions  inconnues  {x  et  y  en  fonctions  de  /)  soit  à  celle  d'une 
seule  fonction  (y  en  fonction  de  x),  on  doit  s'attendre  à  obtenir  à 
volonté  la  figurative  sous  forme  d'une  surface  (comme  au  n'^  69) 
ou  sous  forme  d'une  ligne  (comme  au  n"  68).  C'est  bien  ce  qui  a 
lieu.  Tj'équation  de  cette  figurative  est,  en  ell'et, 

(/,G)  u^J{x,y) 

(où  nous  n'avons  pas  écrit  au  second  membre  les  quantités  x,  y  qui 
sont  regardées  comme  constantes).  En  vertu  de  la  |)ropriélé  fonda- 
mentale de  f,  elle  est  liomogène  en  x,  y,   u.   Si  donc  ces  trois 
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variables  sont  considérées  comme  des  coordonnées  dans  l'espace, 
cette  éqiialion  re|)résenle  une  surface  conique  ayant  son  sommet 
à  l'origine  ('). 

Du  moins,  c'est  ce  qui  aurait  lieu  si  la  propriété  d'iiomogénéilc 
de /■  ('lait  cnliriemenl  générale.  Mais  nous  avons  vu  qu'il  n'en  est 
pas  ainsi.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  73,  on  peut  seulement 
alûrmer  que  l'équation  ('16),  vérifiée  en  un  point  déterminé  quel- 
conque, le  sera  également  sur  toute  la  (/t-wZ-droite  issue  de  l'ori- 
gine et  qui  passe  par  ce  point.  Ceci  revient  à  dire  que  l'équation  en 
question  re[)résenle  une  des  nappes  d'une  surfnee  conique. 

D'autre  part,  nous  pouvons  considérer  x,  y,  u  comme  des  coor- 
données homogènes  dans  le  plan.  L'équation  (46)  représente  alors 
une  courbe  plane,  que  l'on  peut  d'ailleurs  représenter  en  coordon- 
nées absolues  en  donnant  à  l'une  des  trois  variables  précédentes  la 
valeur  i. 

L'é(piali()n 

n'est  autre  que  cette  figurative  oblenue  conformément  à  la  défini- 
tion du  n"  68  en  prenant  x  comme  variable  indépendante  avec 
emploi  de  la  formule  de  passage  (.'>.'V). 

Mais,  en  conservant  à  l'intégrale  sa  forme  paramétrique,  nous 
prendrons  de  préférence  comme  jhjuralive  la  ligne  obtenue  en  fai- 
sant «  =  I,  soit 

(/,:')  7(r,  .;)  =  .. 

D'a[)rès  la  manière  même  dont  nous  y  sommes  parvenus,  les 
deux  lignes  (^7)  et  {^']')  autrement  dit,  les  figuratives  correspon- 
dant aux  deux  formes  équivalentes  {?yj>.)  et  (.32)  d'une  même  inté- 
grale) sont  lioniographiques  l'une  de  l'autre.  Elles  se  déduisent 
d'ailleurs  très  simplement  du  cône  (46),  dont  elles  représentent 
respectivement  les  sections  par  les  deux  plans  x  =  i,  «  =  i. 

L'égalité  Â  =  o  correspondrait,  pour  l'une  ou  l'autre  de  ces 
deux  courbes,  à  une  inflexion.  Le  cône  (/i6)  aurait  alors  un  contact 
du  second  ordre  avec  le  plan  langent  correspondant. 


(I)  Un  cône  claiitune  surface  dôveloppable,  ceci  donne  bien  j'jrflr — \J ■•ù)  —°- 
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86.  Figuratrice.  —  De  la  figurative  définie  par  réquallon  '^7  , 
se  déduit  une  autre  courbe  qui  jouera  également  un  rôle  important 
dans  la  suite  :  c'est  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  un  cercle 
ayant  l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour  rayon,  courbe  dont  le 
problème  isopérimétrique  (voir  liv.  IV)  nous  fournira  une  inter- 
prétation simple  et  que  nous  nommerons  la  figuratrice . 

Grâce  à  la  relation  xf:.-  -^  y/;  =f=i.  l'équation  de  la  tangente 
à  la  ligne  {^']')  peut  s'écrire 

(X,  Y,  étant  des  coordonnées  courantes).  La  polaire  réciproque 
dont  nous  venons  de  parler  est  donc  le  lieu  du  point  de  coordon- 
nées 

(48)  p=f.:-^^       q=h' 

Pour  obtenir  ce  lieu,  il  semblerait  que  l'on  doive  éliminer  x  et  y 
entre  les  trois  équations  (48)  et  (^7  )• 

Il  importe  d'observer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

En  effet,  les  fonctions/,;, /,;,  étant  homogènes  et  de  degré  zéro 
par  rapport  à  aï  et  à  y  ne  contiennent  (outre  x  et  y)  qu'une  seule 

y  ...  .  , 

variable  :  le  rapport  r.  Il  suffira  donc  d'élitniner  cette  quantité 

X 

entre  les  seules  équations  (48)  pour  avoir  l'équation 

(49)  H(p,  q,  X,  y)  =  o 

de  la  figuratrice. 

On  voit  que  cette  courbe  représente  le  lieu  du  point  (48)  non 
seulement  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  vérifient  la  condition  (  47  ), 
mais  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  et  de  y. 

87.  Forme    géométrique    de   l'équation    du  problème.  — 

L'introduction  de  la  quantité  A  définie  au  n"  84  bis  permet  d'écrire 
sous  une  forme  simple  l'unique  équation  du  problème  à  laquelle 
doivent  se  réduire  les  deux  relations 

(Ë)  7''-)   =  0,  /(y)  =  G. 

Si,  en  elVet,   on  a[)plique  aux  fonctions  y,.,  J^  homogènes  cl  du 
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premier  degré  en  .r,  y  litlenlilé  d'iuiler  et  qu'on  remplace  L.;.,... 
par  leurs  valeurs    4^  >  i^  vient  : 

avec 

(•'^  0  F  =  k  [xy  —  V  x)  +  /.^  —  /y,,; 

/■•    ••    1 ,  •  .  à-o:       d'^v  \      , 

ix,  y  désignant  -^  ^    7/^/'  "^  sorte  que 

(Ê,)  F=o 

est  léqualion  du  problrme. 

De  plus,  l'équation  ainsi  écrite  admet  une  interprétation  géo- 
métrique  immédiate  :   car   l'expression  xy  —  xy  représente,   au 

dénominateur  [x-  +  v^)^  près  la  courbure  ..  de  la  courbe  chercbée. 

On  a  donc  : 

[x^  -+-  y-y 
La  courbure  d'une  extrémale  est  ainsi  exprimée  en  fonction  des 
coordonnées  'x,  y   d'un  point  de  celte  courbe  et  du  rapport  ■. ,  qui 

X 

définit  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 

En  vertu  des  relations  (Sg)  et  (5o),  la  variation  de/  (à  partir  d'une 
courbe  quelconque   est,  si  du  moins  les  extrémités  restent  fixes, 

(53)  /  F(dyox  —  dxoy). 

Le  facteur  flyo'x  —  (Lrr)y)  est,  comme  cela  est  évident  a  p/7'0/7, 
invariant  par  la  transformation  (36)  du  n"  79.  Il  représente,  comme 
on  sait,  l'aire  du  petit  parallélogramme  construit  sur  un  élément 
idx,  (h)  de  la  courbe  considérée  et  sur  la  variation  [r)x,  Oy).  Ce 
parallélogramme  peut  être  considéré  comme  étant  le  produit  de  sa 
base  ds  =  \^(Ix^  -\-  dy^,  longueur  de  l'élément  de  courbe  par  sa 
hauteur  An,  distance  normale  de  la  courbe  primitive  et  de  la 
courbe  variée,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 


(54)  '^  =  f^' 


Xnds. 
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88.  Exemple.  Géodésiqiies.  —  Supposons  que  /  soit  l'expres- 


sion 


(55) 


I  =   j  v/eJ«2  _^  2Ydmlv  +  Gdv' 


(où  E,  F,  G  sont  des  fonctions  de  ii  et  de  i')  qui  représente  la  lon- 
gueur d'un  arc  de  courbe  tracé  sur  une  surface  rapportée  aux 
coordonnées  curvilignes  u,  v  :  on  aura  en  appliquant  la  formule 
(oî)  : 


(5G)     F= 


-  ^  ^EG  —  V')(uv~vu) 


+  -  (E»2  +  2F«y  +  Gy-^)  [(F„-E,)ù  +  (0„  — F,)i'] 
+  ^  (E(H-Fi' )  (E,«2+2F,uù-FG,i'2)  _  y  (Fa+Gy)  (E,,;?^+2F„îu")+G„i>  ,| 

et,  moyennant  celle  expression  de  F,  la  variation  de  /,  lorsqu'on 
change  la  forme  de  la  courbe  en  en  laissant  les  extrémités  fixes, 
sera  donnée  par  la  formule  (54),  pendant  que 


(^\) 


F=o 


sera  l'équation  différentielle  des  extrémales  correspondantes,  c'est- 
à-dire  des  gcodcsirjiies  de  la  surface. 


89.  Cas  de  l'espace-  —  Prenons  ensuite  l'intégrale 

(ce  que  nous  dirons  à  son  sujet  restant  d'ailleurs  applicable  pour  un 
plus  grand  nombre  de  dimensions).  La  l'orme  'V>  se  réduit,  nous  l'avons 
vu,  à  deux  carrés  au  lieu  de  trois  et  son  discriminant 

(57)  /),;•    h    h 

h   h  h 

est  nul. 

A  la  forme  (32')  de  la  même  intégrale  obtenue  en  prenant  x  comme 
variable  indépendante  correspond  un  polynôme  <I>o  analogue  à  <I> 
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dont  les  coefficients  ne  sont  autres  (moyennant  riiypollièse  a' =  i) 
que  les  coefficients  correspondants  de  *,  de  sorte  que  son  discriminant 
Ao  est  le  mineur  du  déterminant  (67)  par  rapport  au  premier  élément, 
La  forme  <t>  n'est  autre  que  Tensondjle  des  termes  du  second  degré 
de  l'accroissement  de  /,  lorscju'on  considère  x,  y,  z  comme  des  ac- 
croissements très  petits  donnés  à  x,  y,  z  et  par  rapport  auxquels  on 
développe  suivant  la  formule  de  Taylor.  Nous  voyons,  d'autre  part, 
que  'î'o  est  ce  à  quoi  se  réduit  celte  quantité  *  lorsqu'on   fait  x  =  o 

en  remplaçant  en  outre  x,  y,  z  par  1,  v  .    "  j .  La  condition  postulée 


au  n"  84  est  que  la  forme  ainsi  simplifiée  contienne  bien  deux  carrés 
et  non  un  seul. 

Moyennant  cette  condition,  les  équations  du  problème  se  réduisent 
à  deux  (et  non  pas  à  une  seule)  entre  lesquelles  on  ne  peut  pas  éli- 
miner les  dérivées  secondes. 

Il  est  clair  que  nous  pourrions  en  dire  autant  pour  le  cas  où  l'on 
prendrait  y  ou  z  comme  variable.  Il  est  môme  clair  maintenant  que 
les  conditions  obtenues  dans  ces  trois  cas  seront  en  général  (c'est-à-dire 
si  la  courbe  considérée  n'a  sa  tangente  parallèle  à  aucun  des  plans 
coordonnés)  équivalentes  entre  elles. 

On  peut  mettre  ce  fait  directement  en  évidence  en  considérant  le 
déterminant 


(58) 


A,^ 


./;-  /^/  ./>i  ^1 

Âr        h        Jji        ^. 

^^     h     h      ^a 


Y  2 


^3 


c'est-à-dire  le  déterminant  (07)  bordé  à  l'aide  de  trois  quantités  arbi- 
traires J^j, '^/j, 'i,,  que  nous  considérerons  ensuite  comme  les  dérivées 
partielles  d'une  fonction  'l  de  x,  y,  c. 

Grâce  à  ce  fait  que  le  discriminant  de  <i>  est  nul,  ce  déterminant 
(forme  adjointe  de  <ï>j  est  un  carré  parfait,  lorsqu'on  le  considère  comme 
fonction  de  'i^,,  'li.^,  '\>^  :  on  a  (^) 


(59) 


A,^  =  m('l^x  -+-  'l.^y  -h  <h.iZ)- 


h     7^. 


(')  Ce  fait  bien  connu  (Seruet,  Ahj.  super.,  4"  édit.,  t.  I,  p.  56o)  se  recon- 
naît d'ailleurs  immédiatement  en  multipliant  les  trois  premières  lignes  du 
déterminant  (58)  par  x,y,z,  et  ajoutant,  puis  opérant  de  même  sur  les  trois 
premières  colonnes. 
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Ceci  montre  que  la  condition  A,'  ;zf  o  est  indépendante  du  choix 
de  '!/,,  •l.^,  ']^3,  c'est-à-dire  du  choix  de  la  fonction  'l,  tant  que  l'on  n'a 
pas  ■l'^x  H-  '\i.,Y  -h  'j'aZ  =  o,  c'est-à-dire  tant  que  cette  cjuantifé  'l  est 
de  celles  C[u'on  pourrait  prendre  comme  variables  indépendantes  sur 
la  courbe  ).  aux  environs  du  point  considéré  ('). 

Cette  inégalité  A,i  ;z^  o  exprime  !  notions  préliminaires  n°  15)  que 
la  forme  <l  est  générale  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z  liées  par  la 
relation 

6,x  +  'Ij  +  '^,z  =  o. 

Elle  représentera   pour   nous   la  condition  pour  que  le  problème  soit 
ordinaire. 

90.  Quanta  ]a  figurai  ivc,  on  pourra  la  représenter  par  l'équa- 
tion homogène 

(Go)  Il  =f{x,  j,  z) 

en  Y  considérant  x,  y,  c,  ii  comme  des  coordonnées  homogènes 
dans  l'espace  ordinaire  ("). 

Si  1  on  l'ait  x  =  i,  on  retomhe  sur  la  figurative 

(6.)  u=J{uy',:')=f{!/,z') 

du  n  "  69,  relative  à  la  variahle  indépendante  x. 

En  prenant  au  contraire  x,  j,  z  comme  coordonnées  absolues, 
nous  aurons  la  figurative 

(6i')  7,;,y,c)=i 

évidemment  homographique  de  la  première. 

Le  hessien  de  la  forme  <l>o  (nnméro  précédent)  est 

(')  Si  l'on  fait  un  changement  de  variables  de  déterminant  fonclionnel  i, 
où  la  nouvelle  variable  x  ne  soit  autre  que  la  quantité  <l/.  et  que  l'on  prenne 
celte  quantité  comme  variable  indépendante,  la  valeur  de  Ao  obtenue  dans  ces 
nouvelles  conditions  sera  égale  au  déterminant  (58).  C'est  ce  que  l'on  recon- 
naît immédiatement  en  faisant  appel  à  la  propriété  d'invariance  du  discriminant 
(Serret,  loc.  cit.,  n"  248)  et,  par  conséquent  (Not.  prélimin.,  n"  15)  du  dé- 
terminant A,i,. 

T 

(-1  En  regardant  x,  y,  z,  u  comme  autant  de  coordonnées  absolues,  on  serait 
conduit  à  considérer  l'équation  (Go)  comme  représentant,  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions,  une  multiplicité  conique. 
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de  soile  que  la  condition  examinée  an  numéro  précédent  ex- 
prime (')  que  la  surface  (6i)  n'a  pas  au  point  (/,  z',  n)  un 
point  parabolique.  Elle  revient  donc  aussi  à  exprimer  qu'// f//  est 
de  même  pour  la  surface  {Qi'\  puisque  ces  deux  surfaces  sont  lio- 
mographiques. 

La  figurative  (60)  inter\icndra  également  par  sa  polaire  réci- 
proque 

(62)  H(p,  q,  r,  X,  y,  ;)  =  o 

par  rapport  à  la  sphère  de  rayon  i  qui  a  l'origine  pour  centre. 
Cette  polaire  réciproque,  la  figiiralrice,  qui  est,  en  général,  une 
surface  voir  plus  loin  n"""  140  bis,  140  ter)  sera  encore  le  lieu  du 
point  de  coordonnées 

(62')  P=hq=h^^'=l 

que  X,  y,  z  soient  liées  par  l'équation  '61')  ou  non  :  les  quantités 
/),  q,  r  ne  dépendent  en  eiîet  que  des  rapports  mutuels  de  x,  y,  z. 


91.  Pour  étendre  au  cas  de  trois  variables  les  calculs  du  n°  87-  on 
remarquera  que  *  (x,  y,  z)  peut  s'écrire  comme  une  forme  quadra- 
tique par  rapport  aux  trois  quantités 

(G3)  Il  =  vz  —  :y,  V  =  :x  —  J-Z,  10  =  a-y  —  yx  ; 

c'est  ainsi,  en  effet,  que  peut  s'exprimer  une  forme  à  trois  variables 
dont  toutes  les  dérivées  sont  nulles  au  point  {x,  y,  :)  ;  les  trois  combi- 
naisons précédentes  n'étant  d'ailleurs  pas  indépendantes,  mais  liées 
par  la  relation 

(64)     x(yz  —  ry)  +  v(:x  —  xz)  -+-  :(."''y  —  vx)  =  ux  -+-  vy  -+-  w:  =  o 

Si  d'une  manière  générale,  on  cherche  une  ligne  dans  l'espace  à 
n  -+-  I  dimensions,  la  forme  <t>,  à  n  -h  i  variables  se  réduira  à  n 
carrés:  la  condition  suffisante  pour  l'existence  des  dérivées  secondes 
est  que  ce  nombre  de  carrés  ne  se  réduise  pas  an  —  i.  La  forme  <l> 

s  exprimera,  d  autre  part,  a  1  aide  de  -^^ combinaisons  analogues 


(i)JoRD\>,   Cours  (TAn'iIySi',  a^cdit,,  t.  T,  p.  Sifj;  ('iduhs.vt,    Cours   d'Ana- 
lyse, t.  I,  p.  5()3  ;  HcMiîEiiT,  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.   V'S. 
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à  (G3),  lesquelles  se  réduiront  à  11  distincles  en  veiiu  de  relations  ana- 
logues à  (GZl). 

92.  La  possibilité  d'exprimer  *  eu  fonction  des  variables  (63) 
peut  s'interpréter  géométi'iquenient  de  la  manière  suivante  :  elle 
exprime  que  l'équation 

(05)  ^'{x,  y,  z)  =  I 

représente  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direc- 
tion de  paramètres  directeurs  x,  y,  z. 

On  peut  d'ailleurs  construire  simplement  ce  cylindre  en  partant  de 
la  figurative  représentée  par  l'équation 

((il')  7  (;,;,;)  =  ! 

La  surface  (Gi')  a  son  plan  tangent  défini  (en  désignant  par  X,  Y,  Z 
des  coordonnées  courantes)  par  l'équation 

(X  -  x)f,  +  (Y  -  y)f,  +  (Z  -  z)J\  -=  o 

ou  en  posant  X  =;:  a-  -4-  x,  \  =  y  -+-  y.  Z  ==  :  -4-  z,  par  l'équation 

x/"-  +  yff>  +  z/i  =  o 

Or,  si  l'on  se  reporte  à  l'expression  (43)  de  <I>  (n"  84),  on  voit  cpje 
l'équation  f|>(x,  y,  z)  =  i,  jointe  à  l'équation  du  plan  langent  telle 
que  nous  venons  de  l'écrire,  représente  VimUcalrice  de  la  surface  (Gi). 

Considérée  isolément,  par  conséquent,  cette  même  équation 

(G5)  *(x,  y,  z)=i, 

représente  le  cylindre  mené  par  l'indicatrice   en    question   parallèle- 
ment è»  la  direction  [x,  y,  2). 

93.  Passons  au  calcul  de  7*'>,  /(''>,  l^'-\  Nous  savons  que  ces  quan- 
tités doivent  vérifier  la  relation 

(/,o')  a-7(')  +  r/fy»  --f-  c7(=)  =  o 

Nous  remarquerons  comme  l'a  fait  M.  Volterra  (')  dans  des  circons- 
tances plus  générales  que  nous  retrouverons  au  Cliap.  Vil,  cjue  cette 
relation  conduit  à  poser 

(GG)        7(^)  =  Q--  —  U.v,  7<v)  =  l\'r  —  P,',  7'>t  r^  Pv  -  0.7- 


(1)  Acki  Mnlh.,  t.  \II. 
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et,  par  conséquent,   à  définii-  les   exlrémales   par  les   cqnalions    (au 
nombre  de  deux,  celte  fois) 

(67)        .  '^  =  ?  =  ? 

X        y  z 

Nous  tombons  bien,  pour /<'),/<;''.  y(=',  sur  des  expressions  de  la 
forme  (66)  si  nous  parlons  de  l'expression  de  «F  en  fonction  des  va- 
riables (63) 

(68)  *^x,  y,  z)  =  ^{11,  V,  71'). 

Introduisons  cette  valeur  de  «1»  dans  les  quantités 

celles-ci   deviendront  (en   appliquant  ridentilé  d'Euler  aux  fonctions 

T-'  =  ï  (^'  ^i  -  ^  E)  +  ^  (/-  -^^=)  +^(/^'  -/^^^'- 

(aA'ec  II  z=i  yz  —  zy,v=:^zx  —  x  z,w  =  xy  —  y  x).  Nous  aurons  donc 
les  formules  (66)  avec 

(p 7  7  I  ô'f 


R=/.«-/i!--^- 


1  ô'f 

2  ôZt' 


94- Cliercbons  une  interprétation  aféométrique  des  termes  -,  --•--• 
La  fonction  'f  n'est  définie  par  la  relation  {Ç)S)  que  pour  les  valeurs 
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de  a,  V,  lu  qui  Yérificnl  la  condition  ('G4)(').  Par  conséquent,  nous  ne 
devons  pas  considérer  l'équation 

(70)  o(h,  V,  w)  =  I 

(lorsque  a,  v,  w  y  désignent  dos  coordonnées  cartésiennes)  comme  repré- 
sentant une  surface,  mais  comme  représentant  une  courbe  '£  située 
dans  le  plan 

(G4)  nx  -H  vy  +  iv:  =  O 

c'est-à-dire  dans  un  plan  de  section  droite  du  cylindre  (05).  La  courbe 
en  question  est  évidemment  une  conique.  Si  l'on  lemarque  que  (a,  v,iv) 
est  le  moment  du  segment  (x,  y,  z)  par  rapport  à  l'extrémité  d'un 
segment  de  même  origine  que  lui  et  de  piojeclions  x,  v,  c,  on  voit  que 
celte  conique  est  liomotliétique  à  la  section  droite  du  cylindre  (G5)  que 
l'on  aurait  fait  tourner  d'un  angle  droit  dans  son  plan.  Elle  est  même 

égale  à  celte  section  droite  si  x,  j,  z  sont  des  cosinus  directeurs  :  c'est 
donc  ce  qui  a  lieu  si  le  paramètre  t  est  l'arc  s  de  la  courbe  considérée  ÎT. 
D'autre  part,  si  le  paramètre  t  est  ainsi  choisi,  le  segment  dont  les 
projections  sur  les  axes  coordonnées  sont  les  quantités 

(G3')  «  =  y;  ZY,   V  =  ZX  XZ,   IV  =  XY  yx 

est,  d'après  les  formules  de  Frenet,  peipendiculaire  au  plan  osculateur 
à  la  courbe  '£  et  égal  à   l'inverse  du   rayon  de  courbure.  On  peut  le 
nommer  le  aegment  de  courbure  de  la  courbe  'X. 
On  en  déduira  le  segment  qui  a  pour  projections 

(71)  ô,    a.ô. 

àU     du      dW 

en  prenant  la  polaire  du  point  (G.)')  par  ra|)port  à  la  conique  repré- 
sentée par  l'équation  (70).  puis  le  pôle  de  cette  droite  par  rapport  au 
cercle  de  rayon  i  qui  a  l'origine  pour  centre  dans  le  plan  de  cette 
conique.  Enjoignant  ce  pôle  à  l'origine,  on  a  le  segment  (71  )  que  l'on 
devra  ensuite  composer  avec  celui  dont  les  projections  sont 

J  -y        J  :r^'  J  •'---        ./  iï  '  J  ii^        /  -''-y 

et  qui  ne  dépend  (outre  le  point  (j-,  y,  -)  cl  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion y  )  que  de  la  direction  de  la  tangente. 

P)  .autrement  dit,  on  peut  ajouter  à  la  forme  quadratique  c  un  multiple 
([uciconque  de  la  forme  linéaire  tix  -\-  vy  +  »'j.  Lne  telle  modification  de  es 
augmenterait  les  quantités  ((iy)  (pour  les  valeurs  de  u,  y,  w  liées  par  la  rela- 
tion ((j'i))de  ternies  proportionnels  à  x,  j,  z,  ce  qui  ne  changerait  pas  les  rela- 
tions (67). 
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Le  segmenl  total  devra  si  la  ligne  considérée  est  une  exlréniale, 
être  dirigé  suivant  la  tangente,  en  vertu  des  équations  ((Jy). 

93.  Si,  en  un  point  M  de  la  courbe  !X,  /(>),  7i;/)^  /(=)  ne  sont  pas 
nuls  simultanément,  ils  définissent  une  direction  de  plan  1 1 ,  la(|uelle, 
en  vertu  de  la  relation  {\o'),  passe  par  la  tangente  MT  à  la  courbe. 

La  variation  de  /  sera  nécessairement  nulle  (les  extrémités  étant 
fixes),  si,  en  chaque  point  de  L,  la  variation  [ox,  d'y,  âz)  a  lieu 
dans  le  plan  11  correspondant;  autrement  dit,  si  l'on  suppose  que 
notre  courbe  se  déplace  en  engendrant  une  surface  tangente  à  tous 
ces  plans. 

Mais  nous  n'avons  ainsi  tenu  compte  que  des  valeurs  propor- 
tionnelles de  /('),  /(."',  /(=•,  autrement  dit,  de  la  direction  du  seg- 
ment 

(72)  Jc),  7'.''', /(=). 

Introduisons  maintenant  la  longueur 


V//W2  +7(y)2  _^  /(=)2 

ds 
de  ce  segment,  longueur  que  nous  désignerons  par  y  j.  (ds  étant 

l'élément  d'arc). 

Soit,  d'autre   part.  M'  le  point  {x  -+-  âx,  y  H-  ây,  :  -t-  r}:)  et 

soit  0  l'angle  que  fait  MM'  avec  le  plan  II,  — cet  angle  étant  considéré 

comme  positif  (  o  <^  0  <<  -  )  ou  comme  négatif  (  o  >■  (5  >■  —  -  )  sui- 
vant que  MM'  est  ou  non  du  même  côté  du  plan  II  que  le  seg- 
ment (72)  — ,  de  sorte  que  (-  —  û)  sera  l'angle  de   ce  segment 


avec  MM'.  L'élément  de  linlégrale  âl  sera 


(73)  vds  .  MM'  sin  0. 

Si  MM'  est  une  variation  normale,  —  ce  qu'on  peut  toujours 
supposer  moyennant  la  transformation  (.')6)  laquelle  n'altère  pas  la 
valeur  de  la  quantité  précédente  — ,  il  représentera  la  distance 
normale  An  de  la  courbe  primitive  et  de  la  courbe  variée  de  sorte 
que  l'élément  de  l'intégrale  âl  s'écrira 

(73')  Vf/s  .  An  sin  0 

$  étant  alors  l'angle  dièdre  formé  par  le  plan  II  et  le  plan  MM'T. 
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Soit  £  une  quantité  positive  très  petite,  ^lenons  à  la  tangente  MT 
de  notre  courbe  au  point  M  une  parallèle  lut  (Ji(j.  ~)  située  dans  le 
plan  n  à  une  distance  égale  à  iv  (cette  distance  étant  portée  de 

gauche  à  droite  (')  pour  un  observateur 
j^  placé  dans  la  direction  du  segment  (72)) 
et  sur  cette  parallèle,  prenons  un  point 
quelconque  m  voisin  de  M.  La  quantité 
£V(/.s'  représentera  l'aire  d'un  petit  pa- 
rallélogramme f/ra  ayant  deux  côtés, 
égaux  à  r élément  de  courbe  ds,  dirigés 
suivant  les  deux  parallèles  précédentes 
et  un  côté  suivant  Mm.  L'élément  d'intégrale  (yS)  multiplié  par  s 
représente  le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  ce  parallélo- 
gramme et  sur  le  segment  MM',  parallélipipède  dont  la  hauteur  est 
MM'  sin  0. 

Le  même  fait  apparaîtra  sous  une  autre  forme  si  l'on  part  des 
expressions  (6G).  En  substituant  celles-ci  à  la  place  de  /w,  l^y\  /(=) 
dans  la  variation,  on  voit  que  cette  dernière  est  représentée  par 
l'intégrale 


Fiu    7 


(7^) 


I    ZX  {Qdz  -   R</V  ,  -f-  \y  (Rc/;r  —  Pdz)  +  02  [Pdv  -+-  Qdx) 


/ 

/ 


dx  dy  dz 

ox    oy   0; 
P    O   R 


dont  l'élément  n'est  autre  que  le  parallélépipède  construit  sur  les 
trois  segments 

{dx,  dy,  dz),  (ox,  oy,  oz),  (P,  Q.  R;. 

îP,  zQ,  cR  sont  d'ailleurs  les  projections  du  segment  (-)  Mm. 

95  6i^.  Supposons  maintenant  qu'on  trace  ce  segment  Mm  en 
chaque  point  de  la  courbe.  Il  engendre,  lorsque  le  point  M  varie, 

(')  Nous  supposerons  les  axes  de  coordonnées  choisis  (comme  il  est  d'usage 
en  Astronomie)  de  manière  qu'un  oijservateur  placé  suivant  la  direction  de  l'axe 
des  z  voie  le  plan  des  y;  à  gauche  de  celui  des  x:. 

{-)  P,  Q,  R  ne  sont  définis  par  les  relations  (GG)  qu'à  des  termes  près  de  la 
forme  px,  zv.  zc,  où  p  est  arhitrairc.  La  variation  de  p  correspondrait  précisé- 
ment à  un  déplacement  du  point  m  sur  la  parallèle  qu'il  est  assujetti  à  décrire. 
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un  i-iibaii  de  surface  {Jig.  ~,  8)  de  largeur  infiniment  pclilc  (et, 
en  général,  variable)  égale  à  îv. 

Se  donner  les  quantités  72)  en  chaque  point  de  '£  revient  à  se 
donner  ce  ruban  de  surface. 

Considérons  le  déplacement  (^yx,  ùy,  r)z^  comme  résultant  du 
mouvement  de  molécules  fluides  qui  subissent  ce  déplacement 
pendant  un  certain  intervalle  de  temps  très  petit  o^T.  Le  produit 
par  E  de  l'intégrale  (7^  ,  c'est-à-dire 
la  variation  cherchée  oV,  n'est  autre 
queley7«j;  'j  qui  traverse,  pendant 
cet  intervalle  de  temps,  le  ruban  de 
surface  dont  nous  venons  de  parler, 
(^e  flux  sera  considéré  comme  positif 
ou  comme  négatif  suivant  qu'il  tra- 
verse le  ruban  de  surface  de  gauche  à 
droite  ou  de  droite  à  gauche  pour  un  observateur  placé  suivant  la 
tangente  à  la  courbe  prise  dans  le  sens  des  t  croissants. 

On  pourrait  d'ailleurs,  l'expression  1-4  étant,  au  signe  près, 
symétrique  par  rapport  aux  segments  (P,  Q,  R),  i&x,  r}y,  r}:\  con- 
sidérer le  second  de  ces  segments  comme  engendrant  un  ruban  de 
surface  et  le  premier  comme  représentant  la  vitesse  d'une  molé- 
cule; r)!  sera  alors  le  flux  qui  traversera  ce  nouveau  ruban  de  sur- 
face dans  lu  ni  lé  de  temps. 

Enfin  le  parallélogramme  construit  sur  les  deux  segments  j)récé- 
dents  engendre,  en  se  déplaçant,  un  volume  sorte  de  prisme  à 
arêtes  curvilignes)  et  c'est  ce  volume  (f(J-  <S)  qni  représente  loI. 
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96.  Prenons,  par  exemple,  l'intégrale   35    avec  \  =^  i,  de  sorte 
que  /  représente  la  longueur  de  la  ligne  AB. 

En  désignant  par  Ax,  Ay,  A:  des  variations  normales,  on  aura  : 


Av 


v/x^- 


Azl 


Cj  Appell.  Traité  de  mécanique  rationnelle,  tome  III,  n"'  535,  700. 
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En  appelant  a,  ^'5.  y;  a',  fi',  '/  les  cosinus  directeui-sdela  tangente 
et  de  la  normale  principale  à  la  courbe  AB,  R  le  rayon  de  courbure 
et  In  la  longueur  de  la  variation  normale,  le  crochet  pourra 
s'écrire  : 


OÙ  6  est  l'angle  de  la  normale  principale  avec  la  normale  com- 
mune à  la  courbe  et  au  déplacement.  Cette  normale  commune 
peut  être  considérée  comme  la  normale  au  ruban  de  surface  engen- 
drée par  la  courbe  variée.  -• — tt  est  dit  le  rayon  de  courbure  géodé- 
sique  (')  p,^  de  la  courbe  AB  sur  celte  surface. 

Le  plan  II  est  ici  perpendiculaire  à  la  normale  principale  et  v  ^^i^  • 

97.  Lorsque  la  surface  sur  laquelle  se  déplace  notre  courbe  est 
rapportée  à  des  coordonnées  curvilignes  u,  v,  la  longueur  de  cette 
courbe  est  représentée  par  une  expression  de  la  forme  55  et  sa 
variation  a  la  valeur 


(75)  (  F{dvmi  — 


duov) 


avec  la  valeur  (56)  de  F . 

Comparons  cette  valeur  avec  l'expression 


(75)  j  5i;^ 


sln  0   .     , 


que  nous  venons  d'obtenir. 

Le  (acleur  (dvâu  —  dar}v)  qui  figure  dans  la  quantité  75  est  l'élé- 
ment d'aire  d'un  plan  sur  lequel  on  représenterait  chaque  point  de  la 
surface  par  le  point  ayant  [lour  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires les  valeurs  correspondantes  de  u,  i\  On  sait  qu'il  faut  le  multi- 
plier par  v^EG  —  F-  pour  obtenir  l'élément  d'aire  correspondant  de 
la  surface  considérée,  à  savoir  celui  qui  est  compris  entre  un  élé- 
ment de  notre  courbe  et  un  élément  voisin  de  la  courbe  variée  et 
que  nous  avons  représenté  plus  haut  par  Ands. 

(')  Aoir  DAiuioix,  Leçons  i<ur  In  Thcori;-  ilrs  surfarrs.  lonic  II,  p.  35Ô  et 
tome  III,  ll\.  ^  I,  cliap.  VI. 
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On  a  donc 


I  —  A/u/.s-  =     I   —..—  i\/i(/.s 


Dans  celte  égalité  entre  la  quantité  A/;,  arbitrairement  choisie  en 
chaque  point  de  noire  arc  de  courbe  pourvu  qu'elle  soit  nulle  aux 
extrémités).  Donc,  en  vcrlu  du  lemmc  fondumenlal,  on  doit  avoir 

,  p.  sin  0         I  F 

(76) 


U         p,        t/EG  -  F^ 

F  étant  la  quantité  (50). 

0^  est  ainsi  exprimé  en  fonction  de  l'élément  linéaire  de  la  sur- 
la  ce. 

On  voit  par  cet  exemple,  qu'indépendamment  de  ses  consé- 
quences en  Calcul  des  variations,  notre  lemme  fondamental  est 
utile  comme  moyen  de  transformation  des  expressions  différen- 
tielles. Il  intervient  plus  fréquemment  encore  à  ce  titre  à  propos 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 

98.  Cas  des  lignes  fermées.  —  L'introduction  de  la  forme 
paramétrique  permet  de  traiter  le  cas  où  la  ligne  cherchée  n'est 
plus  assujettie  à  la  condition  d'avoir  ses  extrémités  en  deux  points 
dormes,  mais  à  celle  d'être  fermée. 

Cette  ligne  devant  être  telle  que  chacun  de  ses  arcs  satisfasse 
aux  conditions  de  l'extrernum  par  rapport  aux  lignes  qui  ont 
mêmes  extrémités  que  lui,  tout  doit  se  passer,  sur  chacun  de  ces 
arcs,  comme  nous  l'avons  expliqué  dans  ce  qui  précède.  Si  l'on  se 
trouve  dans  les  conditions  où  les  résultats  du  n"  84  excluent  une 
discontinuité  des  dérivées  premières,  (voir  plus  loin  cliap.  I\  ) 
texlrenmm  ne  peut  être  fourni  que  par  une  extrémale  fermée  à 
tangente  partout  continue. 

C'est  ainsi  que  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  la  ligne  fermée 
la  plus  courte  faisant  le  lour  de  la  surface  est  une  géodésique  fer- 
mée, l'ellipse  de  gorge. 
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III.    L'EXTRÉMALE    QUI   JOINT    DEUX    POINTS 

99.  \ous  allons  maintenant,  en  considérant  successivement  cha- 
cune des  deux  formes  de  l'intégrale,  discuter  le  problème  qui  s'est 
posé  à  nous  précédemment  '.joindre  deux  points  donnés  par  une 
extrémale. 

Partons  d'abord,  en  commençant  par  le  cas  du  plan,  de  la  forme 

où  x^  est  supposé  plus  grand  cpie  x'^ . 

^loyennant  l'hypollièse/^/j  ^  o,  l'équation  dilTérentielle 

fournit  une  extrémale  bien  déterminée  passant  par  le  point  k'x^,  y^' 
€t  admettant  en  ce  point  une  tangente  donnée  quelconque. 

Désignons  par  j'°  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  A  à 
une  extrémale  prise  nue  fois  pour  toutes  et  par  y  "  +  y-  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  une  autre  extrémale  quelconque 
issue  de  A,  l'ordonnée  y  de  celle  extrémale  étant,  par  conséquent, 
une  fonction  de  a?  et  de  a. 

D'après  les  résultats  rappelés  aux  n"^  20-21,  la  fonction  y  ainsi 
obtenue  a,  par  rapport  à  a,  une  dérivée  partielle  ou  variation)  y  : 
cette  dernière  quantité  est  évidemment  nulle  pour  x  ==  x^,  pendant 
que  sa  dérivée  par  rapport  à  x 

y'  ==    • 

est  égale  à  i . 

La  fonction  — - —  est  donc  positive  et  non  nulle,  pour  a  ^^  o, 

depuis  X  =  x"  juscju'à  une  certaine  valeur  de  x. 

Supposons  qu'elle  soit  positive,  et  non  nulle  entre  x*^  et ./;'. 

V 

Alors,  — - —  étant  une  fonction  continue  de  a,  l'inégalité 

'  o  '  D 

X X 

(77)  y  =  ^a  >  « 
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sera  encore  vériliée  (11°  4)  de  x  =  x^  (exclu»  a  ./;  =  x^  inclus) 
pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  dans  un  certain  inter- 
valle ( —  ai,  -h  ai). 

Menons,    par   le  point  A,   les  deux  extrémales  de   coefficients 
angulaires  }'  '^  —  ai,  y  °  -i-  ai.  L'équalion 


(78) 


J\X.  a) 


sera^  comme  il  est  connu,  résoluble  sans  ambiguïté  par  rapport 
à  a  tant  que  le  point  (X,  Y)  sera  dans  la 
région  R  comprise  entre  ces  deux  extré- 
males et  l'ordonnée  x  =  x^  (celle  qui  est 
ombrée  sur  la  figure  9)  :  par  tout  point  B 
de  cette  région,  passera  une  extrémalc  et 
une  seule  issue  de  A  et  ayant  un  coeffi- 
cient angulaire  compris  entre  j'<J  —  ai 
et  j'o  H-  ai. 


FiG     9. 


100.  Foyer  conjugué.  —  L'équation 


:79) 


peut  n'admellre  d'autre  racine  que  x  =  x°.  Alors  les  considérations 
précédentes  sont  applicables  quel  que  soit  x^ . 

Dans  le  cas  contraire,  soitx  =  y  la  racine  de  l'équation  (79)  supé- 
rieure à  a:°  et  la  plus  rapprochée  de  x'^  :  on  pourra  prendre  pour  x^ 
toute  valeur  supérieure  à  x"  et  inférieure  (mais  non  égale)  à  y. 

On  appelle /b y t'/-  conjugué  du  point  A,  sur  notre  extrémale  de 
coefficient  angulaire  y'*\  le  point  %  de  celte  extrémale  qui  corres- 
pond à  l'abscisse  X. 

A  a  en  général,  bien  entendu,  sur  cette  même  extrémale,  un 
autre  foyer  conjugué  ayant  pour  abscisse  la  racine  de  l'équa- 
tion (79)  immédiatement  inférieure  à  as"  et  correspondant  aux 
intervalles  qui  ont  x"  pour  limite  supérieure. 

On  peut  aussi  avoir  à  considérer  les  second,  troisième,  etc.. 
foyers  conjugués  :  on  nomme  ainsi  les  autres  points  définis  par 
les  racines  successives  de  l'équation  (79). 
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100  bis.  Son  interprétation  géométrique.  —  Le  foyer  con- 
juf:>u('  a  une  dclinilirm  g-éomclrique  simple.  Considérons,  en  effet, 
la  famille  de  combes  à  un  paramètre  définie  par  l'équalion  géné- 
rale (78),  c'est-à-dire  la  famille  des  extrémales  issues  de  A.  Ces 
courbes  ont  une  enveloppe  {§:  obtenue  en  adjoignant  à  l'équation  (78) 
sa  dérivée  ])ar  rapport  à  a,  c'est-à-dire  l'équation  (79). 

Le  foycv  conjugue  est  donc  le  poini  où  l'extrémale  considérée 
ioiiclie  celle  enveloppe. 

101.  On  peut  avoir  à  délerniiner  le  foyer  conjugué  de  A  lors- 
qu'on se  donne  non  l'équation  générale  des  extrémales  issues  de  A, 
mais  l'équation  générale 

(78')  j  =  .l^(a-,  a,,.,) 

de  loules  les  extrémales  (a,  et  (/.>  étant  les  constantes  arbitraires  de 
cette  équation).  La  courbe  78  dépend  alors  des  deux  paramètres 
a,,  «^  liés  par  la  relation 

/  =  T(x«,  a,,a.,) 

qui  exprime  qu'une  extrémale  passe  en  A. 

On  sait  (')  que,  dans  ces  conditions,  le  point  de  contact  de  celte 
courbe  avec  son  envelop|)e  —  c'est-à-dire  notre  foyer  conjugué  — 
s'obtient  en  annulant  un  déterminant  fonctionnel,  savoii'  : 

(rçA  D[>t-(x,  a..a.);^(x",  a..a.)]  _ 


102.  L'enveloppe  ii  divise  le  plan  (ou  du  moins  la  partie  du  plan 
située  au  voisinage  de  notre  extrémale)  en  deux  régions  Si,  01' 
(fig.  10.  10  bis,  II,  12)  dont  la  première  est  celle  qui  est  située 
du  même  coté  que  l'arc  A3Ï.  Tout  point  M  de  Si  d'abscisse  infé- 
rieure à  y  (et  suffisamment  rapprocbé  de  l'extrémale  primitive) 
pourra  être  joint  à  A  ])ar  un  arc  d'exirémale  voisin  du  [)remier, 
bien  déterminé  et  variant  continûment  avec  la  position  de  M. 


(')  Voir,  par  exemple,  (jolusvt.  Cours  d'Analyse,  l.  I,  p.  ^>^'.'i. 
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Soil  en  clïet  m  un  point  de  À  ayant  nnc  abscisse  int'éricuie  à  ^"  : 

,     , ,  .    ,    r>r 
en  ce  point,  la  dérivée    '    sera  iiositive. 

Si  (lonc,  laissant  ./,'  fixe,  nous  Taisons  croître  a,  l'oidonnéc  y 
croîtra  et  il  en  sera  ainsi  jusqu'à  ce  que  a  atteigne  une  valeur  a„ 

(s'il  en  existe)  qui  vérifie  ;^/  =  o.   I.e  point  correspondant  {x,  y) 

décrira  donc  un  certain  segment  d'ordonnée,  lequel  (s'il  ne  sort 
pas  du  domaine  où  nos  fonctions  sont  régulières)  sera  limité  par 
un  [)oint  de  l'enveloppe  (S.  Par  tout  point  de  ce  segment  jiasse 
une  extrémale  bien  déterminée  comme  nous  l'avons  annoncé,  et 
nous  trouverons  un  segment  tout  semblable  au-dessous  de  l'exlré- 
male  Xen  considérant  de  môme  des  valeurs  négatives  décroissantes 
de  a. 

102  his.  Diverses  sortes  de  foyers.  —  Voyons  maintenant 
ce  qui  se  passe  pour  les  points  dont  l'abscisse  est  supérieure  à  y. 
Pour  cela,  élutlions  d'abord  la  forme  de  (&. 

La  quantité  y  est  positive  sur  /.  pour  tout  point  compris  entre  A 
et  3(.  Au-delà  de  5(,  au  contraire,  elle  devient  nécessairement  néga- 


tive. Sans  cela,  en  effet  x  =  J*  serait  [lour  elle  une  racine  double.  Or, 
ceci  ne  peut  pas  être,  du  moins  siy"^,.,  reste  différent  de  zéro  :  car  y 
est  alors  une  solution  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  à 
coefficients  réguliers,  l'équation  aux  variations  du  n"  21,  et  une 
telle  solution  ne  peut  être  nulle  en  même  temps  que  sa  dérivée,  du 
moment  qu'elle  n'est  pas  itlcnliquement  nulle. 

Si  donc  nous  considérons  deux  abscisses  x' ,  x"  l'une  inférieure, 
l'autre  supérieure  (d'aussi  peu  qu'on  le  voudra)  à  i",  il  existera  un 
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nombre  positif  %,  tel  que  pour  tonte  valeur  de  a  inférieure  en 


ôr 


soit 


valeur  absolue  à  «o  (quel  que  soit  sou  signe)  la  dérivée  y 

positive  pour  x  =  x  et  négative  pour  x  =  x". 

Pour  x  =  y.  an  contraire,  y,  qui  est  nul  avec  a,  changera  en 
général  de  signe  quand  a  variera  en  passant  par  la  valeur  o.  Une 
discussion  classique  montrera  dans  ces  conditions  l'existence  de 


deu\  arcs  de  courbe  satisfaisant  à  l'équation  (£  =  o  de  l'enveloppe 
et  disposés  comme  l'indique  la  //^.  lo  ou  ^a  Jig.  lo  bis  suivant  que  y 
passe  du  négatif  au  positif  ou  inversement.  Ces  deux  arcs  seront 
d'ailleurs  les  seuls,  sans  quoi  y  serait  nul  au  point  9(,  contraire- 
ment à  ce  qui  vient  d'être  établi.  Le  point  2C,  foyer  conjugué  de  A. 
est  alors  dit  un  foyer  ordinaire. 

103.  Supposons  au  contraire  que  sur  l'ordonnée  a;  =  y  la  déri- 
vée y  ne  cbange  pas  de  signe  en  s'annulant  en  5(.  On  constatera 
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alors  de  même  l'existence  de  deux  arcs  de  ©  situés  cette  fois  de 
part  et  d'autre  de  ).,  mais  tous  les  deux  à  droite  {fig.  1 1  )  ou  tous 
les  deux  à  gauche  {fiy.  12)  de  l'ordonnée  en  question,  suivant  le 
signe  de  y  sur  celte  ordonnée).  La  tangente  en  3C  étant  encore  celle 
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de).  (^),  5(  sera  un  point  de  rebrousseinent.  On  désignera  un  Ici 
point  sous  le  nom  de  /b ver  en  pointe  dans  le  cas  de  la  fig.  1 1  eL  de 
foyer  en  talon  dans  le  cas  de  \a^fi<j-  12  (-). 

Dans  le  cas  d'un  lover  ordinaire,  —  celui  de  la  fig.  10  pour 
fixer  les  idées  — ,  les  extrémales  correspondant  à  a  >■  o  (et  voi- 
sines de  /)  viennent  toutes  couper  /  en-deça  du  loyer  et  celles  qui 
correspondent  à  a  <<  o,  au-delà.  Dans  le  cas  du  foyer  en  talon,  les 
intersections  sont  toutes  en-deça  du  foyer  et  toutes  au-delà  pour  le 
cas  dn  foyer  en  pointe  (y?^.  11).  C'est  ce  qui  résulte  immmédia- 
tement  du  théorème  de  Rolle  appliqué  à  y  considéré  comme  fonc- 
tion de  a. 

Enfin,  il  peut  arriver  que    *    soit  identiquement  nul  pour  :c  =  J% 

autrement  dit,  que  y  soit  alors  indépendant  de  a.  Toutes  les  extré- 
males issues  du  point  A  vont  alors  passer  par  le  même  point  %.  C'est 
le  cas  des  grands  cercles  (c'est-à-dire  des  géodésiques)  de  la  sphère. 

On  peut  donner  à  un  foyer  de  cette  espèce  le  nom  de  foyer 
absolu. 

Ces  quatre  hypothèses  sont  les  seules  possibles,  si  les  données 
sont  analytiques. 

104.  Dans  chacune  d'elles,  d'ailleurs,  une  discussion  analogue 
aux  précédentes  permet  d'étudier  la  distribution  des  extrémales 
considérées  pour  les  points  situés  au-delà  de  (!'. 

Dans  le  cas  d'un  foyer  ordinaiie,  il  ne  passe  aucune  extrémale 
issue  de  A  et  voisine  de  /  dans  la  région  Si'  (Jig.  10)  située  du 
coté  de  (S  ovi  ne  se  trouve  pas  /.  Au  contraire,  tout  point  M  de  Si 
voisin  de  2(  peut  être  joint  à  A  par  deux  extrémales  voisines  de  /.. 
Mais  ime  et  une  seule  de  ces  deux  extrémales  est  telle  que  son  point 
de  contact  avec  ($  soit  au-delà  de  M  (par  rapport  à  A). 

Pour  un  lover  en  talon,  tout  point  de  Si'  peut  être  joint  à  A  par 
une  seule  extrémale  voisine  de  À. 


(')  En  effet,  le  coefficient  angulaire  de  celte  tangente  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  voisù.e  menée  à  (s,  c'est-à-dire  d  une 
tangente  à  une  extrémale  voisine  de  A. 

(-)  PoiNc.vRÉ.  Les  rurllioili-f  nouvelles  (le  ht  Mécanique  céleste,  t.  III,  chap.  xxxr, 
p.  332-333. 
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Enfin,  ponr  un  foyer  en  pointe,  il  passe,  par  chaque  point  M 
voisin  de  ).  et  situé  du  même  coté  de  (ï  que  le  prolongement  de  À, 
trois  extrémales  voisines  de  ),  :  une  pour  laquelle  a  a  le  même  signe 
que  la  différence  d'ordonnée  entre  le  point  M  en  question  et  /, 
deux  pour  lesquelles  il  a  le  signe  opposé. 

Contentons-nous  d'indiquer  la  démonstration  dans  ce  dernier 
cas.  Supposons  le  point  iNI  situé  au-dessus  de  )..  Son  abscisse  étant 
forcément  supérieure  à  X,  si  l'on  donne  d'abord  à  a  des  valeurs 
négatives  décroissantes,  l'ordonnée  de  l'extrémale  correspondante 
croîtra  jusqu'à  uu  certain  maximum,  puis  décroîtra  (sans  que 
puisse  intervenir  un  minimum,  au  moins  pour  |a|  assez  petit  et  au 
voisinage  de  2t,  puisque  (£•  n"a  qu'une  branche  correspondante  à 
a  <C  o).  Ce  maximum  étant  forcément  supérieur  à  l'ordonnée  de  M 
(sans  quoi  celui-ci  serait  dans  0{),  cette  ordonnée  sera,  pour  deux 
valeurs  négatives  de  a,  celle  d'une  extrémale  issue  de  A. 

Cela  aura  lieu  également  pour  une  des  valeurs  positives  du 
même  paramètre,  puisque,  pour  de  telles  valeurs,  l'ordonnée  après 
avoir  décru,  est  croissante,  sans  que  sa  croissance  soit  (au  voisi- 
nage de  ?C  et  de  la  valeur  a  ^=  o)  arrêtée  par  un  maximum. 

105.  S'il  y  a  phisieuis  Jonctions  inconnues  —  deux,  par  exemple, 
y  et  :,  —  une  extrémale  passant  par  un  point  donné  A  {.c^',  j",  c°) 
sera  définie  par  les  valeurs  v'°,  r  "  des  dérivées  y',  r'  en  ce  point. 
Pour  que  l'on  puisse  appliquer  des  considérations  analogues  aux 
précédentes,  il  faudra  que  le  déterminant 


Y'        z. 


.M' 

.  .'O 


soit  dilîércnt  de  zéro.  C'est  ce  qui  a  toujours  lieu  pour  j-  suffisam- 
ment voisin  de  x".  Va\  effet,  pour  ./;  ==  x",  les  quatre  fonctions 
Yi,  Z|,  Yj.  z,  sont  nulles,  ainsi  que  les  dérivées  premières,  par  rap- 
[)ort  à  ,r.  de  Zi  et  de  y,  pendant  (]ue  y,  cl  z,  ont  leurs  dérivées  pre- 
mières égales  à  un  (comme  nous  l'avons  vu  pour  le  cas  d'une  seule 
inconnue),  ('es  deux  dernières  quantités,  x  étant  voisin  de  x'^,  ont 
donc  pour  partie  [)rinci[)ale  {x  —  x^),  pendant  que  les  deux  pre- 
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IIÔ 


mières  sont  d'ordre  supérieur  ;  et  le  quotient 


D 


(ou 


s  il  y  avait  //  fonctions  inconnues),  tend  vers  l'unité  quand  x  tend 
vers  x^. 

Le  triangle  mixtiligiie  de  la  figure  9  sera  alors  remplacé  par  une 
sorte  de  cône  (Jig.  i3)  ayant  A  pour  sommet  et  qu'il  faudra  limiter 
par  un  plan  parallèle  à  celui  des  yr,  d'abscisse  inférieure  à  la  plus 
petite  racine  y,  supérieure  à  .r*^,  de  l'équation  D  =  o. 

Le  point  9(  qui,  sur  notre  extrémale,  a  l'abscisse  j*  est  encore  dit 
le  foyer  conjugué  de  A.  On  peut  lui  donner  une  interprétation 
géométrique  analogue  à  celle  qui  a  été  obte- 
nue tout  à  riieure.  Les  extrémales  issues  de 
A  dépendent,  cette  fois,  de  deux  paramètres, 
soient  a  et  |3.  En  exprimant  ceux-ci  en  fonc- 
tion d'un  même  troisième  y,  on  a  une  famille 
de  courbes  à  un  paramètre  qui,  en  général, 
n  auront    pas   d  enveloppe,    c  est-a-dire    que 

deux  d'entre  elles  infiniment  voisines  du  premier  ordre  ne  seront 
nulle  part  (sauf  en  A)  à  une  distance  infiniment  petite  d'ordre 
supérieur  au  premier.  Mais  il  pourra  en  être  autrement  si  l'on 
choisit  convenablement  la  loi  de  variation  de  a  et  de  ^îf. 

Le  point  où  une  telle  enveloppe  touche  notre  extrémale,  c'est-à- 
dire  où  la  distance  de  celle-ci  et  de  sa  consécutive  est  d'ordre  supé- 
rieur au  premier,  sera  déterminé  par  les  relations 


h 


(h 


^r 


J3  =0 


^c/3 


o. 


Ces  équations,  dans  lesquelles  nous  disposons  du  rapport  ^^i 
pourront  être  vérifiées  simultanément  si  l'on  a  l'équation  D  =  o  et 
dans  ce  cas  seulement. 

On  peut  d'ailleurs  transformer  l'équation  D  =  o  (comme  nous 
l'avons  vu  (101)  pour  n  =  ï)  dans  le  cas  où  l'on  veut  partir  de 
l'intégrale  générale  des  équations  (£"),  intégrale  qui  dépend  de  2/i 
constantes  arbitraires.  Il  suffira  d'annuler   le   déterminant   fonc- 
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iionnel,  par  rapport  à  ces  211  constantes,  des  valeurs  des  n  incon- 
nues, pour  X  =  y  et  des  valeurs  de  ces  mêmes  inconnues  pour 

o 

Nous  retrouverons  cette  forme  de  l'équation  au  livre  III (^). 
105  bis.  Le  quotient  T  _Tov, .  tp^i  dépend  de  x,  de  x°  et   de 

[XX) 

nos  2/?  constantes' arbitraires,  est  fonction  continue  de  ces  quan- 
tités. Si  donc  il  est  différent  de  zéro,  pour  x"  <  x  <  £C^  sur  une 
exlrémale  déterminée,  il  le  sera  également  sur  les  extrémales  voi- 
sines de  celles-là. 

Ainsi,  si,  sur  une  certaine  extrémale,  le  foyer  conjuf/né  du  point 
x^=  x°  est  extérieur  (au  sens  strict)  à  Fintervalle  (x°,  x'),  il  en  sera 
de  même  sur  les  extrémales  suffisamment  voisines  de  la  première. 

L'énoncé  inverse  (c'est-à-dire  celui  qu'on  déduirait  du  précédent 
en  remplaçant  le  mot  «  extérieur  »  par  «  intérieur  »)  est  vrai 
pour  n=i  :  on  le  déduit  aisément  du  fait  que  l'équation  (79) 
n'a  que  des  racines  simples.  Mais  cette  déduction  n'est  plus 
possible  pour  //  >  i . 

106.  Il  est  à  remarquer  que  ce  qui  précède  ne  s'applique  pas 
seulement  à  des  extrémales  issues  d'un  même  point.  On  pourra 
supposer  que  l'extrémale  considérée  fasse  partie,  s'il  s'agit  du 
plan  d'une  famille  quelconque  à  un  paramètre  a,  ou  dans  l'espace  à 
n-h  1  dimensions,  d'une  famille  à  n  paramètres,  la  dérivée  ou  les 
dérivées  par  rapport  à  ce  ou  à  ces  paramètres  donnant  une  ou 
plusieurs  solutions  des  équations  aux  variations. 

De  telles  familles  auront  donc,  sur  l'extrémale  donnée  ).,  leurs 
foyers,  qui  seront  les  points  où  leur  enveloppe  touchera  /.  Dans  le 
plan,  leur  disposition  autour  de  ces  foyers,  suivant  que  ceux-ci 
seront  ordinaires,  en  pointe  ou  en  talon,  sera  donnée  par  la  dis- 
cussion des  n""  102  5/,s-104. 

107.  La  distance  entre  deux  foyers  conjugués.  — Les  théo- 
rèmes généraux  sur  les  équations  différentielles  (voir  Notions  pré- 

(*)  Pour  H  =  I ,  le  premier  et  le  deuxième  foyer  conjugué  d'un  même  point 
sont  foyers  conjugués  Tun  de  l'autre,  de  même  que  le  deuxième  et  le  troi- 
iième,  etc.  Il  n'en  est  généralement  pas  ainsi  si  /(  est  différent  de  i. 
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liminaires,  chap.  Il)  nous  permettent  de  préciser  les  intervalles 
clans  lesquels  les  considérations  précédentes  sont  applicables. 

Prenons  l'intégrale   j  f{y',  y,  x)dx.  Soient,  —  lorsque  a?  varie 

de  x""  à  (j;°  +  «),  y  de  (y"  —  ta)  à  {f  +  -a)  et  y'  de  (j'"  —  r) 
à  iy'^  -H  ")  — ,  [J.  une  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  des 
dérivées  partielles  premières,  secondes  et  troisièmes  de  f\  v,  une 

limite  supérieure  commune  au\  modules  de  la  quantité  «-  =  j~ 

et  de  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (limite  qui  existe,  du 
moment  que  A  est  dilTércnt  de  zéro). 

L'extrémale  issue  du  point  V  et  de  coefficient  angulaire  initial  j*^ 
sera,  d'après  les  théorèmes  généraux,  définie  par  l'équation  {E^) 
du  n"  59.  dans  un  intervalle  d'origine  x  =  .:c"  et  d'amplitude  supé- 
rieure à  la  plus  petite  ai  des  quantités  a  et  7^7,  k  désignant  une 

quantité  (')  indépendante  de  a  et  de  v. 

Dans  ce  même  intervalle  seront  définies  les  solutions  de  l'équa- 
tion aux  variations,  laquelle  sera  de  la  l'orme 

(E.)  y"  =  Py'  -+-  Qy. 

Soient  y",  y  "^  les  valeurs  initiales  d'une  telle  solution  et  de  sa  déri- 
vée par  rapport  à  x  pour  x  =  x°  ;  h  étant  un  nombre  positif  quel- 
conque, les  mêmes  théorèmes  généraux  nous  apprennent  que  y 
et  y'  resteront  compris,  l'un  entre  (y*'  —  /'y  "^)  et  (y"-h/iy'°),  l'autre 
entre  y"^  ( i  —  h)  et  y'*^  (  i  H-  /O  tant  que  {x  —  x")  ne  dépassera  pas 

la  valeur  -vr  ,  en  désignant  par  M  une  limite  supérieure  de  la  valeur 

absolue  du  second  membre  de  l'équation  (Ei)  dans  ces  conditions. 
Or,  on  peut  visiblement  prendre 

M  =  (P)[y«-t-y"'(i  H- 2/0] 

(P)  étant  le  maximum  des  valeurs  absolues  des  coefficients  P  et  Q. 
Ce  maximum  est  lui-même  de  la  forme  k'ij.y,  k'  désignant  un  nou- 
veau facteur  (-)  indépendant  comme  le  précédent  de  a  et  de  v. 


^MIci./.=  l-"l+-^^ 


(2j/v-'==2(|y"|    +    T    +    3). 
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Si  donc  (en  même  temps  que  y''  =  oV  nous  prenons  y'^'  =  i ,  A  =  - , 

nous  voyons  que  y'  est  toujours  supérieur  à  -  —   et,    par   consé- 
quent, ne  peut  s'annuler  —  entre  les  limites 

h  n    .  I 


(80)  X  =  x'',x  =  x' 


k'ix^/[i  -h  3/1)        ■  l\k'\vi' 


Dès  lors,  en  vertu  du  théorème  de  RoUe,  il  est  impossible  que  y 
s'annule  une  seconde  fois  entre  ces  limites  après  s'être  annulé  une 
première  fois  en  A. 

Ainsi  l'abscisse  du  foyer  conjugué  deAesl  supérieure  à  la  seconde 
des  quantités  (80)  (si  du  moins  celle-ci  est  inférieure  à  x"  -+-  a,). 

Ces  résultats  subsistent  sans  modification  essentielle  pour  un 
nombre  quelconque  d  inconnues.  Prenons,  pour  simplier  l'écriture, 
n  =  2  :  le  déterminant  D  précédemment  considéré  et  dont  tous  les 
éléments  sont  nuls  en  A,  peut  s'écrire 


(.T 


I    +C, 


en  désignant  par  r,i,  'Ci.  Ty>,  Ç>  des  valeurs  prises  respectivement  par 
y'j  —  i^  2s'i,  y'i,  z'o —  I  entre  jf  et  x.  Le  déterminant  qui  multi- 
plie (x  —  x^y-  —  ou  le  déterminant  analogue  qui  lui  correspond 
pour  une  valeur  quelconque  de  n,  et  qui,  en  A,  a  tous  ses  éléments 
principaux  égaux  à  i  et  ses  éléments  non  principaux  nuls  — ,  sera 
certainement  différent  de  zéro  tant  que  les  premiers  seront  compris 
entre  (i  —  /-)  et  (i  -+-  "''•),  les  seconds  entre  —  /.  et  H-  y-  (y.  étant 
une  constante  numérique  fonction  de  n  seul(')). 

D'ailleurs  l'intervalle  dans  lequel  devra  varier  x  pour  que  y'i,... 
restent  compris  entre  les  limites  ainsi  indiquées  s'évaluera  comme 
tout  à  l'heure,  sauf  qu'on  devra  : 

I"  Multiplier  par  n  la  valeur  précédemment  écrite  de  M  ; 

2"  Désigner  par  A,  cette  fois,  le  discriminant  de  la  forme  <1>,  et 

A' 

par  V  une  limite  supérieure  commune  aux  modules  des  quantités  i- 


(')    Pour  /(  =  2,  "/.  <     — 
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el  de  leurs  dérivées  premières,  A  désignant  l'un  quclcon([uc  des  n^ 

/           1,^,1       «(«H-  i)\       .  1  ,.       .     . 

(OU  plulut  des  — ' 'j  nnneurs  de  ce  discrnnniant. 

La  grandeur  de  l'intervalle  compris  entre  deux  foyers  conjugués 
(si  elle  est  plus  petite  (jue  (t)  aura  donc  une  limite  inférieure  de  la 
forme 

(8o')  ^- 

K  étant  une  constante  analogue  aux  précédentes. 

108.  Soit  entin  /-  =  {x  —  x^  -h  (y  —  /)'  +  ('  —  2°)',  le 
carré  delà  distance  d'un  point  de  l'extrémale  au  point  A.  La  dérivée 

^  ^  =  (-^  -  ■^■°)  +  (/  -  /')  y'  -^  (~  -  ''")  ''  ^'^  ""i'«  ^"  -'^' 

mais  la  dérivée  seconde 

est  positive  en  ce  point  et  reste  posilive  tant  que  l'on  a 

I(V-  V°)v1  H-  \{:  -:"]:"]  <i. 

Or,  d'après  les  évaluations  faites  relativement  à  y,  :,  y\  z"  (et  la 
formule  des  accroissements  finis  appliquée  à  y,  z)  ceci  aura  lieu 
tant  que  x  restera  compris  dans  l'intervalle 

{81)  o<Cx  —  .r«  <  ,4- 

où  K  est  la  constante  qui  figure  dans  la  formule  (80').  Donc,  dans 
tout  cet  intervalle  (à  moins,  bien  entendu,  qu'il  ne  soit  supérieur 
à  a),  la  distance  r  sera  croissante.  Elle  croîtra  donc  évidemment  au 
moins  jusqu'à  la  limite  (81)  puisque  r  >>  x  —  x^. 

Quant  à  la  demi  droite  qui  porte  cette  distance,  et  qui  est  ini- 
tialement confondue  avec  la  tangente  en  A,  on  peut  aisément  assi- 
gner une  limite  supérieure  à  l'angle  dont  elle  tourne  autour  de  A. 
II  nous  suffira  de  remarquer  (dans  le  cas  de  /i  =  i)  que  cet  angle 
est  inférieur  à  tî,  puisque  la  direction  opposée  à  la  direction  ini- 
tiale est  tournée  du  côté  des  x  décroissants. 


109.  Si,  laissant  y"'  fixe,  nous  faisons  varier  le  point  A  dans 
une  certaine  région  finie  S,  —  autour  de  chaque  point  de  laquelle 
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les  considérations  précédentes  soient  applicables,  —  les  intervalles^ 
(80) —  (Sj)  d'après  la  manière  même  dont  ils  ont  été  formés, 
auront  un  certain  minimum. 

Il  en  est  de  même  si,  au  lieu  de  laisser  y'"  fixe,  on  le  fait  varier 
entre  deux  limites  finies  déterminées. 

Donc  la  construction  demandée  est  possible  (lorsque  les  points  A 
et  B  sont  tous  deux  situés  dans  S),  si  leur  distance  est  inféricLwe  à 
une  certaine  quantité  convenablement  choisie  r„  et  l'cmyle  de  la 
droite  AB  avec  l'axe  des  ce  à  une  autre  quantité  convenablement 
choisie  60,  —  quantités  que  l'on  peut  assigner  dès  c[ue  l'on  connaît 
la  région  S. 

110.  Forme  paramétrique.  —  Dans  le  cas  de  la  forme  para- 
métrique, la  seconde  partie  de  la  doidjle  hypolhèse  c[ue  nous 
venons  d'énoncer  devient  inutile. 

Tout  d'abord,  laissant  A  fixe,  nous  allons  voir  que  la  construc- 
tion est  possible  (')  (moyennant  des  liypolhèses  de  régularité  ana- 
logues aux  précédentes  sur  la  fonction/)  pour  toute  position  de  B 
telle  que  sa  distance  à  A  soit  inférieure  à  une  certaine  limite. 

Prenons 


1=1  /{d^r,  dy,  dz,  x,  y,  :) 


Mettons  d'abord  cette  intégrale  sous  la  forme  c|ue  nous  venons 
d'examiner  jusqu'ici  en  posant  comme  précédemment 

(33  )  /(/,  :',  V,  :,  x)  =f{\,r',  :' ,  x,  y,  :). 

Supposons  que  A  ait  été  pris  pour  origine  des  coordonnées  et 
donnons  aux  coefficients  angulaires  initiaux  y'",  z'°  la  valeur  o  : 
dans  ces  conditions,  les  résultats  établis  tout  à  l'heure  consistent 
dans  l'existence  d'un  intervalle  de  variation  de  x  tout  le  long 
duquel  : 

1°  y  et  ~'  restent  en  valeur  absolue  inférieurs  à  7; 


(')  Celte  question  a  été  ('liicidée,  pour  la  première  fois,  par  M.  DAniiOus 
(Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  tome  It,  n°  5i8)  pour  le  cas  des  gcodc- 
siques  ;  puis,  pour  le  problème  général  à  deux  dimensions  par  M.  Bliss  (Tran- 
sactions of  ihe  American  math.  Soc,  t.  V  (igo^),  p.  ii3.) 


(83) 
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2°  Le  déterminant  D,  c"esl-à-dire  le  déterminant  fonctionnel 

D(j.  z) 


D(/°,  ^'°) 


est  différent  de  o,  sauf  au  point  de  départ  A  ; 

3°  La  distance  du  point  M(.)",  y,  z)  au  point  A  est  conslamnicat 
croissante. 

La  grandeur  Oq  de  cet  intervalle  est  d'ailleurs  égale  à  a  ou  à  k 
plus  petite  des  quantités  (80'),  (81),  u.  et  v  étant  calculés  à  l'aide  de 
la  fonction  y"  définie  par  l'égalité  (33  ). 

Si  p  est  une  quantité  positive  quelconque  inférieure  à  po»  la- 
sphère  de  centre  A  et  de  rayon  0  sera  coupée  en  un  point  M  et  en 
un  seul  par  l'arc  d'extrémale  issu  de  A  a^ec  tangente  en  ce  point 
parallèle  à  l'axe  des  x,  et  même  par  tout  arc  d'extrémale  issu  du 
même  point  avec  une  tangente  suffisamment  voisine  de  cette 
parallèle  (pourvu  qu'on  ne  poursuive  pas  ces  différentes  extrémaîes 
en  dehors  de  la  sphère  de  rayon  <)„). 

De  plus,  si  le  point  m  où  la  tangente  en  A  à  une  telle  extrémale 
coupe  la  sphère  de  centre  A  et  de  rayon  i,  décrit  sur  cette  sphère 
une  petite  aire  c  autour  du  point  /Ho  q"i  correspond  à  y'"  ^=  z  =0, 
le  point  M  correspondant  (pour  une  valeur  donnée  de  0)  décrit  sur 
la  sphère  de  rayon  0  une  aire  3  dont  le  rapport  à  la  première  tend 
vers  une  limite  diffcrenle  de  zéro  lorsque  toutes  les  dimensions  dec 
tendent  vers  zéro('). 

111.  Effectuons  maintenant  une  transformation  de  coordonnées 
rectangulaires  quelconque 

y  X  =  aa-  H-  Pj  -f-  y:, 

(  Z  =  aoX  -+-  poV  +  Y2" 

(ce  qui  entraîne  évidemment  une  transformation  tout  analogue  sur 
les  dérivées  x,  y,  ~)  et,  après  avoir  exprimé /à  l'aide  de  ces  nou- 


(')  Cela  revient  à  dire  que  la  quantité  [8:i)  est  différente  de  zéro  :  cette  quan- 
tité (83)  est  en  effet,  avec  la  limite  mentionnée  dans  le  texte,  dans  un  rapport 
égal  à  celui  des  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  en  M  à  l'extrénaale 
avec  l'axe  des  x  et  avec  le  rayon  vecteur  AM. 
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velles  variables,  recommençons  les  opérations  précédentes  de  ma- 
nière à  déterminer  l'arc  d'extrémale  tangent  en  A  à  la  droite 
Y  =  Z  =  o.  autrement  dit  à  la  droite 


a         ^         y' 

.  jNous  aurons  à  considérer  de  nouvelles  valeurs  des  dérivées  pre- 
mières, secondes  et  troisièmes  de  /,  ainsi  que  de  nouvelles  valeurs 

pour  -.  et  ses  dérivées  du  premier  ordre. 

Les  premières  sont  évidemment  des  fonctions  continues  (elles 
sont  mêmes  des  polynômes)  par  rapport  aux  coefficients  delà  trans- 
formation de  coordonnées  précédente.  Il  en  sera  de  même  des  se- 
condes si,  quand  on  fait  cette  transformation,  la  nouvelle  valeur  obte- 
nue pour  la  quantité  A  est  toujours  dinérentc  de  zéro.  Xoiis  ferons 
cette  nunrclle  hypolhhe.  Elle  équivaut  n°  89)  à  dire  que  la  forme  A,^ 

est  toujours  différente  de  zéro  pour  'b^x  -+■  'l.,y  +  'J^jC  ;zf  o,  c'est-à- 
dire  que  le  problème  est  toujours  ordinaire. 


112.  Dans  ces  conditions,  les  valeurs  transformées  de  chacune 
des  quantités  ^j.  et  v  admettront  une  limite  supérieure  déterminée. 
Nous  supposerons  qu'on  ait  substitué  ces  différentes  limites  à  u.  et 
à  V  pour  le  calcul  de  cio.  Alors  :  i"  la  s[)bère  de  centre  A  et  de 
rayon  o  <-  'So  sera  coupée  en  un  point  déterminé  M  par  toute  extré- 
male  issue  de  A  :  de  sorte  qu'à  chaque  point  in(y.,  ^,  y),  de  la 
sphère  de  rayon  i ,  correspond  un  point  déterminé  de  la  sphère  de 
rayon  s,  le  point  de  rencontre  de  cette  sphère  avec  l'arc  d'extré- 
male dont  la  tangente  en  A  a  les  cosinus  directeurs  a,  ^j,  y. 

2°  Dans  la  correspondance  ainsi  définie,  le  rapport  de  deux  aires 
infiniment  petites  homologues  aura  toujours  une  limite  différente 
de  zéro. 

Or  ces  conditions  suffisent  (voir  la  note  A  à  la  fin  de  l'ouvrage) 
pour  afhrmer  qu'inversement  chaque  poii.l  {x,  y,  :)  de  la  sphère  de 
rayon  o  correspond  à  un  point  et  à  un  seul  de  la  sphère  de  rayon  i , 
c'est-à-dire  qu'il  existe  une  extrémale  et  une  seule  issue  de  A  et 
aboutissant  en  {x,  y,  z)  sans  être  sortie  de  la  sphère  de  rayon  o^. 

112  6/.S-.  Nous  nous  sommes  placés  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions.  Mais  le  raisonnement  précédent  est  général  et  s'applique 
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sans  modificalion  au  cas  où  le  nombre  de  coordonnées  est  supé- 
rieur à  trois. 

Dans  le  cas  du  plan,  il  demande  au  contraire  à  être  complété 
(voir  la  note  A  citée).  Si  '/,  5  désignent  les  coordonnées  polaires, 
rapportées  au  point  A,  d'un  point  d'un  arc  d'extrémale  issue  de  A; 
6'^,  l'angle  polaire  correspondant  à  la  demi  droite  tangente  à  cet 
arc  en  A,  nous  avons  démontré  : 

1°  Que  pour  une  valeur  donnée  de  0,  inférieure  à  po,  0  est  une 
(fonction  bien  déterminée  de  {/°  (à  un  multiple  près  de  2~). 

2'^  Que  celte  fonction  est  croissante. 

Lorsque  0"  varie  de  o  à  2~,  9  augmente  évidemment  de  a/vr, 
k  étant  un  entier  positif. 

Il  faut  encore  prouver  que  A-  =  i . 

Mais  ceci  résulte  de  ce  que,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus 
haut,  (0  —  5°)  ne  peut  pas  être  égal  en  valeur  absolue  à  -  et,  par 
conséquent  ne  peut  varier  d'un  nombre  entier  de  circonférences. 

La  proposition  que  nous  avons  en  vue  est  donc  complètement 
■démontrée. 

113.  Imaginons  maintenant  (]ue  le  point  A  prenne  successive- 
ment toutes  les  positions  possibles  dans  une  certaine  région  S  dans 
laquelle  les  équations  du  problème  ne  cessent  pas  de  vérifier  les 
îiypothèses  du  n°  111  :  autrement  dit,  dans  laquelle  /'et  ses  déri- 
vées jusqu'au  troisième  ordre  restent  Unies  et  la  quantité  A,i  diffé- 
rente de  zéro,  a  et  v  auront  alors  chacun  un  maximum  ;  et  les 
conclusions  précédentes  resteront  vraies  en  calculant  po  à  l'aide  de 
ces  valeurs  maxima. 

Donc  :  à  tonte  région  S  dans  laquelle  les  hypothèses  du  n°  111  ne 
■^cessent  pas  d\'tre  vérifiées  correspond  un  nombre  positif  o^^,  tel  que 
deux  points  A,  B  situés  dans  cette  région  et  à  une  distance  l'un  de 
l'autre  et  de  la  frontière  S  inférieure  à  ûq  puissent  être  joints  par 
un  arc  d'extrémale,  et  par  un  seul  (si  l'on  exclut  les  arcs  sur 
lesquels  la  distance  de  deux  points  peut  devenir  supérieure  à  po). 

Notons   encore   que   si   la    fonction  /  est  telle  que   le   rapport 

f  .  .  .,  ,  .         , 

''  soit  constamment  positit  et  même  supérieur  a  un 

y  ^2    _1_  j2  ^_  ;2 

nombre  positif  fixe,  le  rapport  de  l'intégrale  prise  suivant  l'arc 
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d'extrémale  AB  à  la  distance  AB  est,. lui  aussi,  évidemment  com- 
pris entre  deux  limites  fixes  positives  et  non  nulles. 

L'hypothèse  en  cpiestion  est  vérifiée  comme  nous  le  verrons  plus 
loin,  —  ou,  du  moins  peut  être  considérée  comme  vérifiée  —  par 
toutes  les  intégrales  qui  remplissent  les  conditions  du  maximum  ou 
du  minimum  (conditions  qui  reviennent  à  exprimer  que  la  figu 
rative  est  convexe  (')). 

114.  Quant  à  la  position,  sur  une  extrémale  déterminée,  du 
foyer  conjugué  d'un  point  déterminé  A,  on  l'obtient  eucore  comme  l'in- 
tersection de  cette  extrémale  avec  les  extvémales  infiniment  voisines 
issues  de  A;  autrement  dit,  comme  point  de  contact  avec  l'enveloppe 
des  extrémales  issues  de  A . 

Le  cas  de  la  forme  paramétrique  ne  doit  pas,  en  effet  être  considéré 
ici  comme  distinct  de  celui  où  x  est  pris  comme  variable  indépendante, 
auquel  on  le  ramènera  en  faisant  choix  d'un  système  de  coordonnées 
convenables,  c'est-à  dire  tel  que  l'une  d'elles  ait  sa  dinércntielle  d'un 
signe  constant  sur  l'extrémale  considérée  (et,  par  conséquent,  sur  les 
extrémales  voisines).  Si,  par  exemple  d'un  point  quelconque  M(a:",  j,  -) 
voisin  de  notre  extrémale,  on  abaisse  une  normale  M/h  sur  celle-ci  et 
que  dans  le  plan  normal  en  m,  on  se  soit  donné  (pour  chaque  position 
de  m  sur  la  courbe)  un  système  d'axes,  on  pourra  déterminer  la  posi- 
tion du  point  M  par  ses  coordonnées  n,  v  rapportées  aux  axes  en  ques- 
tion, jointes  à  un  paramètre  s  qui  détermine  la  position  du  point  m{j) 
(par  exemple  l'arc  d'extrémale  compté  à  partir  de  A). 

11  est  clair  que  cette  dernière  coordonnée  s  sera  toujours  croissante 
sur  les  extrémales  infiniment  voisines  de  la  première  et  qu'on  pourra, 
par  conséquent  la  prendre  comme  variable  indépendante.  Donc,  comme 
précédemment,  le  point  M  (supposé  toujours  voisin  de  la  ligne  ur=iiz=o) 
pourra  être  joint  au  point  A  par  une  extrémale  voisine  de  la  première 
tant  que  le  point  m  correspondant  ne  dépassera  pas  le  fover  conjugué 
de  A  ou  ne  s'en  approchera  pas. 

114  bis.  Lorsque  les  érpiations  des  extrémales  issues  de  A  ont  été 
obtenues  elles-mêmes  sous  forme  paramétrique, —  c'est-à-dire  quex,  j,  c 

(')  .Vu  contraire,  si  la  figurali\e  élait  partout  à  courbures  opposées,  elle 
aurait  nécessairement  des  nappes  infinies,  et  /"  serait  forcément  susceptible  de 

s'annuler,  pour  des  valeurs  convenables  de  x,  y,  z. 

(-)  Il  est  clair  que,  si  X  avait  un  point  double,  il  faudrait  faire  correspondre 
à  ce  point  deux  valeurs  Si,  S2  de  s.  Un  point  voisin  devrait  alors  être  regarde 
comme  la  superposition  de  deux  points  distincts,  l'un  ajant  une  coordonnée  s 
voisine  de  Sj,  l'autre  une  coordonnée  de  s  voisine  de  s^..  Moyennant  cette  fic- 
tion, les  considérations  du  texte  subsisteraient  sans  autre  modification. 
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sont  exprimés  en  fonction  d'un  paramèlie  /  variable  sur  chacune  de 
ces  extrémales,  celle-ci  étant  caractérisée  par  deux  autres  paramètres  a,  ^ 
—  le  foyer  conjugué  est  déterminé  par  la  relation 

^^^^  D(/,  a,  ?)  ' 

c'est-à-dire  que  tant  que  le  premier  membre  ne  sera  pas  nul,  la  déter- 
mination de  l'extrémale  AM  sera  possible,  et  cela  d'une  seule  façon. 
Ce  fait  peut  se  démontrer  d'une  manière  analogue  à  celui  qui  fait 
l'objet  du  n"  105  ;  mais  il  s'y  ramène  immédiatement,  lorsqu'on  sup- 
pose r  constamment  croissant  sur  l'exti'émale,  en  tirant  des  expressions 
de  X,  y,  z  par  rapport  à  <,  a,  j3  celles  de  v,  z  par  rapport  à  x,  %,  ^ 
moyennant  quoi  l'évanouissement  du  déterminant  (82')  dépend  de 
celui  du  déterminant  (82).  D'autre  part,  le  cas  général  se  ramène  à 

celui-là  par  l'introduction  des  coordonnées  du  n"  précédent,  .-  ^'  '  ■  '  "( 

tJ  (s,  n,  V) 
étant  fini  et  différent  de  zéro. 


115.  Exemples.  —  Lne  discussion  directe  fera  d'ailleurs  con- 
naître, dans  chaque  cas  particulier,  l'étendue  exacte  de  la  région 
où  pourra  varier  le  point  B  (le  point  A  étant  donné)  pour  que  le 
problème  soit  possible  et  déterminé. 

Il  est  des  cas  où  cela  aura  lieu  quel  que  soit  le  point  B.  C'est  ce 
qui  arrivera  évidemment  pour  le  plus  court  chemin  d'an  point  à  un 
autre  dans  l'espace,  les  extrémales  étant  les  lignes  droites. 

11  en  est  de  même  pour  les  hrachistochrones  d'un  point  pesant, 
qui  sont  les  extrémales  correspondant  à  l'intégrale  (35)  (n°  74),  où 
l'on  fait 

'-à 

et  où  le  plan  des  xy  est  le  plan  horizontal  passant  par  le  premier 
point  donné  A,  l'axe  des  z  étant  une  verticale  descendante. 

On  trouve  ainsi  (')  toutes  les  cycloïdes  tracées  dans  des  plans 
verticaux  et  ayant  leurs  bases  dans  le  plan  des  xy  (au-dessous 
duquel  elles  doivent  être  situées). 

Le  point  A  est,  ici,  supposé  pris  dans  le  plan  des  xy;  il  est  le 
point  de  rebroussement  de  la  cycloïde  cherchée.  Par  ce  point  et 
par  le  second  point  donné  B  que  doit  contenir  cette  cycloïde,  fai- 

(*)  Appell,  Traite  de  Mécanique  rationnelle,  t.  I,  p.  'i3i|. 


12/4 


CALCUI-    DES    VARIATIONS 


sons  passer  uu  plan  vertical  (à  moins  que  AB  ne  soit  vertical, 
auquel  cas  c'est  cette  verticale  qui  est  la  solution  du  problème), 
toutes  les  extrémales  situées  dans  ce  plan  et  ayant  A  pour  point  de 

rcbroussement  sont  homothétiques  par 
rapport  à  A.  Si  donc  nous  traçons  l'une 
d'elles  {fi<j.  i\),  il  suffira  de  la  couper 
en  un  point  />,  par  la  droite  AB  ;  la 
courbe  cherclicc  sera  bomotliéliquc  de 
la  précédente,  avec  un  rapport  d'homo- 
AB 


Ihétie  és:al  à 


\b 


La  solution  ainsi  trouvée  est  unique 
pourvu  qu'il  soit  bien  entendu  que  l'arc  chercbé  ne  doit  pas  con- 
tenir de  point  de  rcbroussement. 


116.  Le  même  principe,  convenablement  appliqué,   permet  de 
résoudre  le  problème  analogue  relatif  à  l'intégrale  plus  générale 


(83) 


r 


^'ds 


p  étant  un  exposant  donné  quelconque. 

Pour  p  =  —  2  '  ^^^  retombe  sur  la  question  j^rccédente. 

Mais  nous  ne  considérerons  plus  cette  valeur  et  nous  nous  atta- 
cherons au  contraire  au  cas  où  p  est  positif. 

C'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'étude  des  Irajcctoires  iPiin  point  maté- 
riel pesant  :  on  a  alors  p  "=     ■  L'intégrale 


f 


['':ih 


n'est  autre,  en  elïet  (à  un  facteur  constant  près)  que  l'aclion  mau- 
pertuisiennc  relative  au  cas  de  la  pesanteur. 

Les  exlrémales,  dans  cette  question  comme  dans  la  précédente, 
sont  chacune  dans  un  [)lan  parallèle  à  l'axe  des  :  (plan  que  nous 
prendrons  comme  plan  des  x:,  de  sorte  que  nous  ferons  y  =  o)  et, 
par  hypothèse,  comprises   tout  entières  dans    la  région  c  >  o. 
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Pour  yj  =  -  ce  sont  (')  des  jiaraboles  représentées  par  l'équation 


générale 


(j"  —  /()-  —  /|  m  (:  —  m)  =  o 


Il  et  m  étant  des  constantes.  Géométriquement,  ces  paraboles  }.  sont 
caractérisées  (outre  l'inégalité  s  >>  o)  par  la  condition  d'avoir 
toutes  z  =  o  pour  directrice  (le  foyer  de  chacune  d'elles  étant  le 
j)oint  (/(,  2 m)  correspondant  ('")). 

Le  problème  de  faire  passer  une  telle  cxtrémale  par  deux  points 
donnés  A,  B  se  résout  dès  lors  élémentairement  d'une  manière 
bien  connue  (\)  :  il  suffît  de  déterminer  le  foyer  F  de  la  parabole 
cherchée  par  l'intersection  de  deux  cercles  de  centres  respectifs  A,  B 
tangents  à  la  directrice  donjiée  (fig.   i5). 


FiG.   i5. 

Lorsque  les  deux  solutions  ainsi  obtenues  sont  confondues, 
B  est  un  point  de  l'enveloppe  (S,  c'est-à-dire  le  foyer  conjugué 
de  V  sur  une  extrémale  À  :  il  est  alors  sur  le  prolongement  de  la 
droite  qui  joint  A  au  foyer  F  de  ).  (puisque  nos  deux  cercles 
doivent  être  tangents).  Cette  enveloppe  ©,  lieu  des  foyers  conju- 
gués de  A,  n'est  autre  que  la  parabole  de  siirelé{^),  parabole  qui 
a  A  pour  foyer  et  l'axe  des  x  pour  tangente  au  sommet  (fîg.  i5). 

Notre  problème  n'est  possible  que  si  B  est  intérieur  à  cette  para- 
bole :  on  a  alors  deux  paraboles  extrémales  ).i,  ).2,  répondant  à  la 


(1]  Appell,  Trailé  de  Mccankjue  rationnelle,  t.  J,  pp.  333-338. 

(-)  Les  constantes  h  et  m  ont  la  même  signification  qu'au  numéro  suivant. 

(■')  Cf.  Appell,  loc.  cit.,  p.  'od>-. 

(')  Appell,  loc.  rit. 
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question.  La  plus  grande  /,  de  ces  deux  paraboles  (celle  qui  a 
le  plus  grand  paramètre)  se  distingue  de  l'autre  en  ce  c{ue  son 
point  de  contact  5(i  (fi<).  lô)  avec  la  parabole  de  sûreté  n'est  pas 
situé  sur  l'arc  AB,  mais  sur  son  prolongement. 

116  bis.  Le  cas  de  p  =  i,  par  conséquent  de  l'intégrale 
(83')  /  =    1  :ds 


se  présente  dans  la  recberche  de  la  surface  de  la  révohil'ion  miniina. 
Le  problème  est  alors  le  suivant  :  «  Mener,  entre  deux  points 
donnés  A,  B  du  plan  des  xz  situés  d'un  même  cùté  de  l'axe  des  x, 
une  ligne  qui,  en  tournant  autour  de  cet  axe,  engendre  la  plus 
petite  surface  possible  ». 

La  surface  engendrée  par  la  ligne  '£  en  tournant  autour  de  l'axe 
des  X  est  en  elTet,  en  supposant  z  constamment  positif,  représentée, 
au  facteur  ir.  près,  par  l'intégrale    83  ). 

Les  extrémales,  cjue  nous  retrouverons  à  propos  du  problème 
isopérimétrique,  sont  des  chaînettes  (')  représentées  par  l'équation 
générale 


^,    X  —  h         I 


<DÙ  h  et  m  sont  deux  constantes  arlîitraires  dont  la  seconde  doit 
être  ici  positive. 

A  la  limite,  pour  m  =  o,  on  a,  soit  Taxe  donné  c  =  o,  soit  des 
droites  x  =  const.  perpendiculaires  à  cet  axe. 

Pour  faire  passer  une  extrémale  par  les  deux  points  donnés  A,  B, 
on  devra  résoudre  en  h,  m  le  système  des  deux  équations 

m 

(84') 

117.  Dans  le  cas  de  p  quelconrpie,  l'intégrale  première 

dx 
ds 


-I 

= 

»iCli 

x' 

— 

h 

m 

-0 

= 

/y(Cli 

.T« 

— 

h 

m 

(85)  :•"  't^  ==  const  =  m>' 


(')  Appell,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  1,  [>.  iSy. 
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de  l'cquation  (E)  (laquelle  résulte  encore  de  ce  que  la  quantité  sous 
le  signe  /  ne  contient  pas  explicitement  x)  permet  de  même  d'oh- 
tenir  les  extrémales  par  la  quadrature  : 

mi'dz 


{80  bis)  ""^jvd 


m-p 


Si  dans  l'équation  (85),  la  constante  du  second  membre  est  nulle, 
on  trouve  comme  tout  à  l'heure,  l'axe  des  x  ou  une  perpendiculaire 
quelconque  à  cet  axe. 

Si  elle  est  ditlerente  de  zéro,  l'extrémale  /  obtenue  est,  — 
comme  le  montre  encore  la  même  intégrale  première  —  sans 
point  commun  avec  l'axe  xx'  et  constamment  convexe  vers  cet 
axe  :  elle  est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  une  certaine  ver- 
ticale ('). 

Elle  a  d'ailleurs  des  branches  infinies  également  verticales  ('). 
Ces  branches  admettent  des  asymptotes  (toujours  d'après  la  for- 
mule (83  bis))  si  />  >■  I  ;  au  contraire,  pour  o  <<  /^  ^  i,  elles  sont 
paraboliques,  de  sorte  que  x  varie,  sur  chaque  extrémale  de  —  oo 
à  H-  X  . 

Mais,  de  plus,  toutes  les  extrémales  qu'on  peut  ainsi  obtenir 
sont  semblables  {')  :  elles  dérivent  les  unes  des  autres  par  des  trans- 
lations ou  des  homotliéties  (directes,  si  l'on  se  borne  aux  courbes 
situées  dans  la  région  c  >  o)  qui  conservent  la  droite  xx'. 

118.  Grâce  à  cette  circonstance,  nous  allons  pouvoir  remplacer 
par  une  construction  géométrique  simple  la  résolution  des  écpia- 
tions  (84),  (84  )  obtenues  tout  à  l'heure  pour  la  chaînette  et  d'une 
manière  générale,  la  recherche  de  l'extrémale  relative  à  l'inté- 
grale (83)  qui  passe  par  deux  points  donnés  A,  B. 

Traçons,  en  effet,  une  fois  pour  toutes,  une  extrémale  détermi- 
née ).o  (fig-  i6)-  Celle-ci  étant  semblable  à  /.  il  doit  exister  sur  elle 
deux  points  a,  b  formant  avec  elle  et  l'axe  des  x,  une  figure  sem- 
blable à  celle  que  forme  avec  les  points  donnés  A,  B  et  le  même 
axe,  l'extrémale  cherchée  ),. 

H)  Nous  considérons  encore  comme  verticale  la  direction  de  l'axe  des  z. 
(^)  Le  rapport  de  similitude  de  deux  quelconques  dentre  elles  est   celui  des 
valeurs  correspondantes  de  m. 
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Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffira  évidemment  (')  que  la  droite  a,  b 
soit  parallèle  à  AB  et  divisée  dans  le  même  rapport  qu'elle  par 
l'axe  des  x.  Nous  sommes  donc  conduits  à  la  construction  suivante  : 

Menons,  dans  la  courbe  }.o,  toutes  les  cordes  ab  parallèles  à  AB, 
et,  siu-  le  prolongement  de  chacune  d'elles,  déterminons  un  point  c 
C[ui  la  divise  extérieurement  dans  un  rapport  donné  (celui  des  r  des 
points  A  et  B).  Le  lieu  de  c  est  une  courbe  (c)  dont  l'intersection 
avec  l'axe  des  x  fournit  une  solution  du  problème  (Cig.  i6)  ('-). 


FiG,  iG. 


118  liis.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  la  condition  pour  que  deux 
solutions  viennent  à  se  confondre,  c'est-à-dire  pour  que  B  soit 
foyer  conjugué  de  A.  Cela  a  lieu  lorsque  la  courbe  (c)  est  tangente 


C)  Celte  solution  serait  en  défaut  si  AB  était  parallèle  à  l'axe.  On  pourrait 
la  modifier  de  manière  à  l'appliquer  à  celte  hjpollièse  spéciale.  Nous  nous  con- 
tenterons de  regarder  cette  dernière  comme  un  cas  limite  du  cas  général. 

D'autre  part,  si  les  points  A,  B  étaient  sur  une  même  verticale,  les  solutions 
se  réduiraient  l'une  au  segment  de  droite  AB,  l'autre  au  chemin  vertical  qui 
va  de  A  à  l'axe  et  revient  en  B  (Comparer  plus  loin,*n°  183). 

(^)  La  courbe  (c),  visiblement  tangente  à  X^,,  se  compose  de  deux  arcs  (sépa- 
rés par  le  point  de  contact)  en  prolongement  anal^-tiquc  et  que  l'on  déduit  l'un 
de  l'autre  en  permutant  les  deux  points  a,  b.  Celui  qui  est  tel  que  ce  point  c 
soit  du  môme  coté  de  ab  que  l'axe  est  évidemment  seul  utile. 
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à  xx' .  Or  la  langente  en  un  point  quelconque  c  de  (c)  passe  par 
rintersection  des  tangentes  aux  points  a,  h  correspondants  de  ).„ 
(car  cette  même  propriété  appartient  à  une  corde  quelconque  ce' 
de  (c)  par  rapport  aux  cordes  correspondantes  ad ,  hh'  de  ).o). 

Donc  les  tangentes  en  deuv  foyers  conjugués  se  coupent  %\\xxx' . 

C'est,  bien  entendu,  ce  que  l'on  constate  directement  (')  dans  le 
cas  des  chaînettes  du  numéro  116  hh,  en  prenant  l'enveloppe  de 
la  courbe  (84)  lorsque  les  paramètres  h  et  m  sont  liés  par  la  rela- 
tion (84),  c'est-à-dire  en  annulant  le  déterminant  fonctionnel  des 
seconds  membres  de  ces  équations  par  rapport  à  h.  m. 

Tout  point  de),  a  dès  lors  un  foyer  conjugué  et  un  seul,  puisque). 
€st  convexe  du  cùlcî  de  l'axe.  Toutefois  il  n'y  a  plus  aucun  foyer 
conjugué  à  distance  fmie  lorsque  A  est  le  point  de  la  courbe  le  plus 
rapproché  de  l'ave. 

119.  D'autre  part,  la  construction  précédente  montre  que  le 
problème  a,  -lu  plus,  deux  solutions  :  car,  ).[,  étant  convexe,  il  en 
est  de  même  de  la  courbe  (c),  comme  on  le  voit  en  prenant  un 
des  axes  de  coordonnées  parallèle  aux  cordes  ah. 

Notons  que  ce  résultat  entraîne  les  deux  conséquences  suivantes  : 

1°  ).  étant  une  extrémale  donnée  issue  de  A  et  X'  une  autre  extré- 
male  variable  issue  du  même  point,  le  second  point  d'intersec- 
tion B  de  ces  deux  courbes  (-)  se  déplace  dans  un  sens  constant 
sur  À  lorsque  la  tangente  à  À  tourne  autour  de  A  : 

2°  Dans  les  mômes  conditions,  l'ordonnée  de  cette  courbe 
xariable  ).'  correspondante  à  une  abscisse  fixe  quelconque  (autre 
que  celle  de  \)  admet  un  seul  minimum  et  point  de  maximum. 

Si,  en  cITct,  l'une  ou  l'autre  des  deux  assertions  précédentes  était 

(')  Aolr  Kneseu,  Lehrbuch  lier  ]'arialionsrechniiiui,  |ip.  83-85  ;  Bolz\,  Lectures 
on  the  calculus  of  Variations,  p.  G'i  ;  Hvncock.,  Calculas  of  Variations,  chap.  m. 
Dans  le  cas  des  paraboles  du  n"  116,  le  même  fait  résulte  de  ce  que  la  droite 
qui  joint  les   foyers  conjugues  passe  par  le  foyer  F.  (c)  est  alors  une  parabole. 

(2)  Deux  extrcinales  (non  égales  entre  elles)  qui  se  coupent  en  un  point  A  se 
recoupent  (si  p  n'est  pas  supérieur  à  i)  en  un  second  point  B  (car  la  différence 
de  leurs  ordonnées,  qui  change  de  signe  en  A,  a  le  même  signe  —  signe  con- 
traire à  la  différence  des  valeurs  de  m  —  pour  x  ^  —  30  et  pour  x  ==  -H  =<i  ). 
Ce  point  d'intersection  (en  admettant  son  existence  pour  />  >  i)  est  d'ailleurs 
unique,  parce  que,  à  ordonnée  égale  ou  supérieure,  l'extrémale  correspondant 
à  la  plus  petite  valeur  de  m  a  une  pente  plus  grande  que  l'autre,  d'après 
l'équation  (85). 
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en  défaut,  il  en  résulterait  aisément  l'existence  de  trois  extrémales 
passant  par  deux  points  A,  B  convenablement  choisis. 

La  première  de  ces  deux  remarques  montre  que  lorsque  deux 
extrémales  ).  et  ).'  issues  de  A  se  recoupent  en  B,  le  foyer  conjugué 
de  A  sur  ),  (cpii  serait  la  position  du  point  B  si  À'  coïncidait  avec  ).) 
est  ou  non  sur  l'arc  AB,  suivant  que  la  tangente  en  A  à  X'  (prise 
dans  un  sens  correspondant  au  sens  AB  de  la  courbe)  est  intérieure 
ou  extérieure  à  l'angle  formé  par  la  tangente  analogue  à  X  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  xx' . 

Donc,  des  deux  extrémales  X,  X  ,  une  et  une  seule  (celle  cjui 
correspond  à  la  plus  grande  valeur  de  la  constante  m)  est  telle  que 
le  foyer  conjugué  de  A  ne  soit  pas  entre  A  et  B.  C'est  ce  que  nous 

avions  déjà  trouve  (n°  116)  pour  y)  =     • 

Les  abscisses  des  foyers  conjugués  de  A  sur  diverses  extrémales 
passant  par  ce  point  étant,  d'après  cela,  rangées  dans  le  même 
ordre  que  celles  des  points  d'intersection  de  l'axe  avec  les  tangentes 
correspondantes  en  A,  renvelo])pe  (^  ne  peut  avoir  de  point  de 
rebroussement  (').  Elle  est  d'ailleurs  (pour  m  =  o)  tangente  à  xx! 
au  point  Ai,  projection  de  A. 

Quand  à  la  seconde  des  remarques  laites  tout  à  l'heure,  elle 
prouve  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  des 
solutions  est  que  le  point  B  soit  intérieur  à  (S  (c'est-à-dire  non 
compris  entre  l'axe  et  cette  courbe). 

119  h\i.  On  aurait  à  raisonner  de  même  clans  le  problème  des 


F.<;.   17. 

brachlstochrones   (n»  115)  si   la  vitesse  initiale   en  A  avait  une 
valeur  (donnée)  dilférente  de  zéro.  On  aurait  encore  "\  =r3  -y=,  mais 

(M  Autrement  dit,  tous  les  fovcrs  sont  oixliuaires. 
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la  droite  xx'  {z  =  o)  serait  au-dessus  des  points  A  et  B,  au  lieu  de 
passer  par  A . 

>.o  étant,  comme  ci-dessus,  l'une  des  cycloïdes  qui  ont  celte 
droite  pour  base,  on  aurait  encore  à  tracer  une  corde  de  }.o  qui  soit 
parallèle  à  AB  et  divisée  par  xx'  dans  un  rap|)ort  donné  (celui  des  z 
des  points  A,  B). 

On  tracerait  donc  encore  la  courbe  (c)  {fuj.  17).  Mais  ici  l'arc 
utile  de  cette  courbe  (celui  qui  correspond  à  des  points  c  situés  au- 
dessus  des  points  a,  b  correspondants  coupe  nécessairement  xx\ 
et  cela  en  un  point  unique  ('). 

Donc  le  problème  a  toujours  une  sohilion  et  une  seule  ('-). 

120.  On  trouvera  des  résultats  analogues  à  ceux  du  n°  116  dans 
l'étude  des  trajecloires  d'un  point  attiré  par  Vorigine  suivant  la  loi  de 
Neivlon,  c'est-à-dire  pour  les  extrémales  correspondant  à  l'intégrale 


ds 


(/•  =  v'x^  +  y2). 


To  désignant  d'ailleurs  une  constante,  que  nous  supposerons  positive. 
Toutes  les  lignes  iî  doivent  être  alors  com- 
prises à  l'intérieur  du  cercle  r  ^=  /-(,. 

Les  extrémales  sont  les  ellipses  qui  ont  ce 
cercle  pour  cercle  directeur  (et,  par  consé- 
quent, l'oiigine  pour  foyer).  Si  une  de  ces 
extrémales  doit  passer  par  deux  points 
donnés  A,  B,  son  second  foyer  sera  à  l'inter- 
section des  circonférences  C^,  C^  décrites  de 
A,  B  comme  centres  respectifs  et  tangentes 
au  cercle  directeur  {fig.  18).  Les  points 
ainsi  obtenus  seront  bien,   inversement,  les  "      ' 

seconds    foyers    de   deux    ellipses  satisfaisant  aux  conditions  imposées. 

Ces  foyers  ne  seront  réels  que  si  la  distance  AB  est  plus  petite  que  la 
somme  des  rayons  des  cercles  C^^,  C^,  soit 

AB  <  a/'o  —  r,  —  r. 


(')  Les  deux  extrémitcs  de  cet  arc  (correspondant  à  des  cordes  dont  l'une  est 
tangente  à  la  cycioïde  Àq  et  dont  l'autre  passe  par  un  des  points  de  rebrousse- 
ment)  sont  visioleuienl  de  part  et  d'autre  de  xx' .  Il  y  a  donc  un  point  d'inter- 
section ;  et,  s'il  y  en  avait  plus  d'un,  il  y  en  aurait  trois,  ce  que  nous  savons 
impossiijle. 

(^)  Pour  une  démonstration  algébrique  du  même  fait,  voir  Bolza,  Bull,  of 
the  Amer.  math,  soc,  3^  série,  t.  X,  igo^,  pp.   i85-i88. 
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Lorsque  le  point  A  est  donné,  cette  condition  définit  une  ellipse  de 
sûreté,  à  l'intérieur  de  laquelle  doit  se  trouver  le  point  B.  Si  elle  n'est 
pas  remplie  (et  même  dans  certains  cas  où  elle  l'est),  l'extremum  est, 
comme  dans  l'exemple  précédent,  fourni  par  une  ligne  à  points  angu- 
leux, composée  de  deux  rayons  et  d'un  arc  du  cercle  directeur. 


IV.   EXTRÉMALES    SUR  UNE   SURFACE   DONNEE 

121.  Nous  avons  traité,  jusqu'ici,  d'extrema  libres  (n°  37).  Les 
questions  relatives  à  l'extremum  lie  (conditions  restrictives  vérifiées 
en  tous  les  points  de  la  courbe)  ne  seront  d'une  manière  générale, 
abordées  que  dans  le  cbapitre  ^  .  Il  est  un  cas  de  celte  espèce  qu'on 
ramène  cependant  aux  méthodes  précédentes  ;  c'est  celui  où  les 
fonctions  inconnues  sont  liées  par  des  relations  en  ternies  finis  : 
par  exemple,  où  le  champ  fonctionnel  donné  est  composé  de 
courbes  '£  assujetties  à  être  entièrement  situées  sur  une  surface 
donnée  : 

(86)  S      :      'f(.r,  V,  r)  =  o 

(laquelle  passe,  bien  entendu,  par  les  points  fixes  A  et  B). 

Il   faudra    que   l'expression  o7  =    I      (/"'o.r  +  Jf.vioy  +  T^--^o:)dt 

soit  nulle  lorsqu'on  suppose  l'équalion  de  S  vérifiée  pour  la  ligne  ). 
à  partir  de  laquelle  on  prend  les  variations,  et  pour  les  courbes 
variées  elles-mêmes. 

On  ramènera  ce  problème  à  ceux  que  nous  avons  traités  jusqu'ici 
en  résolvant  l'équation  de  S  par  rapport  à  l'une  des  quantités  x,  y,  z  : 
par  rapport  à  z  par  exemple.  Portant  son  expression  dans  l'Inté- 
grale donnée,  on  aura  à  annuler  la  variation  première  d'une  Inté- 
grale /  qui  ne  dépend  plus  que  d'une  fonction  y  de  x  et  où  cette 
fonction  n'est  assujettie  qu'aux  conditions  aux  limites. 

121  bis.  On  peut  encore,  ce  qui  revient  d'ailleurs  au  même  (com- 
parer Notions  prélim.,  n*  7)  opérer  directement. 

Une  variation  (âx,  ây,  â':)  sera  acceptable  si  elle  s'annule  en  A 
et  B  et  vérifie  l'équation  : 

(86')  S'f  =  (f,oic  -t-  'fyov  -h  «f-or  =  o. 
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Cette  condition,  évidemment  nécessaire  est,  d'autre  part  suffisante, 
puisque  (si  o.  est  différent  de  zéro)  oV'  et  oV  peuvent  être  pris  arbi- 
trairement dans  un  déplacement  infinitésimal  sur  la  surface. 
D'autre  part,  ùl  est  de  la  forme 


(87) 


7,1=    i  (/<'-:v:.r  +  7(.'/»r>  -4-  lr^)Z:)dL 


La  courbe  ).  devra  satisfaire  à  l'équalion  : 

0/  r=  o 

pour  tout  système  de  valeurs  de  r)x,  r}y,  r):,  acceptables,  c'est-à- 
dire  vérifiant  l'équation  (86). 

Autrement  dit,  /l'^to.r  +  7''''oj'  +  7'''c:  devra  être  nul  moyennant 
celte  même  équation,  car  s'il  avait,  en  un  point  quelconque  de 
l'arc  d'intégration,  une  valeur  différente  de  zéro,  on  pourrait 
s'arranger  comme  aux  n""  56-57,  pour  que  cette  valeur  donne  son 
signe  à  la  quantité  (87). 

Donc,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  cbercliées  seront 

/(r)  J(l/)  7(3) 

Ox  ?!/  O3 

ou,  si  l'on  veut,  il  devra  exister  une  quantité  /,  définie  en  chaque 
point  de  la  courbe,  telle  que  l'on  ait 

7('')  -h  h^  =  o,  7i!/»  +  lo,j  =  o,  7'-'  -4-  h,  =  G. 

Il  est  clair  que  tout  ceci  s'étend  sans  modifications  essentielles 
au  cas  où  les  fonctions  inconnues  ji,  Yi,...  Yn,  en  nombre  quel- 
conque, sont  liées  ]iar  un  nombre  quelconque  d'équations  en 
termes  finis 

ok (x,  r , , . . .  y„)  =  0  (h  ■—  i,  2...  p). 

En  introduisant  y)  mn/liplicaleiirs  /,,  l>,...  Ip  définis  en  chaque 
point  de  la  courbe,  on  aura  les  équations 

7(^0  +  /^  ^  +  /.  ^  +...  +  /  5?/'  =.0     (/  =  I.  2....  ,0 
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toutes  semblables  à  celles  que  l'on  forme  dans  les  mêmes  circons- 
tances en  mécanique  rationnelle  ('). 

122.  Dans  le  cas  considéré  tout  d'abord,  celui  des  fonctions  x,  y,  z 
liées  par  la  relation  (86),  noire  conclusion  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante,  à  peu  près  intuitive  : 

Le  plan  II  de  cosinus  directeurs  Jw,  l^y\  /<=>,  dans  lequel  la 
courbe  doit  se  déplacer  pour  donner  une  variation  nulle,  devra 
être  tangent  à  la  surface  S.  L'angle  5  (n"  95)  sera  nul. 

122  hh.  Supposons  par  exemple  que  l'intégrale  /  soit  la  lon- 
gueur d'un  arc  de  courbe.  Alors  (n°  96)  le  plan  LE  sera  le  plan 
mené  par  la  tangente  à  ),  perpendiculairement  au  plan  osculateur. 
Ce  plan  devra  donc  être  tangent  à  la  surface.  C'est  la  propriété 
classique  : 

La  normale  principale  coïncide  avec  la  normale  à  la  surface 

qui  définit  les  géodcsifjues. 

V.    CAS   DES   DÉRIVÉES   D'ORDRE   SUPÉRIEUR 

123.  Transformation  fondamentale.  —  Considérons  mainte- 
nant l'intégrale  : 

(88)  /=   I      /(y(/'>,  yi^--^),...  r',y,a-)(/x 

où  y''  est  la  dérivée  d'ordre  h  de  la  fonction  v.  Nous  allons  éva- 
luer oV  =  (^)  lorsque  l'on  prend  pour  v  une  fonction  de  x  et 

de  a  ayant  'ip  dérivées  continues  en  x,  toutes  les  fonctions 
y,  y',...  y'''*  étant  dérivables  en  a  pour  a  =  o  et  ces  dérivées  en  a 
étant  continues  en  x. 

Dans  ces  conditions,  on  a  en  supposant  aussi  x'^  et  x^  continues 
et  dérivables  en  a)  : 

(88')     oJ=  [f(y"\...  y,  cr)oxJ^^  4-  £^  (y;„,5yu')  -^...f^y)dx. 
(*)  Appell,  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II,  p.  299. 
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Or  on  peut  écrire  au  moyen  d'intégrations  par  parties  : 

D'où  en  ajontant  les  expressions  analogues  : 

en  posant  : 

(Sg)     /«  =  F(,)  ^f,  -  If.  +  ^J^l//  -...  +  (-  .)',;^(/V 
(  M.  =/;  M,  =/,.  -  |/,  +..,  +  (.  -  ,)"-  il^Af,,,)  ;... 

(09  ) 

Dans  ces  expressions,  les  dérivées  j-  se  calculent  par  des  for- 
mules analogues  à  la  formule  (/i    du  n°  53. 
On  peut  remarquer  que  l'on  a  : 

124.  Nous  envisagerons,  en  particulier,  le  cas  011  les  fonc- 
tions y,  j'.---  y*''~*'  prennent  des  valeurs  fixes  en  x^  et  x^,  lesquels 
sont  également  supposés  fixes  :  la  forme  (88'^  se  réduit  alors  à 


vdx. 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  i/ue  la  courbe  X  annule 
la  variation  première  parmi  les  courbes  li"  ayant  un  contact  d'ordre 
(p —  i)  avec  ).  en  x^  et  x^  est  que  /.  soif  une  exlréniale,  c'est-à-dire 
vérifie  léquation  : 

FO)  =  o. 
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Cette  condition  évidemment  suffisante,  est  également  nécessaire^ 
d'après  le  lemme  fondamental.  La  courbe  /  doit  satisfaire  à  l'équa- 
tion différentielle  d'ordre  2y>  : 

^'(v)  =  o 

dont  l'intégrale  générale  dépend  de  ip  paramètres. 

De  plus,  y  et  ses  {p  —  i)  premières  dérivées  doivent  avoir  des 
valeurs  données  en  a*"  et  x^ ,  ce  qui  fixe  la  valeur  de  ces  2/?  para- 
mètres :  il  y  aura  donc  en  général  si  les  équations  sont  résolubles, 
un  nombre  limité  de  solutions. 

Au  contraire,  si  l'on  se  donne  encore  d'autres  dérivées  en  5c°  ou  x^ , 
il  sera  en  général  impossible  de  trouver  une  extrémale  satisfaisant 
à  ces  conditions. 

125.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  l'équation  des  extrémales 
est  bien  d'ordre  2p  en  général  ;  mais  qu'elle  peut  s'abaisser  si  le 

coefficient  de  j*^''*,  qui  est  y],^,),  ^=  w^iItjvi,  s'annule.  C'est  le  cas 
où  f  est  linéaire  en  y'/''  : 

/=  y{y^p  -!>,...  r,  x)  -+-  y'^^''i'(j<^'-",...  y,  x). 

Il  est  aisé  de  voir  pourquoi  l'ordre  de  l'équation  s'abaisse  dans  ces 
conditions,  et  même  de  prévoir  que  l'abaissement  sera  de  deux 
unités  au  lieu  d'une.  On  peut,  en  effet,  toujours  poser 


'i  =  ^^^^^if'-'''-y^^-) 


^y[p-i)  '  ^j        '••'  J  '    /       ' i/y-^1' 


Si  on  fait  encore 


/l   =  /,  —  ?.r-  —  J'?^  —  />.'/'  —  •••   —  j'''-"?J^. 


y^- 


il  vient 


/  =  /,(y(^'-"....v,.r) 


~dx 


et  l'intégrale  du  dernier  terme  ne  dépend  que  des  valeurs  initiale» 
et  finales  o"  et  o^  de  (p. 

L'exlrémum  de  l'intégrale  1,  sous  les  conditions  données,  n'est 
donc  autre  que  celui  de  l'intégrale 
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laquelle  ne  dépend  que  des  dérivées  d'ordre  p  —  i  el  qui  est  liée  à 
la  première  par  la  relation 

(90)  /=:/,+  o'  —  c^°. 

126.  En  général,  pour 

^  f{yi''^\--  7.'   V>.»,...  yn'K\...   Yn,  Cc)dx 

on  aura,  par  le  même  mode  de  calcul 


(92) 


avec 


iVo  =/       et  en  général  : 

Si,   en  particulier,   on    se  donne   les  valeurs  de  y,, jO'.-') 

(/ =  I,...  n)  aux  limites  et  si  celles-ci  sont  supposées  fixes  (de 
sorte  que  oV;  ^^  o),  on  a  : 

(M'oy,  +...  ^  li>iJoy„)dx. 

Et  on  voit  comme  précédemment  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'une  ligne  /  annule  (dans  le  champ  ainsi  défini) 
la  variation  première,  est  que  l'on  ait  : 

(£)  liy,)  =  l'J2^  =  ...Pvn)  =  0. 

La  solution  générale  dépend  de  •2pi  -f- . . .  -f-  2/)„  constantes  arbi- 
traires qui  serviront  à  déterminer  Vextrémale  satisfaisant  aux 
2^1  +...  +  2y>„  conditions  aux  limites.  Il  y  a  donc  en  général  un 
nombre  limité  de  solutions. 
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On  connaît  des  intégrales  du  système  si  y,  (ou  )',  et  ses  k  —  i 
premières  dérivées)  ne  figurent  pas  dans/.  En  effet  dans  ce  cas,  on 
peut  remplacer  l'équation  : 


d'-  cU' 


par 


d  di'i-'' 

où  Cl,...  C/,  désignent  des  constantes  arbitraires. 

127.  Forme  paramétrique  dans  le  cas  des  dérivées  d'ordre 
supérieur.  —  On  peut  opérer  pour  l'intégrale  : 


(88) 


i=  flf{y'^'-'Kf"i..y,y,x)dx 


comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  où/>  =  i.  Si  l'on  considère  x 
et  y  comme  fonction  d'un  paramètre  /,  on  pourra  écrire  : 

(93)  y':r^l,f  =  '^^^^=:^, 


et  la  quantité  sous  le  signe  /  est  remplacée  (en  nous  bornant  pour 
simplifier,  à  p  :=  2)  par  une  expression  de  la  forme 

/(/'>  y''  j'j  •'*')''•'■  =/(-^'  y*  ^>  j''  '^'  y)'^^^ 

ou 

J  {d'X,  d-y,  dx,  dy,  x,  y). 

On  voit  aisément  que /"  doit  être  homogène  et  du  premier  degré 

par  rapport  à  dx,  dy,  (d-x)^^ ,...  ;  mais  cette  condition  n'est  pas  la 
seule  à  laquelle  elle  doit  satisfaire. 

Les  équations  des  extrémalcs  se  formeront  comme  pour  l'inté- 
grale prise  sous  la  forme  (91)  :  elles  entraînent  en  particulier  (com- 
parer n"  83)  l'existence  d'un  cas  d  intégrabilité  analogue  à  celui 
du  numéro  précédent,  lorsque  x  ne  figure  pas  explicitement  sous 
le  signe  /  . 


i>ki!Ivi:ks  exactks  l'dç) 

Les  propriétés  de  la  forme  païamélrique  dans  le  cas  des  déri- 
vées d'ordre  supérieur  sont,  on  le  voit,  un  peu  [)lus  compliquées 
que  dans  le  cas  où  il  n'entre  que  des  dérivées  premières.  Au  reste 
il  apparaîtra  plus  loin  (voir  :  livre  III,  chap,  V)  qu'elle  n'a  plus 
alors  la  même  importance  théorique. 

128.  Dérivées  exactes.  —  Les  quantités  /^''.'  peuvent-elles  être 
toutes  identiquement  nulles  :  autrement  dit,  la  variation  de  l'inté- 
grale (91)  peut  elle  être  nulle  identiquement,  quelles  que  soient  les 
fonctions  y? 

Nous  avons  vu  celte  circonstance  se  présenter  pour  l'intégrale 
du  n"  51  lorsque  la  quantité  sous  le  signe  /  est  la  dérivée  totale 
d'une  fonction  de  x,  ji,  y>...  y„. 

Dans  le  cas  général  que  nous  examinons  ici,  elle  exprime  de 
même,  comme  nous  allons  le  voir,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'existence  d'une  fonction  (^{x,  Vi, ...  3'i<''i~'*,  jo, ...,  Jn*''""'') 
vérifiant  (quelles  que  soient  les  fonctions  y)  l'identité 

w  ;!!=/ 

(la  différentiation  du  premier  membre  étant  laite  en  tenant  compte 
de  ce  que  les  y  sont  fonctions  de  x)  ;  —  ou,  comme  nous  dirons 
plus  brièvement,  la  condition  pour  que  l'expression  /"(ji"'i',. . .  j»,  a;) 
soit  une  dérivée  exaclc. 

La  condition  est  néccs.'<aire.  Car  la  relation  ((j'i)  donne  (ï/*^  et  (^^ 
•étant  encore  les  valeurs  de  ©  en  x'^  et  en  x^) 

(94')  (  l  fdx  =  .'  -  ." 

d'où  résulte  que  l'intégrale  ainsi  écrite  est  indépendante  du  choix 
des  fonctions  y,  pourvu  que  les  valeurs  initiales  et  finales  de  ces 
fonctions  et  de  leurs  dérivées  (jusqu'aux  ordres />i  —  ^,  Pi  —  i»--- 
Pu  —  I  respectivement)  soient  constantes.  La  variation  de  cette 
intégrale  est  donc  identiquement  nulle  dans  ces  conditions. 

La  condition  est  suffisante.  Car,  si  elle  est  remplie,  et  que  l'on 
fasse  varier  les  fonctions  y  en  y  faisant  figurer  d'une  manière  arbi- 
traire un  paramètre  a,  de  manière  que  les  valeurs  initiales  et  finales 
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des  dérivées  donl  nous  venons  de  parler  restent  constantes,  la 
variation  de  l'intégrale  (91)  sera  nulle  d'après  la  formule  (92)  el, 
par  conséquent,  cette  intégrale  sera  indépendante  de  a.  C'est  donc- 
une  fonction  des  quantités 

(û5)  x".  y;("'  f  '  =  '»  ^•••-  'M  J  ^  ^  ^o 

(q5')  x\  Vi*''»  i  /        '     ""       h  pour  X  =1  xK 

^^    ^  '■       \/t  =  o,  i....  pJS  ^ 

Si  l'on  convient  en  particulier  de  donner  toujours  aux  quantités  (qS) 
les  mêmes  valeurs  choisies  une  fois  pour  toutes,  notre  intégrale- 
sera,  quel  que  soit  d'ailleurs  x^,  une  fonction  ©  des  quantités  (95')_ 

En  remplaçant  la  quantité  arbitraire  x^  par  x,  cette  fonction  o- 
donnera  évidemment  lieu  à  l'identité  (9/1). 

En  vertu  de  celle-ci,  d'ailleurs,  l'égalité  (94)  sera  vérifiée  indé- 
pendamment de  la  convention  que  nous  nous  étions  imposée  tou^ 
à  l'heure  relativement  aux  valeurs  initiales  (90)  de  x,  des  y  et  de 
leurs  dérivées. 

Par  conséquent,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qne /* 
soit  une  dérivée  exacte  est  que  les  équations  {E)  (n"  126)  soient 
vérifiées  quelles  que  soient  les  fonctions  y  :  c'est-à-dire,  qu'elles 
soient  des  identités  par  rapport  à  ces  quantités  et  à  toutes  les  déri- 
vées, tant  celles  qui  entrent  dans  /"que  les  dérivées  suivantes  intro- 
duites par  les  dilTérentiations. 

En  particulier,  la  disparition  des  termes  en  Vi*^'','  montre,  ainsv- 
qu'il  était  évident  à  priori,  que /doit  d'abord  être  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  de  l'ordre  le  plus  élevé  pour  chaque  fonction  y.. 

Par  exemple,  s'il  n'entre  que  des  dérivées  premières 

{ih  =p.,^...  ]>„=  i), 
fflx  devra  être  mie  différentielle 

P,<Ix  +P,,(Vi  -h...   +  P„((V„ 

satisfaisant  aux  conditions  connues  d'intégrabiiité. 

Un  autre  résultat  que  l'on  pouvait  prévoir  à  priori  et  qui  est 
confirmé  par  ce  qui  précède  est  que  /  ne  peut  dépendre  d'une  des? 
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fonctions  arbitraires — Vi,  par  exemple,  — sans  dépendre  de  ses 
dérivées  (car  alors,  l'une  des  équations  (E)  se  réduirait  ày^y^  =  o). 
Nous  avons  déjà  utilisé  ce  résultat,  au  n"  27  pour  l'expression  (3i) 
•qui  dépend  (linéairement)  de  la  fonction  arbitraire  y. 

He>iarque.  —  Comme  au  n"  51,  une  intégrale  vérifiant  les  con- 
ditions précédentes  peut  être  ajoutée  à  une  autre  intégrale  quel- 
conque sans  que  cette  addition  altère  les  extrémales  correspon- 
<lantes. 


CHAPITRE   III 


LA   FORMULE    AUX    LIMITES 

ET    LES    PROPRIÉTÉS    ANALYTIQUES 

DES    EXTRÉMALES 


î.   FORMULE   AUX   LIMITES.    TRANSVERSALITÉ 


129.  Nous  allons,  maintenanl  reprendre  la  formule  fondamen- 
tale (5)  établie  au  n"  53,  en  cessant  de 
supposer  les  limites  d'intégration  fixes. 
Nous  comparerons  donc  la  valeur  de 
l'intégrale    donnée    /    sur  la    ligne    ), 
{fig.    19)  entre  les  points  A,   B,    à   la 
même  intégrale  prise  le  long  de  la  ligne  '£  entre  les  points  A',  B'. 
Par  contre,  nous  supposerons  que  la  ligne  À  est  une  extrémale. 
Dans  ces  conditions,  l'intégrale  définie  disparaît  dans  [expression 
de  âl. 


Prenons  d'abord  l'intégrale  donnée  sous  la  forme 


(32) 


i  ==   i  f{x,  y,  z,  X,  y,  :)  dl 

kJ 


si  la  ligne  initiale  satisfait  aux  équations  7*^'  =  7*^'  =  7*-'  =  o,  la 
formule  (3())  du  n"  81  se  réduit  à 

(y)        Il  =  (/,ox  +  7,0V  +  7,0:)'  _  (7,ox  +  7,0V  +  7,0:)°. 

Elle  nous  fait  connaître  la  variation  infinitésimale  de  l'intégrale  7 
lorsqu'on  passe  de  l'extrémale  1  à  une  ligne  infiniment  voisine  quel- 
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conque.  Il  est  remarquable  que  celle  variation  soit  indépendante  du 
changement  de  forme  de  la  ligne  variée  et  ne  dépende  que  des  dépla- 
cements infinitésimaux  ÂÂ' (oV,  oV,  oV),  BF(o^A■^  oV',  o\-V)  de 
ses  extrémités. 

Bien  entendu,  cette  propriété  est  spéciale  aux  extrémales. 
D'après  la  manière  même  dont  elle  est  obtenue,  elle  ne  subsiste- 
rait pas  si  on  parlait  d'une  ligne  'Xo  quelconque.  Dans  ce  cas,  il 
faudrait  écrire  la  formule  (Sg)  au  complet. 

Pour  y  =  Vx'^  -4-  y'^  -H  :'^,  par  exemple,  c'est-à-dire  si  /  est  la 

longueur  du   chemin  d'intégration,  les  coefficients  y -.,/,;,  y^  sont 

1  .  ,.  dx     dv     d:  11  , 

les  cosmus  directeurs  j,  »  j'  '  j~  (n°  82)  de  la  tangente  a  ce  che- 
min. Si  donc  AB  est  une  ligne  droite,  on  aura  (ce  qui  est  une  for- 
mule bien  connue) 

(96)  0/  =  ÏÏF  ces  B  ~  UJ  cos  A  . 

A  et  B  étant  les  angles  que  font  AA'  et  BB'  avec  AB. 

Mais  si  l'on  part  d'une  ligne  courbe  (à  tangente  continue)  joi- 
gnant A  et  B,  on  devra  ajouter  au  second  membre  l'intégrale  {~ô') 
du  n°  97,  et  écrire 


(97)  cl  ^  BB'  cos  B  -^  AA'  cos  A  +  |   -'j" 


-  ^nds. 


130.  ?Sous  appliquerons  surtout  la  formule  (y)  au  cas  où  la 
ligne  A  B'  est  elle-même  une  extrémale.  Celle-ci  étant,  en  général, 
comme  nous  l'avons  vu,  déterminée  par  ses  deux  extrémités,  l'inté- 
grale /  ,  correspondante  est  une  certaine  fonction  (ordinaire)  des 

coordonnées  de  ces  points  :  la  formule  (y)  fait  connaître  la  diffé- 
rentielle de  cette  fonction. 

^'ous  donnerons  à  la  formule  (y)  le  nom  âe  formule  aux  limites. 
On  pourrait  aussi,  à  juste  titre,  l'appeler  y*o/7?Hi/<?  de  G  ans  s  ;  non 
qu'à  proprement  parler  elle  lui  appartienne  en  aucune  façon  — 
Euler  et  Lagrange  avaient  calculé  l'expression  de  oVdans  les  con- 
ditions 011  nous  venons  de  nous  placer  —  ;  mais  c'est  dans  le  théo- 
rème de  Gauss  sur  les  lignes  géodésiques  (voir,  plus  loin,  n"  138) 
qu'intervient  pour  la  première  fois  le  fait  essentiel  qui  fait  l'impor- 
tance de  cette  formule,  à  savoir  qu'elle  fait  connaître  oV  sans  aucun 


144 


CALCUL    DES    VARL\TIONS 


signe  d  intégration.  Or  de  celte  circonstance  découlent,  comme 
nous  allons  le  voir,  toutes  les  propriétés  analytiques  des  équations 
du  Calcul  des  variations. 


131.  La  formule  au\  limites  s'écrit  également   pour  l'intégrale 
prise  sous  la  forme 


(I') 


r 


r  f{y',y,x)dx. 

'  ,0 


Il  n'y  a  qu'à  reprendre  la  formule  (5)  du  n"  53.  Mais  il  faut  faire 
subir  au  résultat  une  modification  si  nous  voulons  que  r)x°,  o\'' 
représentent,  comme  tout  à  l'heure,  les  projections  du  déplace 
ment  AA'  et  oV\  r)y\  celles  du  déplacement  BB'.  o\",  â'y^  auraient 
en  effet,  dans  la  formule  en  question,  une 
BôB'  signification  différente  :  ils  désignent  les 
variations  de  y  pour  x  conslant,  c'est-à- 
dire  ce  que  nous  avons  appelé  la  variation 
tronquée  (n"  80).  Ce  sont  les  segments 
AÂ'o,  BB'o  { fifj  •  2o)  interceptés  sur  les 
ordonnées  x  =  x^,  x  =  x^  entre  les  deux 
lignes  ).o,  'S  au  lieu  des  projections  verticales  des  segments  AA', 
BB'.  Nous  devrons  donc  remplacer  ces  variations  tronquées  par 
leur  expression  (obtenue  au  n°  80)  en  fonction  des  quantités  actuel- 
lement désignées  par  r)x^',  oV*',  r)x\  oV\  Il  vient  alors 


FlG.    20. 


(t) 

rj  = 

/•  I  ^  I 

+  (/- 

y'f-/y 

o.r'  — 

[fy 

o%    0 

De 

même 

;,  pour 

/  = 

XoVc^' 

1./2, 

.■,y'n 

yi' 

yi,' 

on  aura 

..,  y„,  x)rTx 


(ï) 


-[21/'/'.(^.^--jv>)+/^'^l 

L    i  Jx  =  x^ 
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T'I-» 


et,  si  l'on  pari  d'une  \[y:ne  ï„  qiiclconquo  au  lien  de  |)ailir  d'une 
cxtrémale, 

Plus  généralement,  pour  lintégrale 

considérée  au  n°  126,  on  devra  remplacer  dans  la  formule  (()2) 
2j',"''  par  (oj'i*'''  — r;('-T')o:r)  et  l'on  aura  (si  la  ligne  primitive  est 
quelconque) 

(99)  I    --^  Tx.^-ï- + _2 ^'^^''  (^•>''  ~ ^''^"^  "^  •  •  • 


.V^/^^_(5,.(.,-.,  _, 


où  tV/o,  m,/,  gardent  les  mêmes  significations  que  dans  l'expres- 
sion (92). 

Le  terme  intégral  disparaîtra  si  la  ligne  initiale  est  une  extré- 
male. 

132.  La  formule  (()())  nous  permettra  de  montrer  comme  nous 
l'avions  énoncé  précédemment  (n°  48)  que  l'on  ne  doit  pas,  lorsque 
la  fonction  sous  le  signe  /  contient  des  dérivées  d'ordre  supérieur 
au  premier,  envisager  des  courbes  variées  à  points  anguleux.  Nous 
allons  voir,  en  effet,  que  si  l'on  prenait  en  considération  de  pareilles 
courbes,  l'extremum  serait,  en  général,  impossible,  la  variation 
première  elle-même  ne  pouvant  pas  être  annulée. 

Prenons  simplement  une  seule  fonction  inconnue,  figurant  avec 
ses  dérivées  première  et  seconde.  Une  courbe  ).  répondant  à  la 
question  devra  aimuler  tout  d'abord  la  variation  r)[,  lorsqu'on  se 
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restreint  aux  courbes  à  tangente  et  courbure  continues.  Donc  a  est 
nécessairement  une  extrémale.  Prenons  ensuite  une  famille  de 
courbes  variées  ï,  tangentes  à  ).  en  A  et  B  et  ayant  toutes  un  point 
anguleux  C  d'abscisse  constante  x* .  On  pourra  appliquer  la  for- 
mule qui  donne  la  variation  première  pour  les  arcs  AG  et  CB 
séparément.  D'où 

le  signe  f  1  désignant  le  saut  brusque  que  subit  l'expression  qui 
y  est  renfermée  lorsque,  au  point  G,  on  passe  de  l'arc  AG  à  l'arc  CB. 

Or,  en  G,  rjy  a  la  môme  valeur  sur  AG  et  GB  ;  mais,  puisque  C 
est  un  point  anguleux,  r)y'  r=  m  sur  AB  et  ùy  =  ii  sur  GB. 

D'où 

Pour  que  rjl  soit  nul,  il  faut  donc  que /;■  soil  nul  en  G,  puisque 
m  et  n  sont  différents.  On  peut  d'ailleurs  prendre  arbitrairement 
la  valeurs*  :  par  conséquent/,;  doit  être  nul  de  A  à  B.  Alors  X 
doit  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations  diilérentielles 

lesquelles  n'ont,  en  général,  aucune  solution  commune. 

133.  L'intégrale  définie  delà  formule  (98)  disparaît,  alors  même 
que  /('),  /"'',  /<=>  ne  sont  pas  identiquement  nuls,  si  le  plan  qui  a 
ces  quantités  pour  paramètres  directeurs  est  celui  dans  lequel 
s'effectue  la  variation  (n"  95  . 

G'est  ce  qui  arriver,  nous  le  savons,  lorsque  fX,,,  au  lieu  d'être  une 
extrémale  libre,  est  une  extrémale  sur  une  surface  donnée  (ou 
d'une  manière  générale,  pour  les  extrémales  correspondant  aux 
problèmes  dans  lesquels  les  fonctions  inconnues  sont  liées  par  des 
relations  quelconques  en  termes  finis). 

Donc  la  formule  (y)  ou  (y)  esl  applicable  à  de  telles  extrémales. 

Ainsi  elle  s'applique  aux  (jéodésiqncs  d'ime  surface.  Si  /  est  la 
longueur  d'une  géodésiquc   VB,   la   Aariation  de   l,  lorsque  cette 
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ligne  se  déplace  sur  la  surlace,  sera,  comme  dans  le  cas  d'une 
ligne  droite 


(96) 


0/  =  BB'  cos  B \A'  cos  À 


A  et  B  étant  toujours  les  angles  de  A  A.'  et  de  BB'  avec  la  géodé- 
sique. 

134.  Transversalité.  —  Soit  A  une  evtrcmale  relative  à  l'in- 
tégrale 

Si  A  a  une  extrémité  fixe  B,  on  a  : 

(A) 

11  n'est  pas  nécessaire  que  A  soit  fixe  pour  que  oV  soit  nul.  Il  suffît 
que  la  tangente  au  déplacement  de  A  soit  dans  le  plan  P  dont 
l'équation  est  : 

7,(X  -  .•)  +/,(Y  -  y)  +/,(Z  -z)  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  point  A  se  déplace  sur  une  courbe  C  ou  une  sur- 
face S  tangente  à  P  en  A  (Jî(j.  -21).  Nous  dirons  avec  M.   Kneser 


que  l'cxtrémale  A  est  (ninvt'rsdlc  en  A  à  C  ou  S.  D'ailleurs, 
lorsque  y  n'est  pas  nul  au  point  A,  le  plan  P  est  déterminé  et  n'est 
pas  tangent  à  l'cxtrémale,  car  on  a  : 
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Les  résultats  du  n°  131  font,  d'autre  part,  connaître  la  conditioi^ 
de  transversalité  lorsque  l'intégrale  est  prise  sous  la  forme 

Cette  condition  est 


135.  Si  on  a  en  particulier  :  f  z=\^ x'  -+-  y-  H-  z-,  les  extiémalcs 
sont  des  droites  et  la  condition  de  transversalilé  devient  : 

•To.T  4-  yov  -4-  zoz  =  o. 

C'est-à-dire  qu'une  droite  est  transversale  en  A  à  une  courbe  C 
ou  à  une  surface  S  si  elle  est  normale  à  C  ou  S  en  A. 

Il  est  lacile  d'obtenir  (dans  l'espace  ordinaire)  tous  les  cas  d'extre- 
mum  libre  où  les  mots  Iransvcrsa/ilc  et  orthoyonalilc  sont  syno- 
nymes. En  effet,  on  doit  alors  avoir  : 

j:  =  Z  =,  r_ . 
D'où,  en  faisant  varier  seulement  x,  y,  :  : 


xdx  -\-  ydy  -t-  zdz df 

i'-  -hy^-hz^    ~  f 


et  par  suite  : 


f{x,  y,  z,  X,  y,  :)  =  \'  x^-  H-  y-  -+-  r'^  \  {x,  y,  z). 

La  transvcrsalilc  se  confond  éfja/e/ueiil  avec  l'orlJioijonalilc  dans 
le  cas  des  gcodcsifjues  d'une  snrface.  C'est  ce  qui  résulte  immédia- 
tement du  n°  133,  puisque  la  formule  (()6)  est  la  même  pour  une 
droite  ou  pour  une  géodésique. 

On  pourrait  d'ailleurs  le  constater  aussi  on  prenant  l'élément  de 
ligne  tracée  sur  la  surface  sous  la  forme 
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la  condition  de  Iransversalitc  étant  alors^  comme  celle  d'orlliogo- 
ralité 

Eduou  -+-  F  ((/«oc  +  f/uo»)  H-  Gdvlv  =  o. 

136.  Lorsque  J^^,j^^^.y,^  -^^  ,^  ^^^^^^  ^^^^^  |-^^,^^^  quadratique, 
la  condition  de  tranversalité  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
déplacements  {dx,  dy,  d:)  (effectué  sur  l'extrémale)  et  {r)x,  ây,  r)z). 
Bien  entendu,  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  général,  la 
condition  n'étant  même  plus  linéaire  par  rapport  à  x,  y,  z.  Il 
nous  arrivera,  cependant,  même  dans  ce  cas,  de  dire  indilTérem- 
ment  qu'une  extrémale  /  est  transversale  à  une  courbe  quel- 
conque r,  ou  que  celle-ci  est  transversale  à  la  première^  aucune 
confusion  n'étant  à  craindre  de  ce  chef. 

137.  Familles  transversale.s.  —  Considérons  une  famille 
d'extrémales  A  issues  d'un  point  fixe  A.  Si  B  est  un  point  quel- 
conque de  A,  on  aura  : 

Supposons  que  sur  chacune  des  extrémales  A.  on  prenne  le  point  B 

de  façon  que  /  "  ait  une  valeur  constante  /.•.  Le  point  B  dépendra 

(A  ' 
au  plus  de  deux  paramètres,  par  suite  il  décrira  une  surface  S',  ou 

une  courbe  C ,  ou  restera  fixe. 

rjl  étant  nul,  on  voit  que  A  sera  transversale  à  S'  ou  à  C  en  B. 

Il  en  serait  encore  de  même  si,  A  étant  variable,  A  était  en  ce 
point  transversale  à  une  ligne  ou  à  une  surface  fixe.  En  mi  mot, 
lorsqu'une  cxlrémale  lariable  reste  transversale  à  une  surface  fixe, 
elle  reste  transversale  à  une  infinité  d'autres  surfaces  (puisqu'on 
peut  prendre  arbitrairement,  dans  ce  que  nous  venons  de  dire,  la 
valeur  constante  de  /"). 

En  nous  inspirant  d'une  locution  créée  par  M.  Darboux  ('),  nous 
donnerons  le  nom  de  famille  transversale  à  une  famille  d'extré- 
males —  à  deux  paramètres  dans  l'espace  ordinaire,  ou,  en  général 
à  autant  de  paramètres  qu'il  y  a  de  fonctions  inconnues  dans  le 
problème  —  qui  possède  la  propriété  précédente. 

(')  Leçons  sur  hi  tliroric  Jrs  surfaces,  t.  Il,  p.  485. 
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138.  Théorèmes  de  Gauss,  de  lord  Kelvin  et  Tait,  de  Malus. 

• —  L'exemple  le  plus  simple,  et  l'un  des  plus  remarquables,  du  fait 
constaté  au  numéro  précédent  est  le  théorème  de  Gauss  : 

Si,  sur  une  surface  quelconque,  on  mené  les  gcodésiques  issues 
d'un  point  fixe  ou,  plus  généralement,  les  géodêsiques  normales  à 
une  courbe  fixe,  et  que  Von  porte  sur  chacune  d'elles  un  arc  de 
même  longueur,  les  géodésiques  considérées  seront  encore  normales 
au  lieu  des  points  ainsi  obtenus. 

Cet  énoncé  est  bien  un  cas  particulier  du  précédent,  appliqué  à 
la  longueur  dun  arc  puisque  les  lignes  orthogonales  entre  elles 
sont  ici  transversales. 

Le  même  principe,  appliqué  à  Vaclion,  dans  le  cas  de  la  Dyna- 
mique d'un  point  matériel,  donne  le  théorème  de  lord  Kelvin  et 
Tait,  d'après  lequel  les  trajectoires  {correspondant  à  une  même 
valeur  de  la  constante  des  forces  vives)  normales  à  une  surface,  le 
sont  à  une  infinité  d'autres. 

Enfin,  la  même  propriété  a  lieu  pour  les  rayons  lumineux  donnés 
eux  aussi,  par  les  équations  (4i)  du  n"  82.  C'est,  du  moins  en  ce 
qui  regarde  les  milieux  continus,  le  célèbre  théorème  de  Malus. 

Ce  théorème  s'étend  de  lui-même  à  la  réfraction  en  milieu  aniso- 
trope  (la  propagation  de  la  lumière  en  un  pareil  milieu  se  rame- 
nant également  à  un  problème  de  calcul  des  variations);  mais^ 
cette  fois,  il  n'y  a  que  transversalité  et  non  plus  orthogonalité. 

Qu'il  y  ait  ou  non  isotropie,  les  surfaces  transversales  ne  sont 
autres  que  les  positions  successives  d'une  onde  lumineuse. 

139.  Cas  des  extrémales  fermées.  —  Supposons  maintenant 
que  pour  l'intégrale 

(32)  I  J{dx,  dy,  d:,  ce,  y,  z) 

existent  une  infinité  d'extrémales  fermées  formant  une  suite  con- 
tinue. 

Toutes  ces  lignes  donneront  la  même  valeiu'  à  l'intégrale  (32). 

On  peut,  en  effet,  considérer  chacune  d'elles  comme  joignant  un 
point  A  à  lui-même  et  par  conséquent  appliquer  la  formule  (y)  le 
point  C  coïncidant  avec  le  point  A.  Il  est  alors  clair  que  tous  le& 
termes  de  cette  formule  se  détruisent,  puisque  toutes  les  quantités 
qu'ils  contiennent  ont  les  mêmes  valeurs  de  part  et  d'autre  de  A. 
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Si  par  exemple  une  surface  admet  une  infinité  continue  de  géo- 
désiques  fermées,  comme  il  arrive  pour  la  sphère,  ioiiles  ces  gcodc- 
siqiies  ont  la  mcine  longueur. 

139  bis.  Il  en  est  de  même  si  toutes  les  Q,\trémales  issues  du 
point  A  vont  passer  par  un  même  point  §(,  fo\er  absolu  (n"  103) 
de  A.  Alors  tous  les  arcs  ASC  ainsi  tracés  donneront  pour  l'inlé- 

fjralc  /.  la  même  valeur. 

Car  la  variation  de  cette  intégrale  sera  identiquement  nulle,  tous 
les  termes  de  la  formule  (y)  disparaissant. 

C'est  ainsi  que  sur  la  sphère  tous  les  arcs  de  grands  cercles  joi- 
gnant deux  points  diamétralement  opposés  ont  même  longueur. 
On  voit  qu'il  en  serait  de  même  pour  toute  surface  où  les  géodé- 
siques  issues  d'un  point  déterminé  A  auraient  un  foyer  absolu. 

Celte  remarque  est,  au  fond  identique  à  celle  qui  a  été  faite  au 
n"  6  (note  de  la  page  G). 


II.    PROPRIÉTÉ   DES   ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DU   CALCUL   DES   VARLVTIONS 


140.  Les  équations  de  la  Mécanique  sont,  nous  l'avons  vu,  un 
cas  particulier  des  équations  du  Calcul  des  variations.  Mais  la  plu- 
part des  propriétés  qu'elles  présentent,  au  point  de  vue  de  l'inté- 
gration, —  et  auxquelles  sont  consacrés,  totalement  ou  partielle- 
ment, les  traités  classiques  sur  la  Dynamique  —  subsistent  dans  le 
cas  général.  L'identité  est  assez  complète  pour  que  nous  devions 
nous  contenter  de  rappeler  l'existence  de  ces  propriétés  :  en  lea 
développant,  nous  ne  pourrions  que  répéter  purement  et  simple- 
ment le  Traité  de  Mécanique  rationnelle  de  M.  Appell  ou  les 
Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste  de  M.  Poincaré. 

Tout  d'abord,  nos  équations,  comme  celles  de  la  Dynamique, 
peuvent  être  mises  sous  la  forme  canonique,  par  la  transformation 
de  Legendre(')  relative  aux  v'  c'est-à-dire  par  l'introduction  des 


(*j  Serret,  Calcul  différentiel  et   inlcfjral,   tome    I,    p.    129;   Golusat.   Cours 
d'Analyse,  tome  I,  p.  88;  Humbert,  Cours  dWnfdvse.  tome  I,  p.  io5. 
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nouvelles  variables 

(loo)  'U=In\  (i'=  I,  2,...,  //) 

(substituées  aux  y')  et  de  la  nouvelle  ionclion 

i 

qui  donnent 

Mo\ennant  ces  relations,  les  équations  (/:)  du  n"  58  prennent  la 
forme  canonique. 

/n\            'fyi         '^ÏI                 '''//               '''Il  /•  \ 

[^)  [-  =  —        •         ,-= ((=1,2,...  n). 

140  /'/.s.  Toutefois,  celle  transformation  suppose  la  condition, 
déjà  bien  des  fois  introduite,  que  le  déterminant  fonctionnel 

''-    D  (/„/„.../„) 

des  seconds  membres  des  équations  (loi)  est  ditTérent  de  zéro, 
c'est-à-dire  que  le  prol)lrme  est  nrdiiviire  an  sens  dn  if  59. 

Elle  ne  serait  donc  pas  directement  applicai)le  dans  le  cas  de  la 
forme  paramétrique,  par  exenq^lepour  lintégrale  (Sa)  (n°  74).  On 
reconnaîtra  cependant  par  le  même  calcul  que,  dans  ce  cas  encore, 
on  ])eut  en  général  écrire  les  équations  sous  la  forme  canonique (') 

,-s      dx i^n    dy 

^"'   JF'~'^j>'di 

p,  q,  r  étant  les  quantités  (Ga')  du  n"  90.  il  (lequel  ne  contient  pas 
explicitement  /)  est  alors  lo  premier  membre  de  l'équation  ((ia), 

(')  Ces  équations,  comme  les  équations  (E)  di'^  81)  ilont  elles  dérivent,  sont 
surabondantes.  On  doit,  effectivement,  supposer  x,  y.  z,  p,  rj,  r  astreints  à  véri- 
fier l'équation  H  =  o  de  la  figuratricc.  Moyennant  cette  relation,  qui  est  com- 
patible avec  le  système  (C)  (car  son  premier  membre  en  est  une  intégrait'», 
l'une  des  équations  (C)  est  une  conséquence  des  autres. 


oll    d: 

m  dp 

MI  d(J 

MI   dr 

ôH 

C^q'dC 

-eu-  \lt~' 

^x  ^  dt'~ 

c^y\U~' 

^r 
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€'csl-à-dii'c  de  réquallûii  de  la  y/rya/v^Z/vct',  La  coudilioii  poiii  que 
l'on  puisse  écrire  les  équations  (C)  est  que  cette  équation  soit 
unique.  Nous  en  aurons  une  inlerpvétalion  simple  en  la  rappro- 
chant de  celle  qui  a  été  formée  au  numéro  précédent. 

140  ter.  L'introduction  de  la  fonction  II  est,  en  effet,  tout  ana- 
logue à  la  transformation  de  Legcndre  effectuée  plus  haut  :  car  on 
sait(^)  que  celle-ci  revient  à  une  transformation  par  polaires  véci- 
l)roques,  par  rap[)orl  à  une  courbe  (parabole)  ou  à  une  surface  du 
second  degré. 

Nous  donnerons  donc  encore  le  nom  de  fi(jiiralrice  (dans  le  cas 
■de  l'intégrale  (i),  où  x  est  variable  indépendante)  à  la  courhe  (pour 
Il  =  i)  ou  à  la  surface  de  l'espace  à  /i  -h  i  dimensions,  qui  (pour  x 
et  y  constants)  a  pour  coordonnées  les  valeurs  des  n  quantités  cji  et 
de  la  fonction  11.  Cette  figuratrice  dérive,  ici  encore,  de  la  figura- 
tive, })ar  polaires  réciproques. 

La  fujiiralricc  est  représentée  par  une  seule  équation,  donnant  H 
•en  fonction  des  x,  y,  q,  si  le  problème  est  ordinaire. 

La  réciproque  est  vraie.  Si  le  problème  n'est  pas  ordinaire  (pour 
des  valeurs  non  particulières  des  x,  y,  y')  l'élimination  de  /  et 
des  y'  entre  les  équations  (loo),  (loi)  fournit  plusieurs  équations 
entre  les  quantités  H,  x,  y,  q.  C'est  ainsi  que  la  polaire  réciproque 
■d'une  développal^le  est  une  courhe. 

Revenons  maintenant  à  la  figuratrice  du  n"  90  (forme  paramé- 
trique). La  condition  pour  qu'elle  ne  soit  pas  une  courbe  est  encore 
que  la  figurative  correspondante  ne  soit  pas  développable.  Or,  ceci 
revient  à  dire  que  le  problème  doit  être  ordinaire  au  sens  du  n"  89. 

C'est  ce  qu'on  verra  en  se  reportant  aux  relations  établies  dans 
ce  numéro  entre  la  figurative  en  question,  obtenue  à  l'intégrale  (Sa), 
et  celle  qui  dérive  de  l'intégrale  (02)  correspondante  :  en  particu- 
lier, à  l'homographie  qui  eviste  entre  ces  deux  surfaces. 

141.  La  forme  canonique  est  la  source  de  tous  les  théorèmes 
fondamentaux  de  la  D}  namique  analytique.  Ceux-ci  sont  par  con- 
séqment  communs  aux  équations  en  question  et  à  celles,  plus  géné- 
rales, du  Calcul  des  variations. 

(')GoLRSAT,  Triiilr  (VAnalYse,  tome  1,  p.  89;  IIujtnEitT,  Tniilc  d'Analyse^ 
tome  I,  p.  io5. 
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Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  dire  que  ces  propriétés  dérivent  toutes 
de  la  formule  aux  limites  précédemment  démontrée  (')  (formule 
(y  ou  y)),  laquelle  s'écrit  dans  notre  notation  actuelle,  pour  l'inté- 
grale (i), 

( Io3)      ô/==(ry,ovi  +. . .  +  7„oy„  —  Hoj-)^  —  (^lOVi  +.. .  +  qn^'»  —  H'Xr)'' 

(où  les  indices  supérieurs  ",  '  désignent  les  expressions  relatives  aux 
points  A,  B  respectivement),  et  pour  la  forme  paramétrique 

(io4)       o/rrr  (ry,ojj  +  ryo^j,  +  ...  +  ry„or„)'  —  (ry.M'i  -\-       +  7/V«r 

formule  également  applicable  à  l'intégrale  (  i  )  si  on  ne  fait  pas 
varier  x^,  x\ 

L'équation  (lol)  ainsi  écrite  (où  /  est  une  fonction  des  y  aux 
deux  extrémités)  peut  s'interpréter  de  deux  façons  différentes. 

Intégrons-la  d'abord  en  supposant  que  le  point  (j/',  Jo",... 
Jn^}  9i°>---  (Jn^)  de  l'espace  a  -211  dimensions  qui  a  pour  coor- 
données les  valeurs  initiales  de  Ji,...  jn,  qi,-.-  fjn  décrive  dans 
cet  espace  un  cliemin  quelconque  7"  (et  par  conséquent  le  point 
(ji',...  }',/,  qi^,...  qn^ ,  qui  a  pour  coordonnées  les  valeurs  finales 
des  mêmes  quantités)  un  cbemin  corresponlant  c')  :  nous  aurons 

(lo5)  ^(.ylV/y/-+-.y,^/v,^..+.y,/c/J„')-(7A/r,°+...-^ry/(^^^^^^^ 

Au  second  membre,  figure  une  différentielle  exacte,  qui  dispa- 
raît lorsque  le  chemin  7^  ainsi  décrit  est  fermé.  La  valeur  de  l'inté- 
eralc 


(lo5')  1  qidvi  -+-  qJy-i  -h...  -h  7„</v„ 

reste  donc  constante  par  rapport  à  ./■  dans  ces  conditions.  C'est  ce 
que  l'on  nomme,  avec  M.  Poincaré  ("-),  un  invariant  inlé(jral  rela- 

f'f- 


(*j  M.  Kœmgs  a  élabli  (Comptes-rendus,  décembre  i8c)5j  que  si  un  système 
d'équations  différentielles  admet  l'invariant  intégral  relatif  (io5'),  il  a  nécessai- 
rement la  forme  canonique.  Toutes  les  propriétés  de  cette  dornièrc  doivent 
donc,  à  priori,  pouvoir  se  déduire  de  la  formule  (io3j. 

(-)  Les  mélliodes  nouvelles  de  lu  Mécanique  Céleste,  t.  IIF,  p.  (). 
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Lorsqu'il  s'agit  de  riiit('\urale  (i),  cette  propriété  suppose  que 
sur  le  chemin  c",  x  a  une  valeur  constante  ,c"  et  sur  le  chemin  c^, 
une  valeur  différente  de  la  première,  mais  également  constante,  x^. 

Si,  au  contraire,  il  s'agit  de  la  l'orme  paramétrique,  non  seule- 
ment la  loi  de  variation  de  ji",...  jn",  71°,...  q,,'^  sur  7"  sera  arbi- 
traire, mais  —  toujours  dans  l'espace  à  deux  dimensions  —  pour 
chaque  point  P°  de  7'^  le  point  correspondant  P'  de  cr'  sera  l'un 
quelconque  de  ceux  qui  sont  situés  sur  la  môme  trajectoire  que  P*' 
(c'est-à-dire  sur  la  même  courbe  intégrale  des  équations  (G))- 

142.  D'autre  part  nous  pouvons  écrire  la  formule  (lo'i)  sous  la 
forme 

en  supposant  que  les  j*^"  et  les  (f  dépendent  d'un  paramètre  a. 
Comme,  pour  une  valeur  déterminée  quelconque  de  ce  paramètre, 
}'i'  ïh---  y»i  '/i'  (7i>---  7«  forment  une  solution  du  système  (C),  les 
dérivées 

sont  solutions  des  équations  aux  variaiions  (n"  21)  correspondant 
à  (C),  savoir  (en  supposant  qu'il  s'agit  de  l'intégrale  (i)  et  par  con- 
séquent, que  la  variable  indépendante  est  x) 

Faisons  maintenant  dépendre  la  solution  (j,,  qi)  de  deux  para- 
mètres 7,  et  i^  et  par  conséquent  introduisons  une  nouvelle  solution 
des  équations  aux  variations,  savoir 

(106')  Z,  =  |^         ,         r,  =  g'  {i=i,2,...n). 

La  formule  (io4)  a  lieu  tant  lorsque  l'on  fait  varier  a  que  lorsque 
l'on  fait  varier  |S,  et  donne 

(107) 

'  a  '  ''^'''  -^        a  '  '•''"'  -  fa  "  ^•^''"  -^       -f-  0  °  ^ W  -  • 


•l56  CALCUL    DES    VARL\TIO>S 

Différentions  la  première  de  ces  deux  ('quations  par  rapport 
à  jv,  la  seconde  par  rapport  à  a  et  retranchons  :  les  seconds  membres 
disparaissent  et  il  en  esl  de  même  de  Ions  les  termes  qui  con- 
tiennent les  dérivées  secondes  telles  que  — " ,', .  Il  reste 

fio8^         V  l^Ii  ^3  _  ^J'  ^y  ^  V  l^ll  '"?'■  —  ^'^-J  '^r 


OU,  avec  les  notations  (io6).  (io6  ) 

(lof))  2l  (y'^'  "~  ^'^' '  '  "  ^  ^y-^'  ~  ^'^')° = °- 

Donc  enfin  (puisque  ceci  a  lieu  entre  deux  valeurs  quelconques 
de  X),  on  a 


V 


(109')  2d  ^'^^  "~  ^'^ 


conslanlc 


Deux  solutions  quelconques  des  équations  aux  variations  donnent 
lieu  à  la  relation  précédente.  Si  l'on  regarde  l'une  d'elles  (z,,,  r,) 
comme  donnée,  celte  relation  qui  lie  alors  entre  elles  les  quanti- 
tés y,  q  constitue  une  intégrale  du  système  aux  variations.  Ainsi, 
ioiile  sohilioii  fie  ce  système  en  fournit  une  i'nté(/rale. 

Celle  propriété  (comparer  Notions  préliminaires,  n"''  29,  31) 
n'est  pas  au  l'ond  distincte  de  la  suivante,  que  nous  retrouverons 
au  livre  III  : 

Le  système  aux  variations  est  identique  à  son  adjoint. 

143.  La  lormulc  (108),  intégrée  par  rapport  à  a  et  à  -v,  dans 
une  portion  quelconque  du  plan  des  a3,  iournit  une  intégrale 
double 

dont  la  valeur  esl  indépendante  de  x.  C'est  précisément  cet  inua- 
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n'aiil  i n te (/ rai  d'uvdic  tlcu\  qui  a  permis  à  M.  Poincaïc  de  former 
tous  les  auUcs  ('). 

Le  dernier  d'entre  eux  (invariant  d'ordre  211)  joue  un  rôle  parti- 
culièrement important  dans  rintégralion  du  système  (C).  Son  exis- 
tence revient  (-)  à  dire  que  : 

Le  syslèmc  canonique  (C)  adnxel  pour  multiplicateur  l'unité.  Ce 
dernier  fait  se  vérifie  d'ailleurs  directement  d'une  manière  immé- 
diate. 

On  sait,  enetTet('),  que  si  \i,  ^2,.-.  ^/i,  Qi,  Q2,...  Q„  désignent 
les  seconds  membres  des  équations  (C),  un  multiplicateur  de  ces 
équations  est  une  fonction  M  qui  vérifie  l'équation  aux  déri\ées  par- 
tielles 

ôM      c^MY.)      ù(MY,)   ^        ,  5(MY„)   ,  c^(MQ.)   ^  ^    _^MW}u)^^ 

et  que,  dans  les  mêmes  conditions,   j  i  •■■  j  ^Idyidyi. . .  dyndrj^ . . .  dq^ 
est  un  invariant  intégral. 
Or,  on  a  ici,  évidemment 

D'autre  part,  la  formule  (  109)  entraîne  les  propriétés  des  «  expo- 
sants caractéristiques  »  relatifs  aux  solutions  périodiques!*). 

144.  Ce  même  fait  que  les  équations  (C)  ont  pour  multiplica- 
teur I,  nous  apprend  aussi  (')  que  les  équations  (E)  (n"  58)  réso- 
lues, par  rapport  aux  r",,  ont  pour  multiplicateur  A.  Par  exemple, 
pour  n  =^  ^^  f>y-  est  un  multiplicateur. 

Cette  circonstance  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  résolution 
de  la  question  suivante  :  Trouver  un  problème  de  Calcul  des  Varia- 
tions qui  conduise  à  une  équation  différentielle  donnée. 


(')  Les  mt-lltodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  III,  p.  21  et  suiv. 
(j)  POINCAKÉ,  Ibul.,  p.   4i. 
(■')  JoRDA>-,  Cours  (V Analyse,  t.  TIF,  n°  Oo. 
{*)  Poi>CARÉ,  lac.  cit.,  cliap.  xxiii. 

(^)  En   vertu    de   la    formule   (Joudan.    lue.    cit.,    n°    45)   qui  fait  connaître 
comment  le  multiplicateur  se  comporte  dans  un  changement  d'inconnues. 
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Par  exemple,  pour  /i  =  i ,  si  l'on  donne  l'équation  différentielle 
des  extrémales  et  que  l'on  cherche/,  on  commencera  par  détermi- 
ner un  multiplicateur  M  de  l'équation  (résolue  par  rapport  à  y") 
et  par  intégrer  (à  l'aide  de  deux  quadratures  évidentes)  l'équa- 
tion r-%  =  M  • 

>«ous  laisserons  également  de  coté  cette  question,  en  nous 
•contentant  de  renvoyer  aux  Leçons  sur  la  Théorie  des  Surfaces  de 
M.  Darboux  (•)  et  aux  travaux  de  MM.  Hamel  et  Hirsch(2).  Nous 
retiendrons  seulement  de  leurs  résultats  que  le  problème  a  une 
infinité  de  solutions,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  formes 
de  la  fonction  y  qui  conduisent  aux  mêmes  extrémales  (^). 

145.  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles.    - 

Nous  insisterons  un  peu  plus  sur  l'application  du  calcul  des  varia- 
tions à  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  directe- 
ment liée,  comme  on  va  le  voir,  aux  formules  (y)  et  (y). 


(')  Tome  III,  p.  54  (n"  Oo.i). 

(^)  Hamel,  Uber  die  Geometriecn  in  denen  die  Geraden  die  kur;:eslen  sind.  Inaïuj. 
Diss.  Gôltingiie  1901.  IIirsch,  Math.  Ann.,  t.  XLIX. 

(^)  Par  exemple  pour /(y,  y,  x)  ^=  '/^(j)  les  extrémales  sont  les  droites  du 
plan,  quelle  que  soit  la  fonction  j^.  (Voir  un  exemple  plus  loin,  n°  21i8.) 

Mais  celte  forme  de  /  n'est  pas  la  plus  générale  :  pour  que  toutes  les  extré- 
males soient  des  droites,  il  suffit  é^idemmcnt  d'après  l'équation  (E,)  (n°  59) 
que  /  soit  (lorsqu'on  le  considère  comme  fonction  des  variables  indépen- 
dantes X,  y,  v)  une  solution  quelconque  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^  ■  w    ,.<  '^y  ^  „ 

i>y       dydx       '    i^j'i^y 
L'intégrale  générale  de   celte  équation  est  1  D.viusoux,  loc.  cil.,  p.  5i)  n"  606) 

-S»  étant  une  fonction  arbitraire  de  r,,  y  —  c^x  et  0  "ne  fonction  arbitraire  de  ,»%  y. 

L'équation   prend  une   forme  particulièrement  élégante  lorsqu'on  part  de  la 

forme  paramétrique.  (Voir  Hamel,  loc.  cit.)  Elle  se  ramène  à  la  recherche  des 

intégrales  homogènes  et  du  premier  degré  en  x,  y  de  l'équation 

/•■■.'/  —f-l-r  =  " 

-à  laquelle  se  réduit  la  relation  l'):i)  du  n"  87  lorsqu'on  annule  la  courbure. 
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Parlons  d'abord  de  la  forme  paranictriqiie  (3-.i)(').  Considérons 
une  extrémale  varial^le  A  limitée  aux  points  A(.»°,  j°,  z*^)  et  B (se,  y,  z). 
Lojsque  A  reste  transversale  en  V  à  une  surface  fixe  ou  à  une 
courbe  fixe  F  ou  bien  lorsque  A  est  fixe,  elle  engendre  une  famille 
transversale  (T)  pour  laquelle  : 

Si  Bi  est  un  point  voisin  de  B,  extrémité  d'une  extrémale  de  la 
famille  (F),  il  y  aura  en  général  une  courbe  A,  de  la  môme  famille, 
terminée  en  Bi  et  pour  laquelle  /  aura  une  valeur  bien  déterminée. 
Par  conséquent,  /     est  une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  de  B 

lorsque  A  reste  dans  la  famille  (F).  Et  la  formule  (y)  montre  que 
l'on  a  : 

les  valeurs  de  x,  y,  z,  étant  prises  sur  revtrémale  de  F  qui  aboutit 
en  {x,  y,  z). 

Or,  nous  avons  vu  (n"  90),  qu'entre  les  équations  (iio)  que 
nous  venons  d'écrire  on  peut  éliminer  x,  y,  -.  On  a  donc  entre  />,  ([,  r 
(c'est-à-dire  entre  les  dérivées  partielles  de  /)  la  relation 

H(p,  q,  r,  X,  Y,  z)  =r  o 

H  =  o  étant  l'équation  de  la  figuratrice. 

Donc  la  quantité  /^'^'-^'*^   est  une  intégrale  de  réqiialioii  aux 

dérivées  partielles  : 

(m)  H   —.—,-,  a-,  y,  2 


Par  exemple,  pour/=  V  \/{x^  +  v^  -h  2-)  (cas  du  n"  82),  on 


aura 


Sjx^  _^  J2   +   ^2  '  •    '  y/^2   _j_  yi   .^   li  '       "  v/i2   +  f   +    'z^ 


Oj  Cf.  D^Tînoux,   Leçons  sur    la    théorie  (jcnrrale  des  surfaces,   t.    II.    liv.    \, 
n°  536. 
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et  il  viendra 


-)  /'^+'/'-'-'=(5.)+(:i)"-(:;)=iv(....^)r 


Pour  f=VEn--h^Viw-\-Gv-,  d'où p=-(Eu  +  Fv),q  =  =  {Vii-{-Gv), 
on  aura 

On  connaît  ainsi  une  infinité  d'intégrales  de  l'éqnation  (ii!), 
D'abord  loules  les  fonctions  I  ''''''  '       où  \  est  une  extrémale  pas- 

sant  par  le  point  fixe  (x",  y",  z°).  Ces  fonctions  dépendent  de  trois 
constantes  arbitraires  x'\  }'"_,  s"  (comme  les  intégrales  complètes 
de  H  =  o). 

Ensuite  les  fonctions  I      ''      .  oii  A  est  une  extrémale  transvet'- 

sale  (au  point  variable  \)  à  une  courbe  ou  une  surface  fixe,  sont  des 
inléf/rales  qui  dépendent  de  ime  ou  deux  fonctions  arbitraires, 
comme  l'intégrale  générale. 

Nous  allons  en  effet  montrer  quon  oljtient  ciinsi  toutes  les  inté- 
fjrales  non  sinrjulicres  de  l'érjuatton  (  1 1 1  ). 

146.  Tout  d'abord,  lorsque  x^\  y",  c°  sont  des  constantes  arbi- 
traires, la  fonction 

ii(x,  y,  z,  X  ,  y  ,  z  )  =  1  ^  '  •"    '  „ 
(A)v^  )  .?  >  -  J 

est  une  in(é(/rale  complète  de  (m).  Autrement  dit('),  on  peut 
déterminer  les  3  paramètres  .r,.,  }'(!,  Cn  de  façon  que  cette  intégrale 
possède  un  élément  déterminé  :  (/i,  Xt,  ji,  zi,  pi,  rji,  ri)  (satis- 
faisant-à  l'équation  H(;ri,  Yi,  Zi,  p^.  qi,  ri)  =^  o),  c'est-à-dire  de 
façon  à  vérifier  les  équations  : 

(.1/,)      »(a-,.  V,,  :,,  .•«.  f,  .«)  =  /:.  ^^^  =pi,  ^  =  7.-  ,,,  =  '^ 


(')  Voir  GoLUSvT,  Leçons  sur  les  l'ijUdtions  aii.r  ilri-'icces  prii-lirllrs  du   jH-cntiri 
ordre,  Ilermann,  p.  117. 
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En  ellet,  l'équation  (m)  exprime  qiiil  evisle  des  quanti- 
tés X,  y,  z  satisfaisant  aux  relations  (iio). 

Nous  savons  même  (cf.  n"  140)  que  ces  quantités  sont  tlonnécs 
par 

X  y  z 


Déterminons  de  pareilles  quantités sci,  Vi,  Zi,  \)our p=Pi,q  =  qy, 
r  =  r,  et  traçons  par  le  point  [xi,  Vi,  ri)  l'exlrémale  qui  est  tan- 
gente à  ce  point,  à  la  direction  {Xi,  ji,  Zi).  Le  point  A(x",  y",  r°) 
se  trouve  sur  cette  extrémale.  Sa  position  sur  cette  courbe  sera 
telle  que  l'on  ait  : 

/(^i,  7i.  -i)  _  / 

(A)(--«,  vo,  .-0) 

Cette  dernière  relation  définit  bien  le  point  clierclié  sur  notre  extré- 
male, si  II  est  suffisamment  petit,  sauf  le  cas  singulier  oii  les 
valeurs  trouvées  de  £Ci,  ji,  Zi  annulent/.  Donc,  on  peut  construire 
le  seul  point  qui  puisse  répondre  à  la  question  ;  si  l'on  choisit  ce 
point  pour  point  A  {x°,  y^,  s"),  l'intégrale 

répond  aux  conditions  demandées. 

Passons  maintenant  à  l'intégrale  générale.  Soient  L  (./;,  y,  z) 
une  intégrale  non  singulière  quelconque  et  {xi,  yi,  Zi, pi,  (ji,  ri,  Ii) 
un  élément  de  cette  intégrale.  On  peut  toujours  déterminer  un 
point  x*^,  y°,  z"",  tel  que  l'intégrale  complète  u[x,  y,  -,  x°,  y",  :") 
possède  cet  élément.  (La  condition  que  /^  soit  suffisamment  pelit 
ne  constitue  pas  un  obstacle  :  il  suffit  de  retrancher  de  la  solution  / 
une  constante  convenable  pour  qu'elle  soit  remplie).  Lorsque 
Xi,  ji,  Zi  varient,  x",  j°,  z^  varient  aussi  et  sont  trois  certaines 
fonctions  : 

(ll5)     x''=g{xi,yi,:,)     ,     y""  ^  h{x^,  y„  z,)      ,     c«  =  A-(.T„y,,  c,). 

Donc  la  fonction  : 

a[x,  y,  z,  g{x,  y,  ,-),  h{x,  y,  z).  k{x,  y,  z)] 
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conïcide  avec  la  fonction  L  et  l'on  a  : 


A  étant  une  extrémale  allant  de  \{x'^,  y'^,  c°)  à  B(j:i,  ji,  -j). 

Il  sufilra  maintenant  de  montrer  que  A  décrit  une  surface  (ou 
une  courbe)  à  lacjuelle  A  est  constamment  transversal,  ou  encore 
reste  fixe.  Or,  c'est  ce  que  montre  le  raisonnement  classique  (')  par 
lequel  on  passe  d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  à  l'intégrale  générale.  Pour  répéter  ici  ce  raisonne- 
ment, on  partira  de  l'équation 

(A) 

qui  exprime  que ;)i,  71,  /'i  sont  les  dérivées  partielles  de  «ena;i,yi,ri,. 
et  on  la  comparera  à  la  formule  (y)  que  u  vérifie  d'après  sa  défi,- 
nition.  Il  vient  ainsi  évidemment 

f-fiox''  -+-/,,)«oy"  +fi<^o:°  =  o. 

Cette  équation  exprime  :  i"  que  les  fonctions  (ii5)  de  Xi,  ji,  Zi  ne 
sont  pas  indépendantes,  —  donc,  que  le  point  A  est  fixe  ou  décrit 
une  courbe  ou  une  surface  — ;  2"  que  A  est  transversal  à  celte 
courbe  ou  cette  surface. 

Ainsi  pour  A  =;  i,  l'équation  (112)  a  pour  intégrale  générale  la 
distance  du  point  (ôc,  y,  z)  à  une  surface  fixe.  De  même  l'équa- 
tion (11 3)  a  pour  intégrale  générale  la  distance  géodésique  du 
point  (u,  v)  à  une  ligne  fixe  (^). 

On  retrouve  bien  aussi,  conformément  à  ce  qu'enseigne  la  tliéo- 
rie  classique  des  équations  aux  dérivées  partielles,  que  les  diverses 
catégories  d'intégrales  obtenues  ainsi,  les  unes  à  l'aide  de  points, 
les  autres  à  l'aide  de  lignes  ou  de  surfaces  fixes,  ne  sont  pas  essen- 
tiellement distinctes  entre  elles.  Par  exemple,  pour  l'équation  (112), 
on  aura  la  môme  intégrale,  à  une  constante  additive  près,  en  pre- 
nant la  distance  du  point  {x,  j,  z)  à  un  point  il\e  A  ou  sa  distance 
à  une  sphère  fixe  ayant  pour  centre  ce  point.  Au  lieu  de  la  distance 


(')  GoLRSAT,   Equations   aux   dérivées  partielles   du  premier   ordre,    cliap.    iv  ; 
IIuMBEUT,  Cours  d'analyse,  t.  It,  p.  ^56. 

C^)  Darboux,  loc.  cit.,  t.  TI.  liv.  V,  cliap.  v. 
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à  une  droite  lîxe,  on  pourra,  de  même  introduire  la  distance  à  un 
cylindre  de  révolution  ayant  celte  droite  pour  axe,  on  lui  ajoutani 
une  constante  (le  rayon  du  cylindre)  ;  etc. 

Les  intégrales  de  l'équation  (iii)  pourront  ainsi  (moyennant 
l'introduction  d'une  constante  additive)  être  toujours  considértkîs 
comme  déduites  de  surfaces,  puisque  les  extrémales  transversales 
à  un  point  ou  à  une  courbe  fixe  sont  aussi  transversales  à  des  sur- 
faces fixes. 

147.  \' oyons,  en  dernier  lieu,  comment  le  calcul  se  présentera 
si  nous  partons  de  la  forme 

(32')  /=  f{y',z',y,z,x)dx. 

Nous  serons  ainsi  conduits  à  une  méthode  d'intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  est  la  première 
méthode  de  Jacobi. 

Le  raisonnement  qui  nous  a  fait  obtenir  pour  la  forme  paramé- 

,  .  ,  ,     ,     ù/      i)I     0/  ,, 

trique,  les  expressions  (iio)  de^  »  —  ^  —montre  que  Ion  a  ici 
(d'après  le  n"  131)  : 

P  =  \i='f  '^  ^''■f'^'  "  ^'^''  ^  ~  "'  '^  ""  ^  ""•^"'  '  ''  ^  Iz  ^-f^'' 

Ceci  donne 

(116)  p  +  11(7,  '■,  X,  y,  z)  =  0 

l'équation  précédente  étant,  lorsqu'on  y  regarde  x,  y,  z  comme 
constantes  et  p,  q,  r  comme  des  coordonnées,  celle  de  la  figuratrice. 

L'intégrale  définie  /,  prise  du  point  fixe  (a;",  j°,  r°)  au  point 
variable  {x,  y,  :),  est  une  intégrale  complèie  de  l'équation  précé- 
dente, et  l'intégrale  générale  s'obtient  comme  au  n"  145. 

Si  on  remarque  que  les  extrémales  sont  données  par  les  équa- 
tions canoniques  {Cj,  on  aura  la 

Méthode  d'intégration  de  Jacobi.  Soit  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Supposons  qu'elle  ne  contienne  pas 
explicitement  la  fonction  inconnue  /.  En  la  résolvant  par  rapport 
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à  "^  ,  on  la  mettra  sous  la  l'orme 

-+-  II    -;,  -,  .r,  y,  ;    =o. 

D'après  les  résultats  qui  précèdent,  on  obtiendra  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  de  la  façon  suivante.  On  résoudra  le  système 
canonique  d'équations  ditTérentielles  (C)  ;  on  en  tirera  y,  r,  rj.  r, 
en  fonction  de  x  et  on  remplacera  ces  quantités  dans  l'expression  : 

L'intégrale  générale  cherchée  sera  la  fonction  : 

/(.., ,, .-) =£•■'•■  v<'..- =X""  '  ^'  f  -"  '■  t"  -  «)''-^ 

où  l'intégrale  est  prise  suivant  une  extrémale  issue  du  point  fixe  A 
ou  tranversale  en  A  à  nne  surfîice  ou  ime  ligne  fixe  F. 
„  Ainsi,  pour  trouver  les  intégrales,  il  suffira  de  résoudre  un  s}s- 
tème  ditTérentiel    équivalent  à  celui  qui  détermine  les  extrémales) 
puis  (en  prenant  x^  fixe)  d'effectuer  une  quadrature. 

148.  Les  considérations  précédentes  ne  sont,  il  est  vrai,  valables 
que  si  l'équation  (ii6)  peut  être  considérée  comme  déduite,  par 
la  méthode  précédente,  d'un  problème  de  calcul  des  variations. 
C'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  nécessairement  :  cela  exige  que  la  trans- 
formation de  Legendre  inverse  (celle  qui  permet  de  passer  de  II  à/) 

puisse  être  effectuée,  c'est-à-dire  que  les  quantités  —  ,  -—  soient  des 

fonctions  indépendantes  de  q,  r;  ou  enfin,  que  le  hessien  ?6  de  II 
par  rapport  à  fj,  r  soit  dillérent  de  zéro. 

Mais  si  les  raisonnements  employés  dépendent  de  la  transforma- 
lion  de  Legendre  effectuée  sur  la  fonction  H,  les  règles  auxquelles 
nous  avons  été  conduits  en  fin  de  compte  (numéro  précédent)  ne 
font  plus  intervenir  cette  transformation  et  comme  on  peut  aussi  (') 

(')  C'est  précisément  à  cela  que  revient  la  méthode  de  Jacobi  sous  sa  forme 
classique.  (Voir  Gouusat,  Equations  auj-  dcrim'cs  partielles  du  premier  ordre, 
ch.  M). 
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répéter  les  calculs  qui  précèdent  en  partant  directement  de  la  fonc- 
tion H,  ces  règles  resteront  valables  indépendamment  de  la  trans- 
formation en  question. 

Nous  trouverons  d'ailleurs  plus  loin  (cliap.  VI)  des  problèmes  de 
Calcul  des  variations  conduisant  à  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles pour  lesquelles  le  liessien  }(,  serait  nul,  et  servant,  par  con- 
séquent, à  constituer  pour  de  telles  équations  une  tliéorie  analogue 
à  la  précédente. 

Cependant,  la  métbode  (sous  la  forme  précédente)  restera  en 
défaut  dans  un  cas  :  celui  où  on  ne  peut  pas  joindre  deux  points 
arbitraires  A,  B  par  vm  arc  d'extrémale.  Nous  avons  vu  (cbap.  II, 
§  lu)  que  cette  circonstance  ne  peut  jamais  se  présenter,  du 
moins  lorsque  A  et  B  sont  suffisamment  voisins,  si  la  quantité  A 
(ou  A,^,  dans  le  cas  de  la  forme  paramétrique)  est  différente  de 
zéro  ;  mais  il  n'en  sera  pas  nécessairement  de  même  pour  les  pro- 
blèmes du  chap.  M. 

148  bis.  Tl  importe  de  remarquer  que  la  forme  sous  laquelle  nous 
avons  écrit  l'équation  pour  appliquer  la  métbode  de  Jacobi,  nous 
olïie  précisément  un  exemple  des  circonstances  exceptionnelles 
dont  nous  venons  de  parler. 

Nous  avons  supposé  (n"  147  que  la  fonction  inconnue  ne  figu- 
rait pas  explicitement  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Il  semble,  au  premier  abord,  que  cette  supposition  soit  toujours 
légitime  :  car  on  peut,  par  une  transformation  bien  connue  (/), 
ramener  le  cas  général  à  celui-là. 

Seulement  cette  transformation,  appliquée  à  l'équation 

(i  iG')  //  (  J-,  y,  :,  —  ''"-  ,  —  —  )  =r  o, 

consiste  à  remplacer  —  ;^  ,  —  /  par  les  valeurs 

i)Z   dX  hz   5j 

^^^''  ~  c\r  ~  ,>/  '  ~  M'  ""  Ù  ' 


(')   GoURS\T,    loc.    cit..    p.    37. 
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Elle  fournit  donc  nécessairement  un  résultat  homogène  en 
—  ,  ;;-;.—:  autrement  dit,    dans  l cqualion  (iio)  jormee  par  ce 

procédé,  Il  csl  nécessairement  homo(jène  el  du  premier  degré  en  q,  r. 

Ainsi  //  nest  pas  légitime,  au  moins  quant  à  présent,  de  traiter 
cette  équation  (i  i6)  par  la  méthode  de  Jacohi  ('). 

Nous  verrons  qu'en  effet,  une  telle  équation  présente  nécessaire- 
ment le  cas  d'exception  qui  met  les  considérations  précédentes  en 
défaut.  On  ne  peut  pas  lui  appliquer  la  méthode  de  Jacobi  sous  la 
forme  précédente,  mais  seulement  sous  celle  qui  sera  indiquée  au 
chap.  YI.  Nous  verrons  même  qu'il  convient,  à  cet  effet,  de  ne  pas 
opérer  la  transformation  (117;  :  que  même,  si  l'on  se  trouvait  en 
présence  d'une  équation  (116)  où  H  serait  homogène  et  du  premier 
degré  par  rapport  aux  dérivées,  il  faudrait  opérer  la  transformation 
inverse. 


(')  La  découverte  des  cas  d'exception  que  peut  présenter  la  méthode  de 
Jacobi  appartient  à  M.  Mayek  (Math.  Aitn.,  t.  III).  Mais  dans  son  Mémoire 
(foc.  cit.  particulièrement  p.  «iSg),  ces  cas  apparaissaient  comme  se  produisant 
Soutes  les  fois  que  II  est  nul.  Grâce  à  l'extension  de  la  méthode  aux  problèmes 
Irailés  au  Chap.  VI,  laquelle  t-st  due  à  j\I.  Majer  lui-même  *,  nous  montrerons 
qu'il  n'en  est  point  ainsi.  Mais  on  peut  s'en  rendre  compte  dès  à  présent  de 
la  manière  suivante  : 

Pour  que  deux  points  arbitraires  A,  15  ne  puissent  pas,  en  général,  être 
Joints  par  un  arc  d'extrémale,  il  faut  que  l'on  ail  : 

I)(ri,-v.,)        ^p 

(les  (jf*  étant  les  valeurs  initiales  des  cj;)  ou  encore,  que  l'on  puisse  trouver  une 
feraille  d'extrémales  dépendant  d'un  paramètre  y,  telle  que  ce  paramètre  entre 

dans  les  q,  mais  non  dans  les  y.  Les  dérivées  '      =  q.  devraient  alors  vérifier  les 
éqnations  aux  variations  (C),  soit 

k 


'i  ^  1,2...  n). 


La  condition  3^6  =  o  est  donc   bien    nécessaire   pour  que  les  q.  existent,  en 
Tcrlu  des  équations  (C)  ;  mais  elle  n'est  pas  suffisante^  à  cause  des  équations  (C). 

'  Leipz.  Ber.,   iSgS,  p.  i38. 
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149.  Inversement,  on  peut  intégrer  les  éqiKidons  différenlielles  (C) 
-Si  l'on  a  trouvé  une  intégrale  complète  de  l'équation  (ii6)  : 

(118)  /=  h(.t,  _v,  :,  cil,  «2)  -H  c. 

La  solution  sera  donnée  par  les  équations  : 

( 1 1 q )  ; —  =  Oi,   —  =62 

jointes  à 

b^,  b.y  désignant,  comme  a,,  a.,,  c,  des  constantes  arbitraires. 

Cette  proposition,  qui  s'établit  liabituellement  en  Dynamique 
par  une  vériiication  directe,  ressort  aisément  des  résultats  qui  pré- 
cèdent. 

Pour  chaque  système  de  valeurs  de  ai,  a.,,  en  etTet,  la  fonction  (/ — c) 
représente  l'intégrale  prise  entre  le  point  (x,  y,  z)  et  une  certaine 
surface  r  (laquelle  dépend  de  ai,  a,)  le  long  de  l'extrémale  transver- 
sale à  cette  surface.  Faisons  alors  varier  a^,  a<,  c'est-à-dire  la  sur- 
face r,  en  laissant  x,  y,  :  fixes  et  cherchons  la  variation  infinitési- 
male de  (/ —  c).  Elle  proviendra  d'abord  de  ce  que  l'intégrale  est 
prise  sur  une  ligne  un  peu  dilTérente  de  l'extrémale  primitive;  mais 
la  variation  due  à  cette  cause  est  nulle  (ou  plutôt  du  second  ordre), 
puisque  la  ligne  d'intégration  A  est  extrémale  et  transversale  à  T. 
La  dilïérentielle  de  u  ^  /  —  c  se  réduit  donc  à  l'élément  d'inté- 
grale prise  sur  A  entre  les  deux  positions  de  F,  c'est-à-dire  qu'elle 
est  de  la  forme  bidui  4-  b./la.,,  où  b^,  60  dépendent  de  a,,  n.,  et 
de  l'extrémale  A,  mais  restent  indépendants  de  la  position  du  point 
{x,  y,  :)  sur  cette  extrémale. 

150.  Si  maintenant,  inversement,  les  équations  (i  19)  définissent 
bien  une  ligne  (c'est-à-dire  si  leurs  premiers  membres  sont  des 
fonctions  indépendantes  de  y,  -),  cette  ligne  /  devra  être  une  extré- 
male, puisque  que  l'extrémale  qui  passe  par  un  quelconque  de  ses 
points  et  qui  est  transversale  à  la  surface  F  (celle-ci  ayant  une 
position  déterminée,  une  lois  données  les  valeurs  de  Ui  et  de  a>) 
vérifie  les  équations  en  question. 
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Or  la  rcstrlclion  que  —  et .  -  soient  des  fonctions  indépendantes 
de  y  et  de  z.  c'est-à-dire  que  l'on  ail 

(-0)  -p-(— j-^O 

fait  partie  de  notre  hypothèse.  Elle  est  en  effet  nécessaire,  ici, 
pour  que  u{x,  y,  :,  a^,  a.,)  soit  une  intégrale  coniplèlc,  telle  que  les 
définit  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  ('). 

Notre  proposition  est  donc  complètement  démontrée. 

De  ce  qui  précède  résulte  encore  que,  ])Our  «i  et  Uj.  constants,  les 
équations  (119),  011  l'on  fait  varier  />i  et  hi,  représentent  une  famille 
transveisale  (n"  137)  d'extréniales. 


151.  Mais  le  résultat  précédent  découle  aussi  delà  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Les  formules  (117)  représentent,  en  elïet,  les  caractc'ristiijiies  de 
l'équation  (i  iG)  déduites  de  l'intégrale  complète  (-).  Or  ces  earac- 
teristi(jues  ne  son!  antres  que  nos  e.rtrémales. 

Elles  sont,  d'après  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles ("),  déterminées  précisément  par  les  équations  différen- 
tielles (C). 

C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  peut  aussi  recoimaitre  d'après  leur  défi- 
nition même. 

Une  ligne),  est  en  effet  (').  caracléristique  de  l'équation  (116), 
si  ou  peut  trouver  deux  solutions  /  et  /  de  cette  équation  qui  soient 
tangentes  en  tous  les  points  de  }.,  c'est  à-dire  telles  que  l'on  ait  en 


(')  GoLiîSAï,  /oc.  cit.,  n°  /i3,  p.  ç)7.  FI  résulte,  il  est  vrai,  de  la  théorie  déve- 
loppée en  cet  endroit,  qu'une  expression  de  la  forme  (118)  peut  fournir  une- 
intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  même  lorscjuc  la  con- 
dition (120)  est  en  défaut.  Mais  on  se  convaincra  aisément  que  cela  est  impos- 
sible si  l'équation  en  question  doit  être  (comme  celle  qui  nous  occupe),  réso- 
luble par  rapport  à  p  en  fonction  de  x,  y,  z,  q,  r. 

(^)  GounsAT,  toc.  fil,,  p.  1^8. 

(^)  GOURSAT,   ibul.,  p.    II. 5. 

(^)  GouusAT,  ibid.,  pp.   i.-îO-iP.S. 
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chacun  de  ces  points 


/=/' 


t^I     ô/' 

ô/           hl' 

^/          c)/' 

dX          f>X  ' 

ôj  ~  ^y  ' 

^r         ôz 

Of  il  suffit  pour  cela  de  prendre  successivement  pour  la  surface  F 
du  n"  147  deu\  surfaces  tangentes  entre  elles  et  transversales  à  ). 
en  un  jjoiut  de  cette  ligne. 

151  lis.  Si  l'on  ne  connaît  qu'une  seule  solution!  de  Toqua  lion  aux: 
dérivées  partielles  (ii6),  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  aura  des 
extrémales  eu  déterminant  des  covu'bcs  qui  soient  transversales  à  toutes 
les  surfaces  U  =■-  constante. 

Or  on  obtiendra  ici  une  telle  transversalilé  en  donnant  aux  quan- 
tités fji  ^=  Jy  .  les  valeurs  --  (puisqu'alors  on  aura  aussi    —  -—  —  H, 

en  vertu  de  (iiG)).  Mais  ceci  revient  à  inléfjrer  le  syslème  des  n  pre- 
mières équations  (G),  soit 

dvi ôH 

dx        èfji 

dans  lesquelles  on  donne  aux  q\  les  valeurs  — .  Si  les  v,  sont  déterminées 
par  ces  n  équations  du  premier  ordre,  les  n  suivantes 

dqi (^H 

di  ;vi^ 

seront  aussi  vérifiées  crellcs-mèmes. 

Ceci  est  également  un  résultat  classique  de  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  celui  sur  lequel  on  est  con- 
duit à  faire  reposer  cette  théorie  lorsqu'on  cherche  à  la  fonder  directe- 
ment sur  l'intervention  des  caractéristiques  ('). 


(')  Voir  J.vcoDi,  Vorlcsunfjen  iibcr  Dynamik  \  Jordw.  Cours  d'Analyse,  t.  III, 
n°  a\\  ;  Golrs.vt,  Equat.  aux  dcrivées  parlicJics  du  premier  ordre,  n"  5o  ;  Coul^s 
iV Analyse,  t.  II,  n°  438. 
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CAS    DES    LIMITES    VARIABLES 

VARIATIONS    UNILATÉRALES.    SOLUTIONS 

DISCONTINUES 


I.   CONDITIONS   DU  PREMIER  ORDRE   DANS   LE   CAS 
DES    LIMITES    VARIABLES 

152.  La  formule  aux  limites,  à  laquelle  a  élé  consacré  le  chapitre 
précédent,  va  nous  permettre  d'étendre  les  résultats  du  chap.  I  à 
divers  cas  où  les  conditions,  imposées  jusqu'ici  à  l'arc  d'intégra- 
tion, d'avoir  ses  extrémités  en  deux  points  donnés,  sont  remplacées 
par  d'autres. 

Extrémités  variables.  —  Si  les  limites  de  l'arc  d'intégration 
ne  sont  pas  fixes,  mais  sont  assujetties  à  une  ou  plusieurs  condi  - 
tions  données  ne  portant  que  sur  ces  limites  A,  B,  la  ligne  qui 
correspond  à  lextremum  (si  elle  existe)  est  sûrement  une  extré- 
male.  En  effet,  si  celte  ligne  a  pour  extrémités  les  deux  points  Ai,  Bi, 
elle  doit,  en  particulier,  annuler  la  variation  première  de  I parmi 
les  courbes  j()i<jnanL  Ai  et  Bi  ;  donc  c'est  une  extrémale  passant  par 
ces  deux  points. 

Pour  déterminer  quelle  est  l'extrémale  qui  répond  au  problème, 
on  peut  remarquer  que  si  l'on  se  donne  les  extrémités  A  et  B,  il 
n'y  a  en  général  (  ')  qu'un  nombre  fini  d'extrémales  A  qui  y  passent. 

(')  Si  les  extrcmales  joignant  A  et  B  formaient  une  infinité  continue,  les 
valeurs  correspondantes  de  l'intégrale  seraient  (n"  139  bis)  toutes  égales  entre 
-elles  ;  et  par  conséquent  (d.  Notions  préliminaires,  n*  6;  le  raisonnement  du 
texte  ne  serait  pas  essentiellement  modifie. 
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Donc  /"  est  une  fonction  ordinaire  des  coordonnées  de  A  cl  de  B, 

et  on  obtiendra  la  courbe  cbercliée  en  cbcrcliant  l'extremum  de 
cette  quantité  par  les  métliodes  du  Calcul  différentiel,  c'est-à-dire 
en  calculant  les  dérivées  de  /  par  rapport  aux  coordonnées  en  ques- 
tion. 

Mais,  d'autre  part,  ces  dérivées  nous  sont,  en  l'espèce,  immé- 
diatement connues,  au  moyen  de  la  formule  fondamentale  qui 
donne  dans  tous  les  cas  la  valeur  de  oV.  Dans  cette  formule,  il  y  aura 
une  intégrale  qui  sera  nulle  pour  les  extrémales  et  r)i  se  réduira  à 
une  fonction  linéaire  des  variations  aux  extrémités  :  fonction  qu'on 
devra  annuler  en  tenant  compte  des  conditions  aux  limites. 

Par  exemple,  soit 


^  =  1  o  /  (^^•^'  ^^■''  '^-'  ^'  y'  -) 


et  supposons  qu'on  se  borne  aux  courbes  Lt'  partant  d'un  point 
fixe  A  et  dont  l'extrémité  se  trouve  sur  une  courbe  donnée  C  (ou 
sur  une  svu-face  donnée  S). 

Toute  solution  sera  une  extrémale  /.  satisfaisant  à  ces  conditions  ; 
pour  de  telles  courbes  on  aura  : 

où  rjx,  oV,  ùz  sont  relatifs  à  un  déplacement  quelconque  sur  C 
(ou  S).  Comme  r)l  =  o  quel  que  soit  ce  déplacement,  on  voit  que 
toute  courbe  clierchée  xera  une  extrémale  passant  par  A  et  trans- 
versale à  C  (ou  S)  en  B.  Si,  de  son  côté,  l'extrémité  A  n'est  pas 
fixe,  mais  assujettie  aussi  à  se  trouver  sur  une  courbe  G°  (ou  une 
surface  S"),  notre  courbe  devra  être  une  extrémale  transversale 
à  C°  (ou  S*^)  en  A  et  à  G  (ou  S)  en  B,  puisqu'elle  doit  satisfaire  aux 
conditions  du  problème  lorsque  A  est  fixe,  B  variable  sur  C  (ou  S) 
et  aussi  lorsque  B  est  fixe,  A  variable  sur  C*^  (ou  S°)  et  qu'on  doit, 
par  conséquent,  avoir  séparément 
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153-  Plus  généralement,  supposons  qu'on   clierclie  les  courbes  qui 
annulent  la  variation  première  de  l'intégrale 


/(.r,  r,  :,  (Le,  dy,  dz) 


où  les  extrémités  doivent  vérifier  y:»  conditions  indépendantes 

(A-)  y,{x^,  y-,  :',  x\  y\  c')  =  0  {h  =  i,...  p). 

Le  problème  ne  se  posera  que  si  p  ■<  G.  S'il  en  est  ainsi,  nous  aui'ons 
(tonte  solution  étant  une  extrémale) 

Cette  égalité  devra  être  satisfaite  lorsque  les  équations  (A)  seront  véri- 
fiées. La  méthode  que  nous  avons  employée  dans  les  Notions  prélimi- 
KAiREs  relativement  à  l'extremum  lié  nous  monti'e  que  les  extrémités 
de  la  courbe  cherchée  (qui  sera  nécessairement  une  extrémale)  s'obtien- 
dront en  écrivant  : 

Il  y  aura  ainsi  en  général,  un  nombre  fini  de  solutions. 

154.  Toutes  ces  conclusions  subsisteraient  sans  modificalio;i 
essentielle  (d'après  ce  qui  a  été  dît  au  n°  133)  relativement  aux 
extrémales  sur  une  surface  donnée  o  =^  o.  Pour  qu'une  ligne  AB 
donne  l'cxlremum  d'une  intégrale  sur  une  telle  surface  lorsque  les 
points  A  el  B  ne  sont  pas  fixes,  il  faut  que  les  déplacenienls  de  A 
et  de  B  soient  Iramvcrsaux  à  l'extrémale,  la  Iransversalité  étant 
définie  à  l'aide  de  l'intégrale  donnée  comme  si  la  condition  0  =  0- 
n'existait  pas. 

Par  exenq)le,  dans  le  cas  des  géodésiques,  il  y  aura  transversalité 
lorsqu'il  y  aura  ortliogonalité.  Donc  :  la  ligne  la  plus  courte  (ra- 
cée, sur  une  surface  S.  enlre  deux  courhes  données,  es/  une  géode- 
sique  normale  à  ces  deux  courhes. 

155.  Arrélons-nous  un  instant  sur  le  cas  où  la  quantité  sous  le 
signe  /  est  linéaire  par  ra|)port  aux  dérivées.  Soit,  simplement, 

/(/,y,  .r)=:P(.r,  v)  +  y'Q(.r,j). 
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Nous  avons  déjà  remarqué  n"  66)  qu'il  n'y  a  tians  ce  cas  qu'une 
extrémale  (ou  un  noiubrc  liinilé  (roxlrémales),  définie  par  l'injua- 
lion 

/  N  f)P  ùQ 

^  '  i>y  iX 

du  moment  que  celle-ci  ne  se  réduit  pas  à  une  identité,  —  et  c[uc, 
de  ce  fait,  l'extremum  est  impossible  lorsque  les  limites  sont  fixes. 
Considérons  maintenant  le  cas  où  ces  extrémités  A,  B  sont  mobiles 
respectivement  sur  deux  C()uri)es 

(k)  C°     (z°(A/)=o)       ;  C      (zU^^/))  =  o• 

La  ligne  cherchée  devra  encore  être  un  arc  de  la  courjje  (121) 
et,  par  conséquent,  A  et  B  devront  être  choisis  parmi  les  points 
communs  à  cette  courbe  et  aux.  lignes  (A)  :  ce  qui  suffit  en  général 
à  les  déterminer. 

Mais,  de  phis,  on  devra  avoir  en  chacun  d'eux  l'une  des  rela- 
tions (c)  du  n"  152  :  cette  relation  se  réduit  ici  à 

P.l,-    +    (jSy    =  o. 

Si  {comme  il  arrive  en  général)  elle  nesl  pas  vérifiée  en  un  point 
commun  à  la  ligne  (121)  et  à  C^,  par  la  direction  de  G°,  et  en  un 
point  commun  à  la  ligne  (121)  et  à  C^,  par  la  direction  de  C\ 
l'extremum  est  encore  impossil)le. 

156.  Qu'arriverait-il  si,  aux  conditions  relatives  aux  extrémités  A 
et  B,  s'en  joignaient  d'autres  portant  sur  un  ou  plusieurs  autres 
points  de  la  ligne  demandée? 

Cherchons,  par  exemple,  à  déterminer  les  courbes  qui  annulent 

la  variation  première  de  l'intégrale  /"  lorsque,  outre  les  extrémi- 
tés iixes  A  et  B,  la  ligne  '.X  est  assujettie  à  passer  par  un  point 
fixeC. 

Cela  revient  évidemment  à  déterminer  successivement  l'extre- 
mum de  7*^  et  celui  de  /". 

A  C 

Par  conséquent,  la  courbe  cherchée  doit  être  formée  des  deux 
extrémales  AC  et  CB  ;  et  il  est  clair  qu'on  arriverait  à  des  conclu- 
sions semhlables  si  l'on  s'était  donné  non  pas  un,  mais  plusieurs 
points  de  l'arc  d'intégration. 


ly/i  CAi.r.rL  i»es  vahiatio-ns 

On  voit  par  là  ce  qui  adviendrait  des  considérations  au  chapitre  1, 
si,  dans  l'intégrale    /  ^  /(  v',  r,  :i:)dx  au  lieu  de  se  donner  la  valeur 

de  r  pour  x  =  x'^,  on  remplaçait  cette  donnée  par  celle  de  la  valeur 
de  y  pour  une  autre  valeur  f  de  x. 

Si  ^  était  compris  entre  x^  et  x^ ,  la  courbe  représentative  de  v 
devrait  être  une  extrémale  entre  x  =  x^  et  x  =  S,  de  même  qu'entre 
X  =  s  et  X  =  .r'.  De  plus,  y°  n'étant  plus  donné,  elle  devrait  couper 
transversalement  l'ordonnée  x  =  .r",  cest  à-dire  qu'on  devrait  avoir 

Il  n'y  a  d'ailleurs  évidemment  pas  lieu  de  tenir  compte  de  la  donnée 
de  )'  pour  une  valeur  extérieure  à  l'intervalle  d'intégration. 

157.  Supposons  maintenant  qu'un  point  G  de  la  ligne  d'inté- 
gration soit  non  plus  donné,  mais  assujetti  à  être  situé  sur  une 
courbe  ou  sur  imc  surface  donnée.  Cette  condition  est  évidemment 
sans  influence  (tant  que  la  fonction  y  ou  f  est  continue)  si  l'extre- 
mum  est  fourni  par  une  extrémale  unique  AB  rencontrant  la  ligne 
ou  la  surface  donnée  :  nous  devons  donc  nous  placer  dans  le  cas 
011  il  n'en  est  pas  ainsi. 

La  ligne  cherchée  devra  fournir  l'extremum  si  l'on  restreint  le 
champ  en  fixiant  le  point  C  :  elle  devra  donc  se  composer  de  deux 
arcs  d'extrémales  AG  et  GB.  Dans  ces  conditions,  si  on  donne  au 
j)oint  G  une  variation  quelconque  (r}x.  r}y.  â'z)  sur  la  ligne  ou  la 
surface  donnée,  et  si  l'on  désigne  par  £c_,  j_,  Z-  les  valeurs 
de  X,  y,  z  correspondant  à  AG  ;  par  x^,  y+,  z-l,  les  valeurs  ana- 
logues correspondant  à  GB,  la  variation  de 


/=    I     f{dx,dy,d:,  x,y,  z) 


(122)      (/.i_oj-  +  y' ;_0 V  -^  /:_o:)   -  [f-.^X  -+-  J:,^y  +  J  -:s.Oz) 

et  devra  être  nulle  pour  tout  (lé[)lacement  [r}x,  r)y,  r):)  langent  au. 
lieu  du  point  C.  Autrement  dit,  la  direction 

devra  être  normale  à  ce  lieu. 
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Soit,  par  c\cmple/  =  Y/a;^  H-  r^  -+-  z^ ,  par  conscqueni 


f.Zx  -t-  f,/.y  +  J\h  = 


.ro.r 


V/a-2  H-  j2 


Les  deux  lermes  de  la  dilTérence  (122)  sont  alors  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  la  direction  {r)x,  &y,  r}z)  t'ait  avec  AG 
et  GB.  Si  donc  le  lieu  du  point  G  est  une  courbe,  l'extremum  ne 
pourra  être  donné  que  par  un  chemin  composé  de  deux  droites 
AC,  GB  faisant  avec  cette  courbe  des  angles  égaux. 

La  même  conclusion  se  retrouvera  si  le  lieu  du  point  G  est  une 
surface  ;  mais,  de  plus,  la  direction  (  120)  étant  manifestement  dans 
le  [ilan  CAB,  ce  plan  devra  contenir  la  normale  à  la  surface.  INous 
retrouvons  en  un  mot  les  lois  connues  de  la  réflexion. 

Ges  lois  subsistent  lorsque  f  a  la  forme  (35)  (n"  75)  :  par 
exemple  dans  un  milieu  hétérogène,  où  l'indice  de  réfraction  V 
varie  continûment,  la  proposition  d'après  laquelle  les  rayons  huni- 
neiix  correspondent  à  l'exlrenmm  de  l'Intégrale  j  \ds,  subsiste 
lorsque  ces  rayons  subissent  des  réflexions. 

158.  Cas  où  la  fonction  sous  le  signe   j  change  de  forme. 

—  Quant  aux  lois  de  la  réfraction,  on  y  est  également  conduit  en 
partant  des  considérations  précédentes.  Il  y  a  lieu,  en  effet,  de 
recourir  encore  à  celles-ci  lorsque  la  fonction  f,  au  lieu  de  rester 
continue,  cbange  brusquement  de  forme  au  passage  d'une  certaine 
surface  S.  Si  G  est  le  point  r)ù  cette  surface  coupe  la  ligne  cherchée 
(/  étant  parfaitement  continue  de  chaque  côté  de  S),  les  deux 
lignes  partielles  AG  et  GB  seront  encore  des  extrémales,  et  leurs 
tangentes  en  G  devront  annuler  les  quantités  (120)  (elles  devront, 
pour  cela,  être  en  général  différentes,  en  raison  du  changement  de 
forme  de/). 

Si  l'on  a/=  V  \^x''  -1- j-  -h  z- ,  la  fonction  \  {x,  y,  :)  étant 
continue  de  chaque  côté  de  S,  mais  discontinue  au  passage  de  S  et 
prenant,  en  chaque  point  de  cette  surface,  deux  valeurs  diffé- 
rentes \_,  y^,  on  aura 

(  1 2 /i )    v_  ^-^^^-±  i J-L+J j-  _  v+  --^+5;^+  y+^y  +  ^-^^-  =  o. 
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Autrement  ilil,  les  deux  tangentes  C/,  Ct^(fi(j.  22)  devront  faire, 
avec  une  direction  quelconque  du  plan  tangent  à  S,  des  angles  dont 

les  cosinus  sont  inversement  pro- 
portionnels à  \-_,  Y-^.  11  est  aisé 
de  voir  c]ue  cela  équivaut  aux  lois 
connues  de  Descartes. 

Le  fait  que  le  théorème  de  Malus 
CL  n"  138)  est  vrai  pour  une 
telle  réfraction  lient  à  ce  que,  si 
la  condition  (12  4)  est  vérifiée  au 
point  C,  la  formule  (7)  (n"  120) 
relative  à  une  variation  des  points 
A  et  B  subsiste. 

FiG.     22. 

159.  Le  problème  de  levtremum  d'une  somme  telle  que 

(125)  S=   r  f{y',y,.r)ch  +  o{S,;), 


(où  I  est  un  nombre  donné  compris  entre  x^  et  ./■'  ;  y;,  la  valeur 
(inconnue)  correspondante  de  y)  peut  se  traiter  soit  directement 
—  en  supposant  d'abord  yj  connue  et  appliquant  les  considéra- 
tions du  n"  156,  puis  la  formule  (y)  —  soit  par  réduction  à  la 
question  précédente,  en  écrivant 

.(126)    S='f(a:V)+  fl[fiy',y^^)+Z  +  %y']dx-^  ["'  f{y',y,x)dx. 

Par  l'un  ou  l'autre  de  ces  procédés,  on  trouve  que  les  extrémales 
qui  joignent  le  point  (|,  y;)  aux  deux  extrémités  {x",  j"),  (x^,  y^), 
ont  leurs  coefficients  angulaires  en  (z,  r/)  liés  par  la  relation 


A'-f  —Jy- 


Le  problème  analogue  pour  la  forme  paramétrique  serait  celui 
-de  l'extremum  de  la  somme 


r 


J{x,y,x,y)dl  +  o(^,r^ 
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(£,  v^)  élanl  im  [)(»iiil  (inconnu)  de  Taie  d'inlégralion  :  on   Uouve- 
lait  en  ce  point,  les  conditions 

(1^8)  7.,  _  7.     ^ô'^  7.     _  7.    —^ 

J  •'  r  J  ■■■-  ^i  J  u-  J  :,-  —  ^.^^  • 

Toutclbis  ce  problème  n'équiNaut  pas  à  celui  qui  a  été  résolu  tout 
à  l'heure  par  la  condition  (127),  il  en  dilTcre  par  le  fait  que  c  est 
lui-même  inconnu.  ()n  peut  avoir  également  à  supposer  |  \aiiable 
en  même  tem|)s  que  /;,  dans  r('tude  de  rex[)i-ession  (12.")).  La 
solution,  dans  ce  cas,  se  déduit  des  formules  (128)  à  l'aide  de  la 
formule  de  passage  (33)  (n"  74)  ou  s'obtient  directement  (com- 
[)arer  plus  loin,  n"  170)  :  on  a  ainsi 

('=^7')  A'-f^A'-H-^.    (/-/y;')+  =  (/-v%')-  +  ^- 

On  serait  évidemment  conduit  à  procéder  d'une  façon  tout  ana- 
logue si  çi  dépendait  non  seulement  de  |,  r^  mais  de  la  'lirection  de 
la  courbe  en  ce  point.  Mais  alors  nous  reconnaîtrons  (Cf.  plus  loin, 
n"  218  et  liv.  \  I)  que  l'extremum  est  en  général  impossible. 

160.  Il  n'y  a  évidemment  aucune  difficulté  à  traiter  les  cas  où 
les  circonstances  envisagées  aux  numéros  précédents  se  présentent 
simultanément  en  ditTérents  points  de  la  courbe.  Les  conditions 
correspondantes  cktivent  être  vérifiées  pour  ciiacun  deux. 


II.    VARIATIONS    UNILATÉRALES 

161.  Nous  avons  vu,  dans  les  \otioxs  pulumixaiues,  qu'il  y 
avait  lieu  de  distinguer,  dans  la  recherche  de  l'exlremum,  le  cas  où 
le  point  variable  est  sur  la  frontière.  Dans  ce  cas  la  variation  du 
point  n'est  pas  possible  dans  tous  les  sens  ;  elle  ne  se  fait  que  d'un 
côté  de  la  frontière.  C'est  ce  qu'on  appelle  ime  variation  unilatérale, 
Les  champs  que  nous  avons  considérés  jusqu'ici  sont,  au  contraire, 
des  champs  bilatérau.r  :  ils  doivent  être  regardés  comme  n'avant  pas 
de  frontières.  Celles-ci  n'apparaissent  en  effet  (comparer  n"  10) 
que  lorsque  les  conditions  de  définition  comprennent  des  inégalités. 

De  plus,  comme  au  n"  10.  celles  de  ces  inégalités  qui  sont  véri- 
fiées au  sens  strict  par  la  ligne  considérée  /  le  seront  encore  par 
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les  lignes  voisines  (^)  et  n'inteivieiulront  pas  dans  les  condilions  de 
rextiemiim.  Nous  n'aurons  donc  à  modifier  ce  qui  a  été  dit  jusqu'à 
présent  et  à  parler  de  variations  unilatérales  (autrement  dit,  ).  ne 
devra  être  regardée  comme  appartenant  à  la  frontière  du  champ) 
que  si  certaines  de  ces  inégalités  sont,  sur  /,  remplacées  par  des 
égalités.  Toutes  les  fois  qu'il  n'en  sera  pas  ainsi,  le  champ  sera 
encore  dit  bilatéral. 

Les  problèmes  de  variations  unilatérales  que  nous  avons  à  exa- 
miner en  ce  moment  dérivent  tous  du  suivant  :  «  trouver  une 
courbe  /  joignant  deux  points  fixes  A  et  B,  qui  donne  un  extre- 
mum  à  rinté":rale 


1=  jlf{y',y,^'-)^^' 


parmi  les  courbes  '£  qui  sont  situées  par  rapport  à  elle  du  côté 
des  y  positifs  » . 

Une  Aarialion  oV  sera  acceptable  dans  le  champ  ainsi  défini,  si 
elle  est  positive  ou  nulle  de  A  à  B  et  nulle  en  A  et  B. 

,,,,1 

Pour  que  /.  soit  une  solution,   il  faut  que  oV  =   /^  P'-'^o'ytlx 

soit  positif  ou  nul  (s'il  s'agit  d'un  minimum)  pour  tous  les  choix 
acceptables  de  r}y.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
en  soit  ainsi  est  rjue  /<^'  soit  positif  oa  nul  le  long  de  X  (négatif  ou 
nul  pour  un  maximum). 

En  elTet  si  /'''*  >■  o,  /'^'dV  sera  positif  ou  nul  le  long  de  \B  et 
par  conséquent  : 


ZI=  l^'.l)lYd. 


sera  positif  ou  nul. 

Réciproquement,  si  /  doit  donner  un  minimum  par  exemple, 
/'■''  ne  peut  être  négatif  en  un  point  x'  de  AB,  sans  quoi  /'^'  serait 
négatif  dans  un  intervalle  x'  —  s,  x'  +  ê  compris  dans  AB.  Or  en 


(')  Il  y  a,  Ijien  cntcnJLi,  là  une  hypothèse,  laquelle  concerne  le  mode  de 
continuité  (voir  plus  loiri,  chap.  yii)  des  premiers  membres  des  conditions 
d 'inégalité,  et  aussi  le  mode  de  voisinage  adopté.  Cette  hjpolhcsc  sera  toujours 
Tcritiée  dans  les  problèmes  que  nous  poserons  dans  ce  chapitre. 
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prenant  ^*   =  /*''•  [x  —  x'  +  £) (x'  -|-  £  —  x)  et  oa  >  o,  on  aurait 
une  variation  acceptable  pour  laquelle  â'f  serait  négatif. 

On  doit  noter  que,  dans  le  cas  actuel  (comme  il  arrivait  déjà, 
d'ailleurs,  dans  les  extrema  ordinaires  traités  au  n"  10),  les  condi- 
tions du  premier  oidre  permettent  de  distinguer  le  maximum  du 
minimum  :  distinction  qui,  dans  les  problèmes  traités  précé- 
demment, ne  ])Ourra  être  l'aile  que  plus  loin  (liv.  III). 

162.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  se  généralise  ainsi  : 
Trouver  une  courbe  /.  telle  que  la  variation  première  de 


1  = 


1  ^  f{dx,  dy,  dz,  x,y,z) 


^oit  positive  ou  nulle  lorsque  les  courbes  variées  ont  pour  extrémités 
deux  points  fixes  et  vérifient  la  condition  : 

A  (x,  V,  z)  ox  +  B  (.ï,  y,  z)  ov  4-  C  (.r,  y,  z)  o.-  >  o. 

Pour  que  cette  question  puisse  avoir  un  sens,  il  faut  que  le  signe 
de  .V}x  -h  BoV  -t-  Cr):  soit  indépendant  de  la  manière  dont  on 
passe  de  À  à  une  courbe  variée.  Nous  savons,  en  eiïet  que  Ion  peut 
considérer  la  variation  {<)x  —  hdx,  ây  —  hdy,  r)z  —  hdz)  comme 
provenant  de  la  même  famille  à  un  paramètre  que  {âx,  oV,  i:?.-), 
mais  avec  des  correspondances  point  par  point  différentes. 

Il  faut  donc  que  Aâx  +  Bo'y  H-  Co'r  —  h(\dx  -+-  Bdy  -+-  Cdz) 
ait  un  signe  indépendant  de  la  quantité  arbitraire  //.  Le  problème 
ne  peut  donc  se  poser  f[ue  si  l'on  a  : 

(129)  Mx  -r-  B((v  +  Cdz  =  o 

sur  ).  de  J?*^  à  x  ' . 

La  condition  (129)  peut  s'exprimer  géométriquement  en  disant 
que  le  plan  11  j  de  paramètres  directeurs  A,  B,  G  doit  être  tan- 
gent à  ).  en  tout  piùnt  x,  y,  :  de  À.  Alors  les  variations  auront 
lieu,  en  chaque  point,  d'un  coté  déterminé  de  ce  plan. 

Pour  que  À  soit  une  solution  {correspondant  ci  un  minimum  par 
exemple)  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  le  long  de  j  : 

7(^)      1^'ji      7(=) 
,(£)  ^  =  -^  =  -j.>o. 
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En  effet,    on   démontrerait  comme  précédenmient  que  l'on  doit 
avoir  : 

(i3o)  7<'^'o.T  +  J^y^oy  +  7'='o:  :>  o 

pour  toutes  les  variations  acceptables  (c'est-à-dire  nulles  aux  limites) 
et  telles  que  : 

Ao.r  -f-  Boy  H-  Co;  >  o. 

Il  faudrait  donc  que  toute  variation  elVecluée  d'un  certain  côté 
du  plan  III,  soit  aussi  d'un  certain  coté  du  plan  obtenu  en  rem- 
plaçant l'inégalité  (i3o)  par  une  égalité,  c'est-à-dire  du  plan  H  du 
n  "  95.  Par  conséquent  ces  deux  plans  doivent  coïncider  : 

7(.r)  Ji'j)  Jr^} 

('^0  A-=B  =   G- 

La  valeur  commune  de  ces  rapports  peut  s'écrire  : 

Aoœ  +  Boy  H-  Cor 

Elle  doit  être  positive  ou  nulle.  Et  ces  conditions  sont  évidemment 
suffisantes. 

Nous  retrouvons  bien  ainsi,  comme  nécessaire,  l'équation 

kdx  -f-  Bf/y  +  Cf/:  =  o  : 

celle-ci  résulte,  en  effet,  de  l'identité  (/io')  du  n"  81. 

Remarque.  Il  était  évident  à  priori,  que,  si  À  correspond  à  un 
minimum  pour  les  variations  telles  que  : 

Aocc  +  B^y  4-  Cr:-  >  o 

elle    correspond   à  un  maximum  pour  les  autres   variations;   ct^ 
par  conséquent,  que  la  variation  doit  être  nulle  pour 

Ao.r  -H  B'>  +  Co-  ==  o. 

C'est  ce  que  nous  montrent  bien  les  relations  (/v)  ;  et  c'est  ce  que 
faisaient  prévoir  les  remarques  du  n"  10  6/.v  (Notions  préliminaires). 
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163.  Exemples  géométriques.  —  Prenons  en  particulier 

Il  faudra  que  l'on  ait  sur  À  : 

o  =  \dx  +  Bdv  -h  Cdz  =  f/f . 
Par  conséquent,  le  problème  n'est  possible  que  si 

cp(:/-^,  j",  2°)  =  ^{x\y\  :') 

<il  alors  nous  pourrons  supposer  nulle  cette  valeur  commune.  On 
est  donc  ramené  à  trouver  sur  la  surface  ©(.z-,  v,  z)  =  o,  une  courbe 
passant  par  deux  points  fixes  et  dont  la  longueur  soit  par  exemple 
minimum  parmi  celles  qui,  passant  par  les  mêmes  points  sont 
situées  du  côté  positif  de  cette  surface  S  (celui  qui  correspond 
à  9  >  o). 

Les  équations  (i3i)  dcNicnncnl  ici,  eu  posant  :  f=  ds  : 

d-x ,  ei'^     d-y ,  ô'f     dh ,  ^o 

ds-  t>:f'  f/s-         '  fiy  '  d'^s  d: 

Alors  /.  doit  être  une  géodésique  ;  de  plus  la  normale  principale 
à  ).,  qui  coïncide  en  direction  avec  la  normale  à  la  surface  S,  doit 
-être  dirigée  dans  le  sens  Ç/  >.  o. 

164.  Soil  encore  à  chercher  une  courbe  À  située  sur  S  qui  donne 
un  minimum  à  l'intégrale  1=1  f{ff-'-\  'h''  ^^~'  •^'  J''  -^)  parmi  les 
courbes  i£  de  cette  surface  qui  passent  par  deux  points  fixes  de  X  et 
qui  sont  situées  d'un  côté  déterminé  de  )..  On  pourrait  par  un 
changement  de  variables  (en  employant  des  coordonnées  curvilignes 
sur  S)  ramener  cette  question  à  la  première  que  nous  avons  traitée. 
Mais  on  peut  opérer  directement  sur  les  coordonnées  cartésiennes 
X,  y,  z. 

Désignons  toujours  par  'j{ji,  y,  ~)  =  o  l'équation  de  S,  de  sorte 
que  Çx,  o„,  rp-  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  celte  surface;  —  et  soient  |,  y^,  'Ç  les  paramètres  direc- 
teurs d'une  normale  à  À  située  dans  le  plan  tangent  à  S  et  dirigée 
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vers  la  région  permise,  celle  où  peuvent  être  situées  les  lignes  '£  du 
champ. 

Une  variation  acceptable  devra  foire  avec  la  direction  (S,  yj,  <^)> 
un  angle  aigu,  c'est-à-dire  satisfaire  à  l'inégalité 

(K2)  ;ox  -+.  Tjoy  -+-  Xoz  >  o 

en  même  temps  qu'à  l'équation  différentielle  de  la  surface 

(Kl)  o^^x  H-  'fyOy  -+-  'f.oz  =  O. 

Pour  que,  dans  ces  conditions,  l'intégrale 


/ 


variation  de  /,  soit  nécessairement  positive,  il  faut,  nous  le  saA'ons- 
(n"  161),  qu'il  en  soit  de  même  de  l'élément  de  cette  intégrale,, 
c'est-à-dire  que  l'inégalité 

(i3o)  '         7(')5x  -f-  7(-")5j  +  7(=)oc  >  o 

soit  une  conséquence  des  relations  (Ki).  (K/). 
Gomme  on  peut  écrire 

7(-'^)  =  m-f^  H-  ni         7iy)  =  m-fy  +  nri,         7(='  =  nv^,  4-  ni 

—  puisque  les  trois  directions  {r}x,  ây,  â'z),  (|,  y;,  Ç),  (/W,  7(2/),  /(-)) 
sont  dans  un  même  plan  (le  plan  normal  à  ).)  et  que  les  deux  pre- 
mières sont  perpendiculaires  entre  elles  — ,  la  condition  cherchée 
se  traduit  par  la  seule  iné.yalité 

/t  >  o 

ou  encore,  par  l'inégalité 

(E)  ^7<-'  4-  tJw  +  r7(='  >  o 

qui  exprime,  connue  la  précédente  que  le  segment  (7",  J(u\  /(=)) 
fait  avec  la  direction  (ê,  yj,  Ç)  un  angle  aigu. 

Si  par  exemple,  /  est  la  longueur  de  }„  nous  avons  vu  que  le  seg- 
ment en  question  est  directement  opposé  à  la  normale  principale 
à  }..  Donc  la  projection  de  cette  normale  sur  le  plan  tangent  à  S  — 
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OU,  ce  qui  revient  au  même,  la  concavilc  (jcodcalquc  do  ).,  doit  être 
dirigée  du  côté  opposé  aux  variations  acceptables. 
Si  l'on  avait  pris  /('■',  /iy>,  h--)  sous  la  forme 


/U)=Py_Qa; 


POR 


.  La  condition 


(66)       /(^)  =  Q;  —  Rj  Jiin  =  R.r  —  Pz 

du  n"  93,  le  premier  membre  de  (£")  serait 
cbeicliée  deviendrait  alors 

Ps,  +  Q^^  4-  R^^  <  o 


si  (©,,,  (p,^,  o,)  est  la  direction  normale  à  la  surface  qui  forme  avec 
une  variation  acceptable  et  la  tangente  à  la  ligne  À  parcourue  dans 
le  sens  de  A  vers  B  un  trièdre  direct. 

Autrement  dit  le  ruban  de  surface  du  n"  95  his  doit  être  d'un 
certain  côté  de  S. 

165.  ?Sous  av'Ons  supposé  que  les  conditions  d'inégalité  étaient 
imposées  aux  variations  sur  tout  le  parcours  de  la  ligne  d'intégra- 
tion. 

Mais  la  ligne  ).  doit  encore  être  regardée  comme  appartenant  à  la 
frontière  du  champ  lorsque  les  inégalités  qui  entrent  dans  la  défi- 
nition de  ce  champ  se  transforment  en  égalités  sur  certains  arcs 
de  X  et  sont  vérifiées  au  sens  strict  sur  d'autres. 

Si,  par  exemple,  on  demande  le  minimum  de  l'intégrale 


/  r=    i  J\d^v,  dy,  X,  y) 


pour  les  chemins  joignant  deux  points  donnés  A,  B  et  assujettis 
à  rester  dans  la  région  yl  représentée  par  l'inégalité 


(K) 


?  (a^'  j)  >  o. 


la  ligne  qui  fouinit  ce  minimum  pourra  se  composer  d'arcs  de  la 
courbe  C  représentée  par  l'équaîion 


(.T,  y)  =  o. 


i84 
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raccordés  entre  eux  par  des  arcs  de  courbe  passant  à  Tinlérieur  de 
la  région  Si.  C'est  ce  qui  arrivera  forcément  si  les  points  A  et  B  ne 

sont  pas  sur  la  courbe  C  (.//f/.  20) 
(à  moins,  bien  enlendu,  cjiiils  ne 
puissent  être  joints  par  un  arc  d'ex- 
trémale  intérieur  à  31). 

Sur  les  arcs  MX,  PQ  (fig.  '.>.'S}  qui 
sont  empruntés  à  la  courbe  G,  les 
résultats  (ki  iV  162  sont  valables  : 


on  a 


(E) 


7u 


Les  arcs  AM,  XP,  Ql]  qui  passent  à  l'intérieur  de  la  région  dl 
devront,  au  contraire,  donner  un  minimum  quel  que  soit  le  sens 
des  variations  rh:^  r}y.  Ce  seront  donc  des  arcs  d'extrémales. 

Moyennant  ce  choix  des  arcs  ^IN,  PO  d'une  part;  des  arcs  AM, 
yP,  QB  de  l'autre,  r}f  sera  positif  ou  nul  pour  toute  variation 
admissible  telle  que  les  points  M.  \,  P.  0  restent  fixes. 


166.  Mais  nous  aurons  de  nouvelles  conditions  en  faisant  varier, 
sur  C,  la  position  d'un  quelconque  de  ces  points,  M  par  exemple. 

Une  telle  variation  (ox,  o\y)  étant  hilalérnlc,  c'est-à-dire  pouvaut 
se  faire  dans  les  deux  sens  sur  G,  la  valeur  correspondante  de  r)I 
devra  être  nulle. 

/  se  composant  des  termes  /"  -h  /'^  -1-...,  cî"/ sera  la  somme  de 

"-  A  51 

termes  tels  que  oV"  -l-  fjT  H-... 

^  A  M 

Le  second  de  ces  termes  n'est  évidenuiicnt  autre  que  l'élé- 
ment d'intégrale /((^/ic,  '(}',  X,  y)  pris  sur  G  en  M  et  N  (au  signe 
près).  Quant  au  premier,  il  est,  d'après  notre  formule  fondamen- 
tale, égal  à 

X,  y  étant  relatifs  à  la  ligne  AM. 

En  additionnant  ces  deux  termes,  nous  trcnivons  pour  ô^/ (cliangé 
de  signej,  une  expression  qui  jouera  un  nMe  fondamental  dans  les 
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cliapill'os  suivanls.  à  savoir  la  quaiililc 

l  =y  ('5•^^  ^^'>  ^'  y)  —  ^^J.c{x,  y,  x,  y)  —  v'fùi^',  j.  •'^.  j)- 

On  peut  remarquer  immédiatement  que  celte  quantité  serait  visi- 
blement nulle  (pour  toute  valeur  de  o),  y,  r)x,  r}y)  si  /'était  linéaire 
en  d.c,  (ly,  c'est-à-dire  avait  la  forme 

f{dx,  dy,  X,  y)  =  P  {x,  y)  dx  +  Q  (./■,  y)  dy. 

C'est  cette  quantité  8  qui  doit  s'annuler  en  chacun  des  points 
M,  N,  P,  Q,  lorsqu'on  substitue  (pour  x,  y,)  les  paramètres  direc- 
teurs de  l'extrémale  et  (pour  o\';,  â'y)  ceux  de  l'arc  de  courbe  C  qui 
se  rejoignent  en  ce  point,  ces  lignes  étant  toutes  deux  suivies  dans 
le  sens  AB. 

La  qaanlilc  g  esl  loujours  nulle  (en  vertu  de  l'idenlité  ^'J i+yj y^^j  ) 
si  l'on  a 

(133)  ^^  =  ^. 

.(•         y 

Mais  réciproquement  (ainsi  que  nous  le  constaterons  plus  loin) 
dans  des  cas  qui,  non  seulement  sont  très  généraux,  mais  qui  sont 
les  plus  usuels,  la  condition  8  =  0  exir/e  la  relation  (i33). 

S'il  en  est  ainsi,  cette  relation  doit  être  vérifiée  dans  le  cas 
î^ctuel  et,  par  conséquent  les  deux  lignes  VM,  M\  devront  être 
tangentes  en  Al. 

167.  Soil,  par  exemple, 

(l5')  7=    U'd.r^  +  dy^ 

de  sorte  que  le  problème  consiste  à  trouver  entre  A  et  B,  le  chemin 
le  plus  court  parmi  ceux  qui  ne  sortent  pas  de  la  région  31. 
On  aura 

8(.r,  y;  x,  y,  o.r,  oy) 


y 


:  \^ox^  +  oj-  —  I   o.r  — :r=^  +  5y  — ri^i—   |  =  \''^x-  -1-  r,y-  (  l  —  COS  a) 
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en  désignant  par  a  l'angle  de  la  tangente  à  M>i  avec  la  tangente, 
(prolongée)  à  AM.  g  n'est  donc  nul  que  pour  a  =  o.  Le  chemin 
cheiclié  se  composera  dès  lors  d'arcs  de  G  (convexes  vers  la  ré- 
gion 3[,  en  vertu  de  l'inégalité  {E)  du  numéro  précédent)  et  de 
segments  de  droites  tangents  à  ces  arcs  aux  points  où  ils  se  rac- 
cordent avec  eux  {fîg.  aS). 

Le  contact  devra  encore  avoir  lieu  si,  au  lieu  de  l'intégrale  (i5'), 
on  prend  l'intégrale  plus  générale  (35)  du  n"  82.  d;i  moins  tant 
que  \  ne  s'anmde  pas.  On  a,  en  effet, 


8  =  V  \/ox-  4-  oy2(i  —  cos  a). 

167  bis.  Au  contraire,  il  est  des  cas  où  la  condition  g  ^  o  est 
remplie  quelles  que  soient  les  directions  [x,  y),  (o\/;,  oV).  Tel  est ^ 
par  exemple,  celui  de  l'intégrale 


c'est-à-dire  de  ï action  rekilivc  à  un  poids  nialcriel pcsunl  (n"  118), 
en  un  point  oi'i  z  s'annule. 

Comme  ici  toutes  les  lignes  ii  doivent  vérifier  l'inégalité  2  >•  a 
(sans  laquelle  l'élément  d'intégrale  est  imaginaire),  un  chemin 
donnant  le  minimum  de  l'intégrale  pourra  être  constitué  —  et  le 
sera  en  effet  dans  certains  cas,  comme  nous  le  verrons  au  liv.  III  — 
par  un  segment  de  la  ligne  -  ^^  o  et  par  des  portions  d'extrémales 
aboutissant  aux  extrémités  de  ce  segment. 

Cette  dernière  condition  ne  peut  en  général  être  remplie  par  les 
paraboles  /  du  n"  118,  lorsqu'elles  ont  r  =  o  pour  directrice;  mais 
il  y  a  exception  dans  un  cas  limite,  celui  où  ces  paraboles  se  ré- 
duisent à  des  droites  verticales. 

Des  observations  identiques  s'appliquent  au  problème  du 
n"  116  bis.  La  condition  r  >  o  est  alors  nécessaire,  non  plus, 
il  est  vrai,  pour  que  l'intégrale  ait  un  sens,  mais  pour  qu'elle- 
représente  l'aire  de  révolution  qui  fait  l'objet  de  ce  [)roblcme. 

168.  Soit  de  même  à  trouver  un  niinimarn  de  l'intcfiralc 


1  =    j      f^dx,  dy,  dz,  X,  y,  :) 
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pour  (es  chemins  (/ni  ne  Irarcrseiif  pus  un  volume  donné 'S'y,  repré- 
senté par  l'inégalilé 

0  (,r,  y,  :)  <  o. 

Tonte  solution  >.  devra  être  lormée  d'arcs  AM,...  d'exlrémales  et 
d'arcs  MN,...  situés  sur  la  surface 

(i3/i)  o{x,r,z)  =  o. 

Ces  dernières  doivent  vérifier  les  conditions  du  n"  162. 
Enfin^  on  aura  en  M  par  exemple  : 

en  appelant  dxi,  dyi,  dzi  et  dj'2,  dy±,  dzi  les  différentielles  en  M 
prises  sur  l'arc  MX  et  sur  Textréniale  À,  terminée  en  M. 

Celte  relation  doit  avoir  lieu  lorsque  âx,  r}y,  r}z  forment  un  sys- 
tème quelconque  de  solutions  de  l'équation  : 

(i35)  'fj.ôx  +  'ff/oy  -+-  cf;52  =  o 

écrite  en  M.  Elle  est  d'ailleurs  vérifiée  quand  on  a 

D'autre  part,  si  nous  y  remplaçons  r}x,  r}y,  dz  par  dxi,  dy^,  dz^ 
(quantités  qui  vérifient  l'équation  (i35)  elle  devient 

'ë>{dxi,  dy.,,  dz,,  dxi,  dyi,  dz^)  =  o 
avec 

8  =J{dx„  dy,,  dz,)  —  {dxja,,,  +  dyj,,,^  -+-  dzJ,,^J. 

Or,  nous  serons  conduits  par  la  suite  à  supposer/  tel  que  cette 
quantité  8 ,  comme  la  quantité  analogue  (102),  ne  puisse  pas  s'annu- 
ler si  l'on  n'a  pas  les  relations  (i36). 

C'est,  par  exemple  ce  qui  arrive  si  /"=  ^/dx-  H-  dy-  -h  dz^.  On  a 
alors 

-         /j — o    ,     ,    2    ,     ,    .,        dxidxi  H-  dyidy-i  H-  dzidz-, 
•^  ^dx,^  ^  dy,^  ^  dz,' 
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OU 


g  ==  \/dxi-  H-  (lyr  H-  f/ti"-  (i  —  cos  y), 

a.  étanl  encore  l'angle  en  M. 

Si  la  fonction  y  vérifie  l'hypothèse  ainsi  laite,  les  deux  lignes 
AM,  iNIN  doivent  cire  tangentes  en  ^I. 

169.  Le  lecteur  trouvera  sans  ditficullé  coniment  les  conclu- 
sions précédentes  devraient  être  modifiées  s'il  y  avait  des  condi- 
tions d'inégalité  porlant  sur  les  limites  :  si,  par  exemple,  le  point  M 
du  n"  166  devait  être  sur  un  arc  déterminé  de  C,  ou  celui  du  nu- 
;méro  précédent,  sur  une  région  donnée  de  la  surface  (  i3'i). 


m.    SOLUTIONS    DISCONTINUES 

170.  Lorsque  nous  avons  (n"'  64  67,  étahli  lexislence  de  la 
•dérivée  seconde  pour  la  fonction  y  qui  fournit  l'cxtremimi  de  l'in- 
tégrale 


|7(/.v,- 


dx, 


nos  raisonnements  n'ont  pas  exclu  la  [)0ssihililé  d'un  cerlain 
nomhre  de  points  de  discontinuité  pour  y'  ;  autrenienl  dit  de  points 
anguleux  pour  la  ligne  d'intégration  X  cherchée. 

De  pareilles  solutions  discontinues  (c'est-à-dire  présentant  des 
points  anguleux)  peuvent,  en  effet,  se  présenter. 

0  f 

Dans  ce  cas,  nous  avons  vu  (n"  67)  que  (si  -j.>  n'est  pas  nul, 

quel  que  soit  y',  au  point  de  discontinuité)  les  deux  branches  de 
la  ligne  ).  admettent  des  tangentes  en  ce  j)oint  et  que  les  coefficients 
angulaires  de  ces  tangentes  vérifient  la  relation 

M  //---//•■ 

Cette  relation  ex[)rime  que  la  variation  de /est  nulle  lorsqu'on 
choisit  pour  la  variation  oV  une  fonction  continue  quelconque  de  x. 
Les  courbes  variées  correspondantes  onl  évidcMnmcnl  un  point  an- 
guleux sur  la  même  ordonnée  j-  -^  |  que  celui  de  la  courbe  jui- 
mitive  ).. 
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Mais  si,  coiiiinc  col;i  tloil  èlie  en  général,  on  fait  vaiior  aussi 
bien  l'abscisse  que  l'ordonnée  tie  ce  point  anguleux,  l'évanouisse- 
ment de  la  variation  première  implique  une  seconde  relation  entre 
les  coefficients  angulaires  y'_,  r'^.  Cette 
relation,  évidente  d'ailleurs  sur  la  forme 
paramétrique  de  l'intégrale,  résulte  im- 
médiatement de  la  formule  fondamentale 

(y)-  , 

Soient  C(ç,  y^)   le  point  anguleux  de  ). 
ifi'j-  24)  ;  C'(r  H-  r)'!,  n  -4-  ÙTt),  le  point 

anguleux  de  la  ligne  variée  AG  B.  AG,  GB  étant  des  arcs  dextré- 
maies,  la  variation  de  l'intégrale  sera 

Elle  devra  être  nulle,  qnels  que  soient  r)^  et  o\. 

Le  coefficient  de  o\  est  nul,  en  vertu  de  l'égalité  (20).  Mais  les 
termes  en  r}'z  nous  donnent  une  seconde  relation,  qui  constitue  avec 
la  première  le  ihcorcmc  de  \Vcierslrass-Erdin(inii{^),  savoir 


(•37: 


{I--'L!)~  =  iJ~-y'fv 


171.  \ous  avons  indiqué,  au  n"  67,  certaines  formes  de  la  fonc- 
tion f  pour  lesquelles  l'équation  (20)  ne  pourrait  avoir  lieu  :  ce 

sont  celles  pour  lesquelles  ^j^  a  un  signe  invariable. 

Par  contre,  si  l'équation  en  question  peut  être  vérifiée,  on  peut 
y  satisfaire,  en  général,  par  une  infinité  de  couples  de  valeurs 
de  y'_,  y'^. 

Mais  il  en  est  autrement  si  l'on  adjoint  l'équation  (107).  Lne 
interprétation  géométrique  simple  permet  même  de  trouver  les 
solutions  communes  à  ces  deux  équations. 

Construisons,  en  effet,  la  figurative 

(l38)  u=f{y',-r,r^). 

La  tangente  en  un  point  (v',  u)  de  cette  courbe  a  pour  équation 


(';  Pour  tout  ce  qui    regarde  les   solutions   discontinues,   voir  la  Thèse  de 
M.  Caratliéodory  f Gi"'lliiigue,   if)o'ij. 
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Les  relations  (20),  (137)  expriment,  dès  lors,  que  les  tangentes 
aux  points  (y'_,  uJ)  (y'^-,  u+)  coïncident. 

Ainsi,  les  valeurs  acceptables  des  deux  coefficients  angulaires 
y,  ,  j'm  correspondent  aux  poi?its  de  contact  d'une  tangente  double 
à  la  courbe  (i38). 

Ces  valeurs  sont  donc  en  nombre  liiiilté. 

Pour  la  forme  paramétrique,  les  relations 

{•39)  f.>^=h^     •    h^=fi^ 

du  n"  84  permettent  d'établir  la  même  conclusion,  et  admettent 
une  interprétation  géométrique  toute  semblable  à  la  précédente. 

On  considérera,  pour  cela,  la  figurative  représentée  par  l'équa- 
tion 

(47')  1  =/(.;,  ;,f,r). 

La  tangente  à  celte  ligne  a  pour  équation  (Cf.  n"  86) 

{X  et  Y  désignant  les  coordonnées  courantes). 

Donc  les  relations  (log)  expriment  encore  que  {x_,  j-),  (ic.^,  y^) 
sont  les  points  de  contact  d'une  tangente  double  à  la  ligne  (47')- 

172.  ^ous  pouvons  tirer  des  résultats  précédents  une  consé- 
quence importante  au  point  de  vue  de  la  détermination  des  solu- 
tions du  problème  ('). 

Ce  qui  a  été  dit  sur  ce  sujet,  au  Ch.  II,  §  m  (n"'  99-116)  suppose, 

en  effet,  qu'il  n'y  a  pas  de  points  anguleux  ou,  du  moins,  que  ces 

2  f 
points    sont    connus.    Or   (sauf    si  -  r-,  garde  un  signe  invariable, 

ou,  pour  la  forme  paramétrique,  si  la  condition  correspondante 
est  vérifiée  pour  la  quantité  A),  non  seulement  nous  ne  connaissons 
pas  la  position  de  ces  points,  mais  nous  ne  pouvions  pas  jusqu'ici, 
indiquer  leur  nombre,  ou  même  lui  assigner  une  limite  supé- 
rieure. 

C'est  cette  lacune  que  nous  sommes  maintenant  en  mesure  de 
■combler  ('). 

(')  Voir  (larallii'oJorv,  loc.  cit. 
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Nous  savons,  en  eiïet  (numéro  précédent),  que  le  coefficieiil  ;in- 

gulaire  y'  =  'v  d'une  tangente  en  un  point  anguleux  donné  (r,  y;) 

ne  peut  avoir  que  certaines  valeurs  déterminées,  que  nous  dési- 
gnerons par  (piiç,  r,). 

Considérons  les  courbes  définies  par  les  équations  difTérentielles 
du  premier  ordre 

(iH  f/x= -^•'"•''')- 

Sauf  pour  des  formes  exceptionnelles  de  la  fonction  /,  —  formes 
que  nous  exclurons  — ,  ces  courbes  ne  seront  pas  des  extrémales. 

Dès  lors,  supposons  que  (|,  y;)  soit  un  point  anguleux,  et  par- 
tons de  ce  point  sur  une  des  branches  qui  a  aboutissent,  celle  dont 
la  tangente  a,  par  exemple,  le  coeflicient  angulaire  'Si{ç,  ri).  La 
ligne  que  nous  suivons  devant  être  une  extrémale,  c'est-à-dire 
ne  satisfaisant  [)as  à  l'équation  différentielle  (i/jo),  y'  cessera 
(pour  x-;ztc)  d'êlre  égal  à  'fi  (/•,  r).  On  peut  même  asssigner 
aisément  un  intervalle  (|,  c  ~-\-  li)  dans  lequel  cette  égalité  ne 
peut  être  vérifiée  à  nouveau,  et  dans  lequel,  également,  on  ne  peut 
pas  avoir  l'équation  (i4oj  pour  /  ;zf  i.  Un  tel  inlervalle  ne  peut 
dès  lors,  contenir  qiiun  seul  point  angakax. 

De  même,  pour  la  forme  paramétrique,  on  peut  trouver  une  région 
du  plan  jouissant  de  la  même  propriété  que  l'intervalle  précédent. 

Pour  chaque  forme  donnée  de  la  fonction  y  (moyennant  la  res- 
triction faite  tout  à  l'heure)  on  peut  trouver  une  limite  inférieure 
de  h  dans  un  intervalle  donné  (j;*',  js')  et,  par  conséquent,  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  points  anguleux.  On  pourra  alors, 
en  prenant  pour  inconnues  les  coordonnées  de  ces  points,  les 
trouver  eux-mêmes  s'il  en  existe. 

Les  équations  (iSq)  sont  en  relation  avec  la  quantité  8  précé- 
demment introduite  (n'  166).  Si,  en  elTet,  on  tient  compte  de 
l'identité  d'Euler 

vérifiée  par  la  fonction/,  on  voit  que  les  relations  en  question 
entraînent 

8(.r_,  y._,  a-+.  r_i.)  =f{xM,  y+)  —  (.r+/i_  -h  v+J^-)  =  o. 
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Donc  //  ne  peut  y  avoir  aaciiii  point  anr/uleux  si  (comme  nous 
l'avons  supposé  plus  haut)  cette  relation  entraine  [Jj    =  (  /;  )    ■ 

173.  Dans  les  cas  que  nous  avons  envisagés  précédemment,  plus 
précisément,  dans  celui  de  l'intégrale  (35)  du  n"  82,  il  ne  peut  y 
avoir  de  solutions  discontinues  tant  que  \  ne  s'annule  pas, 
puisqu'alors  (n"  168)  la  condition  8  ^=  o  ne  peut  être  vérifiée. 

Par  exemple  en  ce  qui  concerne  l'intégrale 


(83)  /-- 


l'ds 


examinée  aux  n"-  116-119,  il  ne  peut  exister  do  point  anguleux  en 
dehors  de  la  frontière  2  =  0. 

Comme  les  seules  extrémales  rencontrant  cette  frontière  sont 
X  =  const,  le  chemin  (s'il  existe)  qui  fournit  l'extremum  de  lin- 
tégrale  entre  deux  points  donnés  A,  B  est  nécessairement,  soit  un 
arc  d'extrémale  à  tangente  continue,  soit  une  ligne  brisée  com- 
posée d'un  segment  de  l'axe  xx'  et  de  deux  perpendiculaires  à  cet 

axe('). 

Nous  prouverons  au  Livre  III  que  l'un  ou  l'autre  des  deux  clie- 
mins  ainsi  définis  fournit  en  elTet  un  minimum  absolu.  Ce  dernier 
peut  d'ailleurs  cire  donné  par  la  ligne  brisée  dont  nous  avons  parlé 
en  second  lieu  et  non  par  un  arc  d'extrémale,  alors  même  que  celui- 
ci  existerait. 


(1)  Si  r  =  o  nV'tait  pas  une  frontière  (ce  (|ui  peut  arriver  si  p  est  un  entier 
ou  une  fraction  à  dénominateur  impair),  une  ligne  brisée  ainsi  composée  annu- 
lerait encore  la  variation  première,  les  conditions  (189)  étant  évidemment  mo- 
difiées lorsque  :  est  nul. 


CHAPITRE  Y 


PROBLÈMES    ISOPÉRIMÉTRIQUES 


174.  \oiis  allons  aborder,  clans  ce  Chapitre,  l'étude  d'une  pre- 
mière catégorie  d'extrema  liés  (en  ne  considérant  pas  comme  tel 
celui  dont  nous  nous  sommes  occupés  aux  n"''  120-122,  et  qui, 
nous  l'avons  vu,  se  ramène  aisément  à  un  extremum  libre). 

A  cette  catégorie  appartient  la  question  classique  : 

.    Trouver,  parmi  toutes  les  liyncs  de  même  longueur,  celle  qui 
délimite  la  plus  grande  aire. 

L'aire  délimitée  par  une  ligne  étant  donnée  par  l'intégrale 

h  =  I  ydx 

et  sa  longueur,  par  l'intégrale 

/i  =  1  i/dx-  -+-  dy'\ 

la  question  dont  nous  venons  de  parler  est  un  cas  particulier  de  la 
suivante,  à  laquelle  nous  donnerons,  par  extension,  le  nom  de  pro- 
blème isopérimétrique  : 

Trouver  l extremum  ae  l'intégrale 

h  =  I  Jùdx, 

Hadamard  —  Calcul  des  variations  i3 
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la  ligne  crinié<jra(ion  étant  assujettie  à  cette  conrlition  que  les  p' 
intégrales 

a  =  |M'-  ,...       i,.=fM'- 

prises  entre  les  mêmes  limites,  aient  des  valeurs  données  ai,  a,,  ...a^,,. 
et  devant,  en  outre,  satisfaire  à  des  conditions  aux  limites  données 
(par  exemple^  avoir  pour  extrémités  deux  points  donnés  A  et  B). 

175.  Pour  trouver  les  conditions  du  premier  ordre  nécessaires- 
pou  r  un  tel  extremum,  nous  devons  exprimer  que  la  variation  pre- 
mière de  h  est  nulle,  non  pour  toutes  les  variations  possibles  de  la- 
ou  des  fonctions  inconnues,  mais  seulement  pour  celles  c|ui  sont 
intérieures  au  champ  K  défini  par  les  conditions  aux  limites  et  les 
conditions 

{K)  l^  =  ai,I.>  =  a,,...Ii,  =  a,,. 

Il  est  clair  que  ces  variations  r)  seront  telles  que  l'on  ait 

(K)  o/j  =  o/,  =...  =  o/^,  =  o. 

Inversement,  soit  y  une  fonction  inconnue.  Supposons-la  assu- 
jettie (outre  les  hypothèses  de  régularité  habituelles)  d'une  part 
aux  conditions  (A),  de  l'autre  à 

{k)  j{^'')=y'     .     y{^')=y', 

l'ensemble  de  toutes  ces  conditions  définissant  le  champ  K.  TNous- 
allons  montrer  que  si  l'on  a  pu  trouver  une  variation  c?v  respec- 
tant (k)  (c'est-à-dire  nulle  aux  limites)  pour  laquelle  oVi,...  oV,, 
soient  nulles,  on  peut  considérer  cette  variation  comme  ayant  lieu 
dans  le  champ  K  :  autrement  dit,  on  peut  faire  dépendre  la  fonc- 
tion Y  d'un  paramètre  auxiliaire  a  de  telle  manière  que,  poura  =  o, 
la  dérivée  de  y  par  rapport  à  a  se  réduise  à  r}y  et  que,  pour  toute 
valeur  de  a,  les  conditions  (A),  (/.)  soient  vérifiées.  Pour  cela^ 
considérons/)  autres  variations  c?*'''j,  {h  :=  i,...  p),  nuUesaux 

limites.  On  peut  évidemment  former  une  fonction 

(l/ii)  W(x,  a,  7,,...  a^,) 
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ayant  les  valeurs  données  en  A  et  B,  se  réduisant  à  y  pour 
a  =  «1  = =  a,,  =  o  el  telle  que 

{1/I2)     ^^^  (.T.o,...o)  =  oj.iJ^-^(j-,o,..o)  =5(')_y,...^^^  (a-,o,o,..o)=S(i')j'. 

Je  dis  qu'on  peut,  en  général,  choisir  dans  la  famille  des  courbes 
k  p  -h  I  paramètres  ainsi  définie  une  famille  à  un  paramètre  satis- 
faisant aux  conditions  du  problème.  En  effet,  pour  cette  famille 
à  /)  -H  I  paramètres,  /,,...  //,  sont  des  fonctions  de  a,...  a^  qui  se 
réduisent  à  ai,...  a,,  pour  a  =  ai  ^...  =  a^,  =  o.  Supposons  que 

l'on  ait  :  iw.'""  /{  '^  o.  Alors  on  pourra  prendre  pour  a,,...  a^ 

des  fondions  de  a  se  réduisant  à  o  pour  a  =  o  et  telles  que  l'on 
ait  : 

Soit  A  la  variation  relative  à  cette  famille  à  un  paramètre  ;  Aj  sera 
nécessairement  de  la  forme  : 

en  désignant  par  c?*''*  la  dérivée  partielle  --.  La  réciproque  sera 
bien  démontrée  si  l'on  prouve  que}.),...  /^^  sont  nuls.  Or  la  variation 


Mk=         Fhlydx  {h=  i,  2,...  p 

JxO 

aura  évidemment  la  valeur 
Mais,  par  hypothèse  : 


57,j  r=  o  =  A//J       avec 


Donc,  on  a  : 

Xio(')4  -4-...  +  ),po(i')/,  =  0  {h=  I,...  p), 

le  déterminant  de  ces  p  équations  étant  différent  de  o  ;  par  consé- 
quent ).i  =...  =).;,  =  o  et  la  variation  Aj  se  réduira  bien  à  ây. 
Cette  démonstration  est  évidemment  valable  quel  que  soit  le 
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nombre  n  des  inconnues,  que  nous  avons  pris  égal  à  i  uniquement 
pour  simplifier  l'écriture. 

D'autre  part,  elle  ne  suppose  nullement  que  les  conditions  jointes 
à  (A')  aient  la  forme  (A)  précédente. 

Soil  Iv'  un  premier  champ  dont  la  défmition  ne  comporte  pas  les 
conditions  (K)  (et  même  n'entraîne  aucune  d'entre  elles).  Soit  K  le 
champ  formé  des  fonctions  comprises  dans  K'  qui  vérifient  les 
conditions  (K).  On  démontrera  encore  que  toute  variation  inté- 
rieure à  K'  et  satisfaisant  aux  conditions  (K)  est  intérieure  à  K.  Il 
faudra  seulement  pour  cela  que,  comme  tout  à  l'heure,  on  puisse, 
de /)  variations  quelconques  intérieures  à  Iv',  déduire  une  famille 
analogue  à  (i4i)  comprise  dans  ce  même  champ  et  vérifiant  les 
relations  (i42)  :  ce  qui  a  lieu  dans  des  cas  très  généraux,  et,  en 
particulier,  dans  tous  les  champs  bilatéraux  envisagés  jusqu'ici. 

Par  contre,  le  raisonnement  précédent  n'est  plus  exact  lorsque 
quelles  que  soient  les  variations  c?*''*j,  on  a 

"/. o'^7, 


'       ^l> -'/- 

c'est-à-dire  s'il  existe  un  système  de  nombres  /i,  U,...  l^,  non  tous 
seuls  tels  quel'on  ait,  quels  que  soient  les  r}y 

/lo/i  -H  /00/2  H-...  -H  l^Mj,  =  O. 

Mais    nous   conviendrons  à'exclure    une   telle   liypothèse.    Elle 
correspond  aux  champs  singuliers  qui  seront  examinés  au  n"  187. 

176.  Réduction  du   problème   à    un  extremum  libre.   — 

Moyennant  celte  même  restriction,  nous  allons  démontrer  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  À  annule 
la  variation  première  de  l'intégrale  /„  dans  un  champ  Iv  bilatéral 
(n"  161),  dont  la  définition  comprend  les  conditions 

{K)  h  =  a,,  (/(   r^    I,   2,...p) 

du  numéro  précédent,  est  que  l'on  puisse  trouver  des  nombres 
constants  /),  Z^..-.  Ip  tels  que  la  variation  de  l'intég-rale 

1  =  1, -i-  IJ,  -^1,1,...  +  //„ 
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soit  nulle  dans  le  champ  K'  que  l'on  déduit  de  K  (toutes  choses 
égales  d'ailleurs)  en  ne  tenant  pas  compte  des  conditions  (A). 

La  condition  est  évidcmnient  suiïisanh'. 

Pour  démontrer  quelle  est  nécessaire,  supposons  d'abord  />=  i. 
Une  variation  intérieure  à  K  doit  vérifier  la  condition  (unique) 

(A'i)  o/j  =  o. 

Soient  alors  &',  o^"  deux  variations  intérieures  à  K',  maisdontl'une 
au  moins  (la  seconde)  ne  vérifie  pas  la  relation  précédente,  o  étant 
un  nombre  quelconque,  la  variation  r)'  -f-  or}"  sera  encore  intérieure 
à  K'  :  elle  sera  également  intérieure  à  K  si  l'on  a 

(iM)  8'7,  +po7j  =  o. 

S'il  en  est  ainsi,  cette  même  variation  devra  donner,  par  hypothèse 

57o  +  po"/o  =  o. 

Puiscjue  la  même  valeur  de  o  donne  lieu  à  ces  relations,  on  doit 
avoir 

(iA5)  o7,S7,  —  rj'lfi'l,  =0 

et.  par  conséquent,  le  nombre  /i  défini  par  l'équation 

(t/i6)  o7o  +  ho"  h  =  o 

donnera,  quelle  que  soit  la  variation  r)'  intérieure  au  champ  K', 

(M7)  ?'I„  + V:7i  =  o. 

ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Le  raisonnement  n'admet  qu'vm  seul  cas  d'exception  :  celui 
où  â'/i  serait  nul  (et  où  par  conséquent  (i^ô)  et  (i4t))  n'entraîne- 
raient plus  (i/iy)).  Il  faudrait  d'ailleurs  que  cette  circonstance  ne 
puisse  être  évitée  par  aucun  choix  de  c?",  c'est-à-dire  que  toute 
variation  intérieure  à  K   vérifie  la  relation  (Ai). 

C'est  ce  qui  caractérise  un  champ  sinijiilier  (n"  187). 

176  bis.  Le  cas  de  p  '>■  i  (sur  lequel  on  pourrait  d'ailleurs 
opérer  d'une  façon  tout  analogue)  se  ramène  au  précédent.  Soit 
en  effet  K,^  le  champ  qu'on  déduit  de  K  en  ne  tenant  pas  compte 
des  h  premières  conditions  (A  ).  mais  conservant  les  suivantes. 
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K  peut  être  considéré  comme  la  partie  de  Kj  définie  par  la  rela- 
tion Il  =  tti . 

Si  donc  /o  a  sa  variation  nulle  dans  le  champ  K,  il  doit  exister, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  un  nombre  h  tel  que  la  varia- 
tion de  la  quantité 

soit  nulle  dans  le  champ  Ki  (le  seul  cas  d'exception  étant  celui 
où  (^/i  serait  identiquement  nul  dans  Ki). 

De  là,  on  déduira  de  même  l'existence  d'un  nombre  L  tel  que  la 
variation  de  h  +  A/i  +  lili  soit  nulle  dans  K2  —  à  moins  que, 
dans  ce  dernier  champ,  ce  ne  soit  la  variation  de  7^  qui  s'annule. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrivera  bien  à  éta- 
blir (sauf,  encore  une  fois,  le  cas  d'un  champ  singulier,  que  nous 
devons  examiner  plus  loin)  l'existence  de  nombres  h,  h,...  Ip  qui 
rendent  la  variation  de  la  somme 

/,,  +  /i/i  +...  +  ///, 

nulle  dans  K^,,  c'est-à-dire  dans  K'.        C.  q.  f.  d. 

Si,  en  particulier,  K  est  un  champ  défini  comme  nous  l'avons 
supposé  au  chap.  I,  la  proposition  précédente  permet  de  réduire 
la  recherche  de  l'extrcmum  dans  K,  —  c'est-à-dire  d'un  extremum 
lié,  —  à  celle  d'un  extremum  libre. 

177.  Remarques.  —  La  démonstration  précédente  s'applique 
quels  que  soient  l'ordre  des  dérivées  qui  entrent  dans  les  inté- 
grales /,  le  nombre  des  fonctions  inconnues,  celui  des  dérivées 
données  aux  limites;  et  aussi  que  l'intégrale  soit  prise  avec  une 
variable  indépendante  donnée  ou  sous  sa  forme  paramétrique. 

Elle  comprend  le  cas  où  les  intégrales  U,  h,...  Ip  ne  seraient  pas 
toutes  prises  entre  les  mêmes  limites.  Il  suffirait  de  supposer  cer- 
taines des  fonctions  /o,  /i,---  nulles  dans  une  partie  de  l'intervalle 
d'intégration. 

Nous  ne  nous  sommes  d'ailleurs  pas  fondés  sur  ce  que  L,...  I^, 
étaient  des  intégrales  définies.  11  nous  a  suffi  d'avoir  sous  cette 
forme  cette  expression  de  oVo,...  oV^,. 

Mais  ces  expressions  elles-mêmes  n'interviennent  pas  d'une  ma- 
nière essentielle.  Notre  raisonnement  ne  repose  que  sur  une  chose  : 
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c'est  que,  si  c?'''3'(,  à^^^ji  sont  deux  systèmes  de  variations  des  y 
appartenant  au  champ  Iv'  et  donnant  respectivement  à  la  varia- 
tion oVa  les  valeurs  (?"'A,  rp^Iu,  la  variation  ac?*"vi  +  fiâ^'^^yi  (où  a.j'B 
sont  deux  nombres  quelconques)  appartient  aussi  au  champ  K'  et 
•donne  à  >')Ih  la  valeur 

Il  repose,  en  un  mot,  sur  le  caractère  linéaire  des  conditions  im- 
posées à  nos  variations. 

177  bis.  Ce  raisonnement  est  dès  lors  valable  dans  tout  champ 
satisfaisant  à  la  condition  précédente  et  montre,  dans  ce  champ, 
l'extremum  lié  de  l'intégrale  /„  comme  entièrement  équivalent,  du 
imoins  au  point  de  vue  des  conditions  du  premier  ordre,  à  l'extre- 
mum libre  de  l'intégrale  1.  On  peut  donc  transporter  sans  réserve 
au  cas  actuel  ce  qui  a  été  dit  sur  les  limites  variables,  les  solutions 
discontinues,  etc.  Toutes  les  formules  établies  à  cet  égard  au 
chap.  IV"  s'appliquent  encore  ici,  en  remplaçant/  par  son  expres- 
sion fi,  -f-  lifi  H-  hf'  H-  . . . 

178.  Réciprocité.  —  La  condition  à  laquelle  nous  avons  abouti 
offre  en  /,„...  /;,  (si,  du  moins,  on  y  lait  figurer  devant  /q  un  coeffi- 
•cient  arbitraire  /o,  ce  que  l'on  peut  faire  en  multipliant  toutes  les 
relations  précédentes  par  ce  coefficient)  la  symétrie  déjà  rencontrée 
au  n"  8  :  svmétrie  qui  s'explique  par  les  mêmes  considérations 
géométriques  (n''  8),  sur  lesquelles  nous  reviendrons  encore  à  pro- 
pos du  problème  de  Mayer. 

Si,  par  exemple,  une  courbe  déterminée  annule  la  variation  de 
l'intégrale  /(,  lorsqu'on  donne  la  valeur  de  h,  elle  annule  aussi  la 
■variation  de  h,  lorsqu'on  donne  la  valeur  de  L,. 

179.  Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  où 
le  champ  R  est  défini  uniquement  :  i"  par  les  conditions  {K), 
1"  par  des  conditions  aux  limites,  il  faudra  pour  déterminer  les 
solutions  trouver  un  système  de  nombres  constants  h,...  Ip  et  de 
fonctions  ji,...  }'«  qui  vérifient  les  équations  : 

h  =  a,,...  /,,  =  ttj, 

Fi=o,...  Fn  =  o, 
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les  polynômes  difTérentiels  Fi  étant  lormés  comme   nous  l'avons 
vu  au  n"  53,  à  Taide  de  la  fonction 

/==/.  +  ^/.  +•••  +  //;.• 

Nous  chercherons  donc  les  exlrémales  relatives  à  cette  fonction 
en  intégrant  les  équations  F,  =  o,  lesquelles  dépendront  des  para- 
mètres /t, ...  /;,.  Ces  p  paramètres  et  les  in  autres  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l'intégration  seront  déterminés  par  \Qsp  équa- 
tions //,  =  au  et  par  les  conditions  aux  limites,  lesquelles  sont 
précisément  au  nombre  de  in  dans  les  cas  traités  aux  ch.  II  et  l\  . 

180.  Exemple  I  {Ohjcciion  de  du  Bois-Rcymond).  —  Propo- 
sons-nous de  rechercher  comment  devra  être  choisie  la  fonction  G(x) 
pour  que  (piclle  que  soit  la  fonction  (continue  et  dérivable)  y  nulle 
pour  X  =  x^'  et  pour  x  =  x^,  on  ait 


yr.„.^i2a, 


)dx 


aucune  autre  hypolhèse  n'étant  d'ailleurs  faite  à  priori  sur  C  si  ce 

n'est  sa  contiiHÙIé_,  laquelle  pourra  même  être  en  défaut  en  des 

points  isolés. 

C'est  la  question  qui  s'est  posée  à  nous  au  n"  65,  lorsqu'il  s'est 

agi  de  discuter  l'objection  de  du  Bois-Reymond. 

_,  (/y  .  11  •        ,  ,         • 

hiU  posant  ,^,  =  z,  nous  voyons  qu  elle  revient  a  la  suivante  : 

«  Gonunent  devra  être  choisie  la  l'onction  G  pour  que  Finlégrale 

soil  nulle  cha(pie  fois  que  la  fonction  z  vérifiera  la  condilion 
(i/|8)  (      idx  =  o  ?  ». 


r 


Cette  dernière  condition  est  en  elVel  n('cessaire  el  suffisante  pour 
que  z  admette  une  fonction  primitive  y  nulle  en  £c°  et  en  x\ 

Le  raisoniHîment  des  numéros  précédents  s'applique  au  problème 
ainsi  posé  :  il  nous  montre  (sans  sup|)oscr  à  la  fonction  G  d'autres 
|)r(»priélés  que  celles  qui  nous  sont  données)  l'cxislence  d'une 
constante  /  telle  que  l'on  ait  pour  loule  fonction  z  et  sans  faire 
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intervenir  la  condition  (i48),  l'égalilé 

z{G  -{-  l)dx  =  o. 

D'après  le  Icmme  fondamental,  ceci  montre  que  G  doit  être  égal 
à  la  constante  ( —  /). 

180  bis.  Plus  généralement,  comment  devra  être  clioisie  la  fonc- 
tion G  (x)  pour  que  l'on  ait 


toutes  les  fois  que  la  fonction  y  vérifiera  les  conditions 

(i.")o)  y  rr=  y'  :=...  y'p-1)  z=  o  pour  .V  =  .r",  .r' 

(G  étant  toujours  assujetti  à  la  condition  d'être  en  général  con- 
tinu):» 

di'Y  .  .    ,    d'Y 

P(  )sons  j-^  =z  =  'b(x).  Pour  i  <Cp,  la  dérivée  ^  .; .  qui  s 'obtient 

en  intégrant/)  —  /  fois  la  fonction  'ii{x),  aura  (^),  si  elle  est  nulle 
en  x",  rex])ression 


-y- Î^TT)    (j    (x-^)''-'--.H^V^.'  {i  =  0,l,2,...,p-l). 


dx'        0 


Pour  que  les  p  ex})ressinns  ainsi  formées  soient  également  nulles 
en  x\  la  fonction  z  devra  vérifier  les  conditions 

(.x'  —  .r)''^'~'z(/.r  (i  =r  o,  i,  2,...,  />  —  i). 

Réciproquement,  ces  conditions  sont  les  seules  qu'entraînent 
pour  z  les  relations  (i5o).  Ces  conditions  doivent  donc  entraîner 
l'égalité  (i/jg). 

En  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  nous  voyons  que  /,  /i,...,  ^^> 
désignant  des  constantes,  G  doit  avoir  la  forme 

G  =  —  l  —  h{x'  ^  x)  —  l,{x'  —  xY  — ...  —  1,-1  {x'  —  x)'"-' 

c'est-à-dire  être  un  polynôme  de  degré  p  —  i  en  x. 

('j  Gouus.vT.  Cours  iVAnulYse,  t.  II,  p.  3'iO. 
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181.  Exemple  II.  Problème  isopérimétrique  proprement  dit.  — 
Etant  donnés  clans  un  plan  ou  sur  une  certaine  surface,  deux 
points  A,  B  d'une  courbe  G,  il  s'agit  de  trouver,  parmi  les 
courbes  '£  dont  la  longueur  /|  est  égale  à  une  quantité  donnée  a, 
celle  pour  laquelle  l'aire  S  limitée  par  G  et  '£,  sur  le  plan  ou  la 
surface  donnée,  est  maxima  ou  minima. 

Cette  aire  (comptée  positivement  ou  négativement  suivant  qu'elle 
est  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  courbe  G)  a,  si  l'on  est  dans  le  plan, 
une  expression  de  la  forme 

(i5i)  S^/o  =  -      I      {xdv  —  ydx). 

Sur  une  surface  quelconque,  elle  sera  également  représentée  par 
une  intégrale  curvdigne  (prise  suivant  '£)  à  laquelle  on  parvien- 
drait en  transformant  par  le  théorème  de  Green  la  formule  bien 
connue  qui  fournit  cette  aire  sous  forme  d'intégrale  double. 

Quant  à  sa  variation,  elle  est,  dans  tous  les  cas,  donnée  (si  A 
et  B  sont  fixes)  par  la  formule 

^k  =    I      '^'iids 

en  appelant  toujours  s  l'arc  de  la  courbe  ï  et  o'n  la  variation  nor- 
male. D'autre  part  nous  avons  trouvé  au  n"  96, 


N,  i       r>    sin  Oc/s  /  "  o/î    , 

jJi  =    (       on  — 1^ —  =    I        -  as 

Ja  R  Ja     ?a 


Dans  le  plan,  cette  formule  se  réduit  à 


cy,  = 


O/if/s 

II 


R  étant  le  rayon  de  courbure,    l^a  courbe  cherchée  devra  alors 
annuler,  pour  une  valeur  convenable  de  /,  l'intégrale 


I  -H  t,]ds 


PROBLÈMES    ISOPÉRIJIKTIVIQUES  ao3 

quel  que  soit  c?/;  (nul  aux  limiles).  Elle  vérifiera  par  conséquent 
(n°  176)  l'équation 

R  =  —  l  =  constante 

qui  caractérise  les  circonférences  du  plan. 

Les  solutions  sont  donc  des  arcs  de  cercles  de  longueur  a  ter- 
minés en  A,  B.  11  n'en  existe  évidemment  que  si  a  >■  AB.  Si  cette 
condition  est  remplie,  on  trouve  toujours  deux  arcs  de  cercle, 
symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la  droite  AB  (sauf  pour 
a  =  AB,  auquel  cas  ces  arcs  sont  confondus  tous  deux  avec  la 
droite  en  question). 

Il  est  à  remarquer  que  si  le  rapport  ^:=.  dépasse  une  certaine 

limite  t('),  le  nombre  des  solutions  doit  être  considéré  comme 
supérieur  à  deux.  On  peut,  en  effet,  aller  du  point  A  au  point  B 
en  parcourant  plusieurs  fois  une  circonférence  passant  par  ces 
deux  points.  Un  tel  chemin  pourra  vérifier  la  condition  /i  =  a 
si  a  est  suffisamment  grand.  Il  ne  définit  pas,  il  est  vrai,  une  aire 
au  sens  de  la  géométrie  élémentaire.  Mais  l'intégrale  (i5i)  garde 
un  sens  dans  ces  conditions, 

Si  l'on  cherchait,  parmi  les  convhe's,  fermées  de  même  longueur 
celle  dont  l'aire  est  un  extremum,  ou,  —  ce  qui  revient  au  même 
(n"  178)  —  parmi  toutes  les  courbes  fermées  de  même  aire,  celles 
dont  la  longueur  est  extrema,  il  résulte  des  calculs  qui  précèdent 
(comparer  n"  98)  que  cette  courbe  ne  pDurrail  être  qu'un  cercle. 

182.  Si  maintenant  l'aire  S  est  délimitée  sur  une  surface  donnée 
quelconque  S,  on  aura  de  même  [o,i  étant  le  rayon  de  courbure 
géodésique) 


0,1  =  —  /  =  constante. 
De  telles  lignes  ont  reçu  le  nom  de  cercles  géodêsirjues  {-).  Les 


0)  T  est  le  minimum  de  la  fonction      .  -  -  pour  o  <  j:  <  "JT. 
(*)  Darbolx,  Leçons  sur  la  thcorie  des  surfaces,  tome  III,  p.   i5i. 
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solutions  seront  des  arcs  de  cercles  géodésiques  de  longueur  a 
joignant  A  et  B,  s'il  en  existe  (ce  qui  exige  tout  au  moins  que  a 
ne  soit  pas  inférieur  au  minimum  de  la  longueur  des  courbes  de  la 
surface  qui  joignent  A  et  B). 

Parmi  les  lignes  fermées  de  longueur  a,  celle  qui  délimite  la 
plus  grande  aire  est  également  un  cercle  géodésique.  Si  donc  on 
peut  montrer  (voir  plus  loin  liv,  YI)  que  sur  une  surface  donnée^ 
ce  maximum  est  nécessairement  atteint  (au  moins  lorsque  a  est 
compris  entre  certaines  limites),  on  aura  prouvé  que,  sur  cette 
surface,  il  existe  une  infinité  de  cercles  géodésiques  fermés. 

Au  contraire  (' ),  un  cercle  géodésique  pris  au  hasard  n'est  pas 
fermé,  si  la  surface  donnée  n'est  pas  applicable  sur  une  sphère. 

182.  Exemple  III.  Chainelle.  —  L'élude  de  l'équilibre  des  sys- 
tèmes matériels  conduit,  comme  on  sait,  à  des  questions  de  maxi- 
mum. 

Si,  en  effet,  le  système  est  sans  frottement,  les  conditions  d'équi- 
libre ne  sont  autres  que  les  conditions  du  premier  ordre  pour 
l'extremum  d'une  certaine  fonction  U  {fonction  des  forces)  de  l'état 
du  système. 

Lorsque  les  forces  agissantes  ne  sont  autres  que  la  pesanteur^ 
U  n'est  autre,  à  un  facteur  près,  que  la  cote  du  centre  de  gravité. 

Dans  le  cas  d'un  fil  honmcfene  pesant  (flexible  et  inextensible) 
il  faut  trouver  la  courbe  'X  de  longueur  donnée  a  joignant  deux 
points  donnés  \  et  B  et  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas. 

Appelons  Z  =  /o  la  cote  du  centre  de  gravité  par  rapport  au 
plan  de  comparaison.  On  a  : 

/^lî r'v. 

^  J  \  t.    A 

Les  courbes  cherchées  seront  des  extrémales  pour  l'intégrale  : 

r  {z  -t-  i)s/dx^^^~dy^T'dzK 

(')  Voir  plus  loin  li\ .  1\   ou  Daiiuol\,  lor.  cil. 
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Elles  satisferont  aux  équations  : 

)  Wdx^-hdf-^-dz-J  '  ydx--^df-tdz'-_] 

{E)  < 

/  ^dx^Tdy'^^^^d?  —  d  [       (~  +  0^~ ]  =0. 

1  ^  ydx-^^df-^d'JA 

Des  deux  premières,  on  déduit  r  =  constante.  La  courbe  devra 

donc  être  dans  un  plan  vertical  passant  par  A  et  B  et  que  nous 
pourrons  prendre  pour  plan  y  =  o.  Alors,  on  peut  supposer 
r  =  (ly  =  o  dans  les  équations  précédentes  et  l'intégrale  générale 
(déjà  écrite  au  n°  116  bis)  est  (') 

—  h  X  —  h\ 


(loo)  z  -h  l  =  inLIi =:      \  e 

^       ^  m  2  \ 

Les  extrémales  sont  donc  des  chaînettes.  Nous  avons  à  chercher  (-) 
celles  qui  passent  par  A,  B  et  ont  pour  longueur  a.  On  peut 
prendre  A  comme  origine  et  supposer  Taxe  des  x  dirigé  de  façon 
que  le  point  B(a,  ^i)  ait  une  abscisse  positi\e.  Il  faut  choisir  main- 
tenant /,  h,  m,  de  façon  à  satisfaire  aux  équations  : 

h  b\  /    a  —  /i  a  —  h\ 


et 


2    \  /  2 


a=    r  \^dx'-  -hdz'=  '"( 


Ces  trois  équations  équivalent  au  système 

/h  h- 

/  =  ">"'+ a' 
2  \ 

(i5/i 

/    PL  — h  _?L\/' 


i^  =  nf-\e    '"     —e     '"/le        "'— e"" 


=  [Je2"'__e     ^'"/J 


(')  V^oir  Appell,  Traité  de  Mccani(iue  rationnelle,  t.  I.  p.   189. 
(2j  Appell,  Ibid.,  p,   191. 
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a  étant   positif,    la  quantité   entre   crochets   est   positive   et  la 
dernière  équation  peut  s'écrire  (en  supposant  cr  >■  /5^)  : 


\/a-  —  f-  _  e"  —  e-''  _ 


Il  faut  trouver  les  racines  positives  en  u  de  cette  équation.  Or 
lorsque  ii  croît  par  valeurs  positives,  le  second  membre  croît  cons- 
tamment de  I  à  +  X  .  Par  suite,  il  n'y  a  de  racines  que  si  l'on  a  ; 


a  >•  \/a-  -+-  [3'-. 

Si  cette  condition  (qui  comprend  a^  ;>  ^j-)  est  remplie,  c'est-à-dire 
si  l'on  a  a  >■  AB,  il  y  a  une  racine  positive  en  u  et  une  seule,  ii^. 

D'où  l'on  tire  :  m  =  ±  —  et  les  deux  premières  équations  du 

système  (i5/|)  déterminent  pour  chaque  valeur  de  m,  h,  puis  /.  Il  y 
a  donc  deux  solutions  qui  correspondent  à  deux  chaînettes  égales 
entre  elles  (et  même  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rap 
port  au  milieu  de  AB),  correspondant  à  deux  signes 
opposés  de  m  et  tournant,  par  conséquent,  leurs  conca- 
vités en  sens  contraires. 

Ces  chaînettes  cessent  à  proprement   parler   d'exister, 
lorsque  le  point  B  est  sur  la  verticale  du  point  A.  Mais  il 
est  aisé  de  voir  que,    lorsque  le  point  B  tend  vers  une 
FiG.  25.    telle  position,  chacune  d'elles  tend  (toujours  sous  la  con- 
dition a  >  AB)  vers  un  système   de   deux   segments  de 
verticale,  tels  que   AC,   GB  {Jig.  25),   le  point  G  étant  choisi  de 
manière  que  AG  +  CB  =  a.    Ge   chemin  rectiligne  AGB  repré- 
sente alors  la  solution  du  problème. 

L'inégalité  a  >■  AB  sufiit  toujours,  on  le  voit,  pour  l'existence 
des  solutions. 

Dans  ce  problème,  comme  dans  celui  du  n°  181,  les  conditions 
de  possibilité  sont,  par  conséquent,  réduites  au  minimum.  L'iné- 
galité a  >>  AB  est  évidemment  nécessaire  pour  qu'on  puisse  tracer 


B 


C 
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entre  A  et  B  des  lignes  avant  la  longueur  donnée,  c'est-à-dire  pour 
que  le  champ  K  existe.  Une  telle  condition  sera  évidemment  sous- 
entendue,  toutes  les  l'ois  que  l'intégrale  /j  admettra  un  extremum 
libre. 

184.  Daprès  ce  qui  a  été  dit  au  n"  177  bis,  nous  pouvons 
appliquer  sans  modification  les  considérations  du  ch.  IV lorsqu'une 
des  extrémités  de  la  ligne  d'intégration  n'est  pas  fixe,  mais  assu- 
jettie à  se  déplacer  sur  une  ligne  ou  sur  une  surface  donnée.  La 
courbe  cherchée  devra  donc  alors  être  transversale  à  cette  ligne 
ou  à  cette  surface.  Bien  entendu,  la  condition  de  transversalité 
devra  être  formée  en  partant  de  la  fonction  totale 

/=/.  +  ^/.+/J. +•••  +  './.• 
Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  chaînette,  celte  fonction  est 


{z  -t-  /)  v/x2  +  r^  +  > 

et,  par  conséquent^  lu  transversalité  est  ici  synonyme  de  l'ortho- 
gonalité. 

Donc,  si  l'on  demande  de  mener  entre  deux  lignes  données  de 
l'espace,  une  courbe  de  longueur  donnée  dont  le  centre  de  gravité 
soit  situé  le  plus  bas  possible,  celte  courbe  devra  être  une  chaînette 
orthogonale  aux  deux  lignes  données. 

Lorsque  celles-ci  sont  des  lignes  droites,  situées  dans  un  même 
plan  vertical,  on  détermine  la  chaînette  cherchée  par  une  mé- 
thode d'homothétie  (')  toute  semblable  à  celle  du  n°  118. 

185.  Considérons  encore  à  ce  même  point  de  \ue  \e  problème 
isopérimélrique  proprement  dit. 

Soit,  à  mener  une  ligne  AB  de  longueur  donnée,  dont  les  extré- 
mités soient  situées  sur  une  courbe  donnée  C  et  qui  délimite,  avec 
cette  courbe  une  aire  !ï  maxima  ou  minima.  Plaçons-nous  d'abord, 
pour  simplifier,  dans  le  cas  du  plan.  La  courbe  cherchée  devra 
être  un  cercle,  et  la  variation  de  ^  H-  //,  (/  désignant,  au   signe 


(*)  Voir  le  Trailé  de  Mccanique  de  M.  Appell,  t.  I,  p.   lyi. 
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près,  le  rayon  du  cercle  et  A  la  longueur  du  chemin  AB)  devra 
être  nulle  quand  les  points  A  et  B  se  déplaceront  sur  C. 

Il  est  une  intégrale  étendue  à  l'arc  AB  ;  l'aire  9\  an  contraire, 
est  représentée  par  l'intégrale  (i5i)  étendue  non  plus  seulement  à 
l'arc  AB,  mais  aussi  à  la  courbe  G.  Si  donc  nous  faisons  varier  le 
point  A,  le  déplacement  (oV,  oV)  de  ce  point  ayant  lieu  sur  C,  la 
variation  de  /i  sera 


yy 


mais  la  vaiiation  de  :j  aura  une  expression  dilTérente  :  elle  sera 
représentée  par  la  quantité 

6(^'.  V,  a;,  y>  ^-ï",  h'Y 

définie  au  n"  168. 

Or  ici,  cette  quantité  est  identiquement  nulle  puisque,  dans 
l'intégrale  'J,  la  quantité  sous  le  signe  f  est  de  la  forme 
Vdx  +  Qdy. 

Donc  le  terme  (i55)  doit  s'annuler,  et  la  ligne  cherchée  doit  être 
transversale  (c'est-à-dire,  en  l'espèce,  orthogonale)  à  C. 

La  même  conclusion  subsiste  sur  une  surface  quelconque,  car  ;i 
<:ontinue,  dans  ces  conditions,  à  être  représenté  par  une  intégrale 
de  la  forme  Vdx  +  Qdy. 

Si,  par  contre,  on  donnait  non  la  longueur  AB,  mais  le  péri- 
tnètre  total  de  l'aire  9'  (c'est-à-dire  de  la  somme  des  arcs  AB  pris 
sur  'I  et  sur  C)  il  faudrait  (comme  le  montre  le  raisonnement  du 
n°  166)  annuler  la  quantité  8  relative  à  l'intégrale  totale  ;»'  +  /li, 
ou  ce  qui  revient  au  même  (comme  nous  venons  de  le  voir)  à  l'in- 
tégrale /, , 

Or,  cette  quantité  n'est  nulle  (n"  167)  que  si  'X  est  langent  à  C 
■ç.x\  A  et  en  B. 

Notre  cercle  devra  donc  remplir  celle  condition  pour  annuler 
la  variation  première. 

186.  Le  problème  de  VêqaiUhrc  d'un  fil  homogène  pesant  sur 
■lefjnel  peut  glisser  sans  frottement  un  point  matériel  pesant  conduit 
■au  problème  du  n°  159.  Il  s'agit,  en  elTet,  d'abaisser  le  plus  pos- 
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sible  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  le  fil  et  le  point. 
Le  raisonnement  du  n°  176  est  encore  applicable  el,  par  consé- 
quent, nous  avons  à  chercher  l'extrcmum  de  la  somme 


c,  ^  étant  les  coordonnées  du  point  matériel. 

Nous  voyons  donc  que  les  deux  arcs  de  chaînette  dont  se  com- 
pose la  courbe  cherchée  correspondent  tout  tl'abord  à  la  même 
valeur  de  /,  qu'ensuite  (d'après  des  conclusions  du  n"  159)  ils 
donnent  lieu,  au  point  (|,  Ç),  aux  relations 


dx\   _  (dx 
ds  j   ^  \ds 


ce  qui  est  conforme  aux  équations  que  l'on  obtient  directement. 


187.  Les  champs  singuliers.  —  Revenons  au  cas  où  le  rai- 
sonnement des  n"  176-177  est  en  délaul  :  celui  où  ç?/i  est  nul 
pour  toute  variation  f{ui  laisse  constantes  les  intégrales  données 
autres  que  /,  ou,  plus  généralement,  celui  où  r}I,^  est  nul  pour 
toute  variation  qui  laisse  constantes  les  intégrales  lu'  correspon- 
dant à  h'  >  h. 

Il  est  aisé  d'écrire  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
en  soit  ainsi.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'exprimer  que  la  singularité 
indiquée  a  lieu  pour  h  =  1,  c'est-à-dire  que  c?/i  est  nul  dans  le 
champ  que  nous  avons  appelé  Ki  au  n°  176  bis.  Si  les  raisonne- 
ments des  n-'  176-176  bis  sont  valables,  cela  revient  à  dire  qu'il 
existe  un  système  de  constantes  (non  toutes  nulles)  (')  /, ,  l.,,...  l^ 
donnant  lieu  à  la  relation 

(147)  h^^h  +h^h+ l,ol,  =  o 

quelle  que  soit  la  variation  r)  dans  le  champ  K/. 

C'est  ce  qui  aura  assurément  lieu  si  la  singularité  en  question  ne 
se  produit  pour  aucune  valeur  de  h  supérieure  à  i. 

(')  Ici,  plus  spécialement,  /,  ^  o. 

Hadamard  —  Calcul  des  variations  l 'i 
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Mais  la  condition  (i^'j)  est  nécessaire  et  suffisante  en  toute 
hypothèse. 

Si,  en  effet,  la  singularité  dont  il  s'agit  a  lieu  pour  des  valeurs 
de  h  autres  que  i ,  nous  prendrons  /(  égal  à  la  plus  grande  /ii  de  ces 
valeurs.  Cette  singularité  étant  ainsi  écartée  pour  //  >  hi,  le  rai- 
sonnement des  n""  176-176  bis  pourra  être  appliqué  pour  exprimer 
que  r)I,^  est  nul  dans  K;,  .  le  raisonnement  du  n"  175  étant  d'ail- 
leurs également  valable  (')  :  on  aura  donc,  entre  les  variations 
(?//,,  c?//,  ^1,...  dans  le  champ  R',  une  relation 

4iô//,,  +  //<j,-t  io4j+i  +...  -^  lj,oIi,  =  o  (//,j  ;zf  o). 

Or  cette  relation  est  encore  de  la  forme  (i  '17')  (-). 

Le  cas  d'exception  actuel  est  donc  précisément  celui-mème  que 
nous  avons  dû  réserver  dans  le  raisonnement  du  n"  175. 

Nous  conliimerons  à  exclure  /es  cas  où  une  circonstance  de  celle 
nature  se  présenterait,  c'est-à-dire  où  le  premier  membre  de  l'une 
des  conditions  (A  )  serait  un  extremum  (ou  simplement  remplirait 
les  conditions  du  premier  ordre  correspondantes)  dans  le  champ 
défini  {à  lintériear  de  K')  pjar  les  conditions  restantes.  Pour  les 
raisons  qui  ont  été  indiquées  aux  Notions  préliminaires  (n°  8),  la 
ligne  considérée  devrait  être  regardée  comme  une  singularité  du 
champ  K. 

Il  est  clair  que,  si,  par  exemple,  la  ligne  considérée  fournissait 
pour  l'intégrale  h  un  cxiremum  absolu,  toute  la  question  dispa- 
raîtrait, la  condition  h  =  Uy  n'étant  [)lus  vérifiée  que  par  celte 
seule  ligne. 

Supposons  seulement  que  la  variation  première  de  U  soit  nulle 
dans  K.  La  relation  U  =  ^i  ne  permet  cependant  pas  de  prendre 
arbiti-airement  la  variation  ou  les  variations  ùy.  Celles-ci  sont  assu- 
jetties à  une  condition  que  l'on  obtient  (voir  liv.  III)  en  annulant 


(')  Pour  que  ce  dernier  raisonnement  tombe  en  défaut,  il  faudrait  (n"  175) 
une  relation  de  la  forme 

//(j+i  5//i|-|-i  +  ...  Ifil,,  —  o. 

Une  telle  relation  serait  visiblement  sufjhanle  à  entraîner  rexistcnce  de  notre 
singularité  pour  II  >  Iiy  contruirement  à  riiy|)olhèse. 

(■-)  Le  cas  extrême  est  celui  de  /«i  =  p.  On  aurait  alors  0/,,  =  o  dans  K'. 
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l;i  variation  seconde  0^"/i.  Mais  celte  condition  :  i"  ne  découle  pas 
de  âL  =  o;  a"  est  quadratique,  et  non  plus  linéaire,  par  ra|)port 
^ux  valeurs  des  oV. 

La  première  de  ces  deux  remarques  met  en  délaut  le  ])rincipe 
du  n°  175  ;  la  seconde,  celui  du  n°  176. 

187  bis.  Si  nous  tenons  compte  des  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir,  ceux  des  n°'  176-176  bis  peuvent  se  traduire  j)ar 
l'énoncé  suivant,  valable,  cette  fois,  sans  exception  (pourvu  que  Iv' 
soit  bilatéral  et  non  singulier)  : 

Pour  que  la  variation  r}lfy  soit  nulle  dans  le  champ  K  (défini  à 
l'intérieur  de  K'  par  les  conditions  (A  )  du  n°  175)  il  est  : 

nécessaire  que  Pon  ait,  dans  K  ,  une  relation  de  la  forme 

les  constantes  l  n'étant  pas  toutes  nulles  ; 

suffisant,  que  l'on  ait  une  telle  relation  arec  /„  différent  de  zéro. 

188.  Cas  des  variations  unilatérales.  —  INous  allons  main- 
tenant montrer  que  la  conclusion  qui  nous  a  permis  de  ramener 
le  problème  isopérimétrique  à  un  problème  d'cxtrcmum  libre  est 
encore  vraie  dans  le  cas  de-i  variations  unilatérales,  c'est-à-dire 
lorsque  la  définition  du  champ  contient  des  conditions  d'inégalité 
et  que  la  ligne  considérée  appartient  à  la  frontière  du  champ. 

Dans  ces  hypothèses  si  r)y  est  une  variation  acceptable,  il  n'en 
est  pas  en  général  de  même  pour  la  variation  —  ây.  Mais  nous 
admettrons  encore  : 

i"  Que  si  r)y  [ou  (ciVi,  ^V-'---  ''A)'»)  ^^^^^^  le  cas  de  plusieurs  fonc- 
tions inconnues I  est  une  variation  acceptable,  il  en  est  de  même 
pour  fAy,  0  étant  une  constante  positive  :  —  il  en  est  nécessairement 
ainsi  dès  que  les  variations  sont  considérées,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait,  comme  des  dilTérentielIes  par  rapport  à  un  paramètre  c/.  ;  car 
la  multiplication  par  o  revient  à  un  simpl?  changement  de  ce  para- 
mètre ; 

2"  Que  si  â"y,  r}"y  sont  deux  variations  acceptables,  il  en  est  de 
même  de  la  variation  (J^y  =  rJ^'y  -+-  r}"y  (et,  par  conséquent,  eu  égard 
à  I",  de  la  variation  rj^'y  -\-  -^'rTy,  rj  et  p"  étant  deux  constantes 
positives  quelconques)  :  ce  que  Ton  peut  exprimer  en  disant  que 
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la  mulliplici  lé  formée  par  les  variations  acceptables  est  convexe  {^)^ 
—  Le  cas  contraire  sera  encore  regardé  comme  constituant  une- 
singularité  {^). 

Prenons  d'abord  le  cas  où  l'on  donne  la  valeur  (égale  à  «i)  d'une 
seule  intégrale  /i.  Conformément  à  ce  qui  a  été  expliqué  précé- 
demment, nous  devrons  exclure  le  cas  où  la  courbe  considérée 
donnerait  un  extremum  (ou  satisferait  aux  conditions  du  premier 
ordre  pour  l'extremum)  de  A  dans  le  cbamp  K'  qui  est  défini  par 
toutes  les  conditions  données,  à  l'exception  de  la  relation  /i  =  Oi, 

Nous  devons  donc  admettre  qu'il  existe  des  variations  apparte- 
nant au  cbaraji  K'  et  qui  donnent  à  ùli  un  signe  arbitraire.  Appe- 
lons r}'  les  variations  du  champ  Iv'  qui  rendent  oV^  positif;  r)"^  celles- 
qui  le  rendent  négatif. 

Dans  le  cas  actuel,  nous  n'aurons  plus  le  droit  de  combiner  ces 
variations  comme  nous  l'avons  fait  aux  n"'  176-177. 

Mais,  si  K  est  le  champ  défini  par  toutes  les  conditions  données- 
(y  compris,  cette  fois,  la  condition  h  =  ^i),  nous  pourrons  encore 
d'une  variation  r)'  et  d'une  variation  r}"  quelconc|ue,  déduiie  une 
variation  appartenant  à  K  :  il  suffit  de  les  ajouter  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  les  nombres 

p   =  —  ^  h,  ?   =  '^  h 

ce  qui  est  légitime,  puisque  ces  nomi)res  sont  positifs. 


(')  C'est  la  dcfinilion  de  la  convexité  telle  que  l'emploie  ^^.  Minkonski,  dans 
sa  Géométrie  dcr  Zalilcn. 

(^)  Considérons  une  fonction  de  trois  variables  daiis  un  domaine  D  limité 
par  une  ou  plusieurs  surfaces.  M»  étant  un  point  do  la  frontière  de  ce  domaine, 
les  directions  suivant  lesquelles  le  point  VI  peut  se  déplacer  à  partir  de  la  posi- 
tion Mo  pour  rester  compris  dans  D  sont,  en  général,  les  directions  situées  d'un 
certain  côté  du  plan  tangent  à  la  surface  limite,  ou,  s'il  y  en  a  plusieurs,  les 
directions  intérieures  à  un  certain  angle  polyèdre  convexe  déterminé  par  les- 
plans  tangents  à  ces  surfaces.  Les  directions  en  question  ne  peuvent  donc  for- 
mer un  cône  concave  que  si  l'une  au  moins  des  surfaces  limites  admet  en  M^, 
un  point  conique  (la  région  intérieure  à  D  correspondant  en  outre  à  l'eNtéricur 
du  cône  tangent  si  celui-ci  est  du  second  degré). 

Toutefois,  certains  domjines  présentent  des  angles  rentrants  :  tel  est.  entre 
autre,  le  volume  formé  par  l'ensemble  de  m  sphères  sécantes;  et  l'on  peut,  sur  le 
terrain  fonctionnel,  trouver  des  exemples  analogues  (qui  peuvent  même  corres- 
pondre à  m  1=  00  ).  Mais,  au  moins  dans  tous  les  cas  simples,  les  problèmes- 
ainsi  obtenus  se  ramènent  aisément  à  d'autres  qui  vérifient  notre  livpothèse. 
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Si,  par  exemple,  /«  doit  rtic  mininmin  clans  le  champ  K,  on  doil 
avoir 

p'o'/„  +  p"o"I,  >  o 

ou  (en  tenant  compte  des  valeurs  deo',  ^  el  des  signes  de  â'I^,  r)"J^'j 

(.50)  ,;^;>^5. 

(Uiacune  des  Aaleurs  de  ^  ."  étant  supérieure  à  chacune  des  va- 

leurs  de  ^r" ,  il  existe  (')  au  moins  un  nombre  —  h  qui  est  infé- 
rieur à  chacune  des  premières  el  supérieur  à  chacune  des  secondes, 
Or  les  inégalités 


-donnent 


o7o  +  /io7i  >  o,  o7„  +  /,ô'7i  >  o. 


Autrement  tlit,  comme  nous  voulions  le  démontrer,  //  existe  un 
.nombre  h  tel  qae  la  variation  de  h)  H-  hh  soit  toujours  positive  dans 
h  champ  K'.  Si  les  conditions  qui  définissent  ce  dernier  champ 
appartiennent  aux  types  envisagés  au  cliap.  lY  (n"  161-167  bis), 
nous  n'aurons  qu'à  appliquer  les  résultats  obtenus  dans  ce  chapitre. 
Supposons  maintenant  />  =  2,  de  sorte  que  les  courbes  ^  sont 
<issujetties  aux  relations 

(K)  /,  =  «:.  h  =  a,. 

Soit  Kl  le  champ  obtenu  en  faisant  abstraction  de  la  première  de 
ces  deux  conditions.  En  prenant  le  champ  Ki  de  cette  façon,  toutes 
les  considérations  précédentes  seront  encore  applicables.  Donc  il 
■existera  un  nombre  A  tel  que  la  variation  de  l'intégrale 

soit  positive  ou  nulle  à  l'intérieur  de  Ki. 

(')  Tannery,  Introduction  à  la  théorie  des  fondions  d'une  variable,  2°  édition, 
tome  I,  chap.  i.  —  Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  nombre  ?i  est  unique,  la 
différence  des  deux  incmljres  de  linégalité  (i56)  pouvant  être  rendue  aussi 
petite  qu'on  le  veut. 
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Mais,  par  une  nouvelle  application  du  même  raisonnement.  nou& 
déduirons  de  là  l'existence  d'un  second  nombre  /_,  tel  que  l'inté- 
grale 

J  4-  UL  =  h  +  hh  +  IJi 

ait  sa  variation  positive  ou  nulle  à  l'intérieur  du  champ  K'  qu'on 
obtient  en  faisant  abstraction  des  deux  conditions  (lî)  ;  et  ainsi  de 
suite  pour  toutes  les  valeurs  àc  p. 

On  peut  évidemment  opérer  de  même  pour  un  plus  grand 
nombre  d'intégrales  données. 

Dbnc  la  conclusion  obtenue  au  numéro  précédent  est  mainte- 
nant étendue  à  toute  valeur  de  p. 


189.  On  peut  enfin  avoir  à  traiter  le  cas  où  l'une  des  conditions 
d'inégalité  données  serait 

(A"i)  /i  <  «1. 

La  question  n'existe,  bien  entendu,  que  si  la  courbe  X  que  l'on  envi- 
sage rend  /,  égal  à  a^. 

L'exlremuni  devant  avoir  lieu  (conqjarer  n°  10  h'is)  lorsque  l'iné- 
galité précédente  est  remplacée  par  l'égalité,  il  existe  un  nombre  /j  tel 
que 

soit  extremum  dans  le  champ  K'  obtenu  en  faisant  abstraction  de  la 
condition  (Ai). 

Soit  maintenant  K'y  le  champ  déduit  de  K'  en  remplaçant  toutes  les 
conditions  d'inégalité  (sil  en  existe)  qui  peuvent  entrer  dans  sa  défini- 
lion  par  les  égalités  correspondantes.  Dans  ce  champ  R'^,  on  aura 

(107)  a(7o  + /i/,)  =  o. 

Mais  /j  ne  doit  pas  (pour  les  raisons  précédemment  développées) 
être  extremum  dans  K'q  et  on  pourra,  par  conséquent,  trouver  des 
variations  satisfaisant  à  la  condition  (157)  et  telles  que  o/i  soit  néga- 
tif (comme  l'exige  la  condition  (A,)). 

Si  donc  /(,  doit  êtie  un  minimum,  le  nombre  U  devra  être  positif;  et, 
réciproquement,  l'existence  d'un  nombre  positif  l\  fournissant  le  mini- 
mum dans  le  champ  K'  est  évidemment  suffisante. 

On  voit  que  si  plusieurs  intégrales  données  /i,  li,.-.  Ip  devaient  être 
respectivement  inférieures  à  des  nomhres  donnés  r/,,  a,,...  a^,  les  cooffi- 
ficients  correspondants  /j,  L...  devraient  être  positifs. 
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Plus  i^éncralemcnl,  on  peut  clierclier  !'e\lroinuiu  de  Ij  en  imposant 
aux  fondions  inconnues  les  conditions 

(i58)  F(/„.  /,,...  /,)  =  o.  . 

L  ne  méthode  toute  semblable  à  celle  qui  nous  a  servi  dans  tout  ce 
chapitre,  montrera  que  la  quantité  /f.  H-  /jF  (le  nombre  /i  étant  conve- 
nablement choisi)  devra  être  extrema  dans  le  champ  obtenu  en  ne 
tenant  pas  compte  de  la  condition  (i58). 

Si,  d'aulre  part,  cette  dernière  est  remplacée  par  linégalité  F  <<;;  o 
et  que  /o  doive  être  minimum,  la  même  conclusion  subsistera,  le 
nombre  l^  devant,  en  outre,  être  positif. 

On  voit  immédiatement  comment  on  généraliserait  au  cas  où  inter- 
viendraient plusieurs  conditions  de  l'espèce  (i58). 

190-  On  peut  étendre  au  problème  isopérimétrique  le  théorème 
relatif  aux  varlalions  analytiques  (liv.  I,  n-"*  47-48).  Supposons  en  elTet 
qu'il  existe  une  courbe  J^  aussi  voisine  cjue  l'on  veut  d'une  courbe  X  et 
telle  que  :   i°  L  et  X  aient  mêmes  extrémités  A,  !>,  2°  /,  =r  Ii  =  a, 

3°  /q  <;  /q.  Nous  avons  vu  que  L  étant  continu,  mais  pouvant  avoir 

(^)    .    ^ 
des  points  anguleux,  on  pouvait  former  une  courbe  analytique  Lj  joi- 
gnant A  et  B,  aussi  voisine  que  l'on  veut  de  L,  et  telle  que  I/o  —  /q  |<C'»'> 

m    (Li)l 

w  étant  une  quantité  positive  aussi  petite  que  l'on  veut. 

Le  théorème  serait  démontré  si  l'on  avait  (')   /i   =^  a. 

)^i)     .    .     ,  .,       , 

Pour  obtenir  ce  résultat,  L^  étant  d'abord  détermmé  (de  manière  à 

satisfaire  aux  conditions  autres  que  /,  =  a)  en  fonction  d'un  para- 
mètre que  nous  pourrons  supposer  n'être  autre  que  w,  nous  substitue- 
rons à  Li  une  courbe  analytique  L,  obtenue  de  la  manière  suivante. 
La  différence  des  ordonnées  de  L,  et  de  Lo  sera  donnée  par  l'expres- 
sion vr,  (.7),  où  £  est  un  paramètre  quelconque  et  où  r,  (a")  est  une 
fonction  holomorphe  de  A  à  B,  nulle  en  A  et  B.  Ceci  étant,  on  pourra 
prendre  0  assez  petit  pour  que  1  /o  —  /„  I  soit  aussi  petit  que  l'on  veut. 

D'autre  part  /,   sera   une  certaine  fonction  /|  (=,  w)  qui  est  égale  à  a 

(L^)         .  .  .        '     , 

pour  £  =3  oj  =  o.  D  ailleurs  nous  pouvons  toujours  admettre  moyen- 
nant un  choix  convenable  de  la  fonction  Tj  (i-),  que  l'expression  — -^ — -' 
n'est  pas  nulle  pour  £  =  co  ==  o  ;  en  effet  on  a  : 

(L)         \        ^-        /  s  =  o, 
w  =  o 

(')  Nous  savons  seulement  que  /i  —  a  est   très   polit  (puisque  Li   est   très 
voisin  de  L).  (^i) 
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Or,  le  cas  où  o/i  serait  nul  est  précisément  celui  d'un  champ  singulier, 

0.) 
exclu  de  nos  raisonnements  au  n°  187-  Si  o/j  n'est  pas  nul,  il  en  sera 

de  même  de  o/i  puiscjue  L  et  À  sont  aussi  voisins  que  l'on  Yeut('). 

(L) 
D'après  le  théorème  sur  les  fonctions  implicites,  on  peut  donc  résoudre 
l'équation  /i  (e,  w)  =  a  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  w. 
Par  suite,  si  l'on  prend  (o  assez  petit,  z  sera  aussi  très  petit  et  l'on  aura 
u«c  courbe  analytique  Lo  joignant  A.  B,  aussi  voisine  que  l'on  veut 
dje  A,  telle  que  /,  =  Oi  et  pour  laquelle  /„  <<  /q. 


(')  Pour  que  o/j  fût  nul  sur  L,  celte  ligne  devrait  être  une  e.vtrémale,  ou 
tout  au  plus  une  ligne  brisée  composée  d'arcs  d'extrémales  satisfaisant  aux  con- 
ditions des  n°'  170-172  • —  et,  par  conséquent,  limités  en  nombre  (n"  173). 
Gomme  de  telles  lignes  dépendent  continûment  d'un  nombre  déterminé  de 
constantes  arbitraires,  elles  ne  peuvent  être  infiniment  voisines,  —  même  d'ordre 
2éro  — ,  d'une  ligne  X  sans  que  celle-ci  appartienne  à  la  même  catégorie  c'est- 
à-dire  annule  également  oI\. 


CHAPITRE   \'I 


LE    PROBLEME    DE    MAYER 


I.    ÉTABLISSEMENT    DES    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES 

191.  Problème  de  Lagrange.  —  Tous  les  problèmes  exami- 
nés précédemment  sont  des  cas  particuliers  du  problème  suivant, 
formulé  d'une  manière  générale  par  Lagrange  : 

Etant  donnée  l'intégrale 

{ 1 58)  /„  =    I     /o (v'i ,  y.,, . . .  y'n,  v, , . . . ,  v,„  x) dx 

trouver,  dans  l'espace  Ixn-^i  dimensions  :  {x,y\  ,y>, . . .y,,)  une  courbe 
qui  annule  la  variation  première  de  cette  intégrale,  oii  l'on  suppose 
que  Vi,...  V;,  sont  assujetties  à  vérifier  les  écpiations  différentielles  : 

U'^i)     9i (j'i'/ 2' •  •  -j'nO'i ' •  •  ■yn,x)  =  o,. ..,  fjj, (j'i .y'o, . . .j',„yi , . . .y,„x)=o. 

Les  extrémités  A  et  B  peuvent  être  aussi  supposées  assujetties 
il  des  conditions  au\  limites  quelconques. 

Il  est,  en  effet  aisé  de  faire  rentrer  dans  ce  type  général  : 

1°  Le  cas  où  la  quantité  sous  le  s'ujnc  j  contient  des  dérivées 
<V ordre  supérieur.  Si,  par  exemple,  il  y  figure  les  m  premières 
-dérivées  de  r,,  il  suffira  d'introduire  m  —  i  inconnues  auxiliaires, 
les  m —  I  premières  y\,  y"!,-.,  de  ces  dérivées  :  celles-ci  seront 
<léfinies  par  les  conditions 

,    c/y,       „    r/y'i 
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lesquelles  sont  de  la  forme  (Ai).  La  fonction /o  s'exprime  à  l'aide 

de  CCS  cjuantifés  et  de  la  dérivée    "H —  • 

2"  Le   cas   oii   certaines   intégrales   dcjînies   sont    assujetties  à 
prendre  des  ealeurs  données  (cli.  précédent).  Soit 


>5l))  A=    I       /i(v'i,  v'.,...  j',„  y,,...  v„, 


x)  dx 


l'une  d'elles;  on  introduira  l'inconnue  auxiliaire  Yh-li  définie  par 
l'équation 

(-60)  %■=/, 

et  cette  inconnue  sera  assujettie  à  prendre  des  valeurs  données  o,  a. 
au\  deux  extrémités  de  l'intervalle  d  intégration.  Cette  condition 
équivaut  évidemment  k  h  =  «1. 

3"  Quant  aux  conditions  en  ternies  finis  (n"  121)  telles  que 
(p{x,  }'i,...  jn)  =  O,  on  peut  soit  en  tirer  une  inconnue  en  fonction 
des  autres  (n°  121),  soit  les  dilTérentier  par  rapport  à  x  (en  adjoi- 
gnant la  condition  que  la  relation  ç;  =  o  soit  vérifiée  pour  une  des 
limites).  Toutefois,  nous  verrons  plus  loin  (n"  207)  que  la  pre- 
mière de  ces  méthodes  doit  être  préférée  à  la  seconde,  tout  au 
moins  au  point  de  vue  théorique. 

On  peut  également  ramener  au  même  prohlème  général  d'autres 
questions  plus  compliquées  encore.  Si,  par  exemple,  on  donne  une 
relation  entre  deux  ou  plusieurs  intégrales  définies 


h 


[M'-,         l=  ff,ix,. 


on  introduira  des  inconnues  auxiliaires  3'„^i,...,  (les  primitives 
de /i,  fi...)  et  on  raisonnera  comme  plus  haut  (2").  Il  en  serait 
de  même  si  l'on  avait  à  chercher  l'extremum  d'une  fonction  quel- 
conque de  plusieurs  intégrales  définies  ;  etc. 


192-  On  doit  toulelbis  observer  que  la  nouvelle  terme  ainsi  donnée 
à  ces  différentes  questions  n'est  pas  toujours  complètement  équivalente 
à  la  primitive.  Nous  avons  à  tenir  compte  en  cITet  non  seulement  des 
relations  données  et  de  l'expression  des  quantités  dont  nous  clierclions 


PItOlU.KMK     l)K    I.AC.n.VN(;E  219 

l'cxtremum,  mais  de  toulcs  les  autres  conciliions  du  problème.  Or  pour 
exprimer  l'extremum  relatif  de  l'intégrale  7,^,  nous  supposerons  qu'entre 
la  ligne  primitive  et  la  ligne  variée  existe  un  voisinage  (au  moins 
d'ordre  zéro).  Rien  n'est  changé  à  cette  condition  si  nous  donnons  en 
outre  la  valeur  de  l'intégrale  /j. 

Mais  si,  au  lieu  de  cela,  nous  introduisons  la  fonction  y„jn  définie 
par  l'écjuation  dilférentielle  (i6o),  nous  devrons  supposer  entre  les  va- 
leurs primitives  de  cette  nouvelle  fonction  et  ses  valeurs  variées  liy 
même  voisinage  que  nous  avons  admis  pour  ji,  y>...,  j„  :  c'est-à-dire- 
que  l'intégrale 


r 


/i  {y'i,  y'-',---  /«.  .vi,...  j,M  cr)dx 


devra,  pour  toute  valeur  de  x,  avoir  une  valeur  très  peu  difTércnte  sur 
une  courbe  et  sur  l'autre,  condition  qui  n'existait  pas  primitivement. 


193.  Dans  le  problème  de  Lagrange  que  nous  venons  de  nous 
poser  au  n"  191,  le  nombre  p  des  équations  (/^i)  est  supposé  infé- 
rieur à  n,  de  sorte  qu'elles  laissent  arbitraires  n  —  p  des  fonctions 
inconnues  ('). 

Le  champ  fonctionnel  clans  lequel  on  cherche  l'extremum  est 
défini  par  ces  équations  et  des  conditions  aux  limites  (^). 

Celles-ci  peuvent  être  de  diverses  formes.  Mais,  —  du  moins  si 
elles  ne  portent  que  sur  les  coordonnées  des  extrémités  A,  B  de 
Tare  d'intégration,  —  nous  avons  vu,  au  chap.  I\  ,  qu'on  peut 
commencer  par  supposer  cjue  ces  points  A  et  B  sont  fixes  et  donnés, 
soit 

(/,-,)  _y,(r/')  =  v/'        .        v,(x')  =  v/  i=j,2,...,n. 


("')  On  donne  le  nom  d'éqiialions  de  Monfjc  à  un  tel  système  indéterminé 
d'équations  difTérenlielles.  Monge  a,  en  effet  (Mémoires  de  F  Académie  des 
Sciences,  1784)  appris  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  de  n  ^  2,  p  =  i,  à 
exprimer  la  solution  générale  d'un  tel  système  à  l'aide  de  fonctions  arljitraircs, 
sans  signe  de  quadrature.  Grâce  à  ces  expressions  (qui  exigent  toutefois  l'inté- 
gration d'une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles,  l'équation  (208)  du 
n"  221),  le  problème  de  Lagrange  pourrait  (pour  ces  valeurs  de  n,  p)  être 
ramené  à  un  problème  d'extremuni  libre.  Mais  on  ne  sait  pas  étendre  le  résul- 
tat de  Monge  à  n  >  2. 

(^)  L'existence  même  des  équations  (/ï",)  entraîne  (en  général)  celles  des 
dérivées  des  y.  Mais  il  convient  d'y  joindre,  pour  la  définition  du  champ,  la 
condition  que  ces  dérivées  soient  continues,  sauf  en  des  points  isolés. 
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Le  champ  Ivi  délini  par  les  conditions  (Ai),  (Ai)  rtant  forcément 
intérieur  à  celui  dans  lequel  on  doit  o[)érer,  nous  aurons  ainsi 
assurément  des  conditions  nécessaires. 

193  bis.  Nous  pouvons  admettre  que,  des  déterminants  l'onc- 
tionncls  de  ^i,...  gp  par  rapport  à  p  des  quantités  j'i,-..  y',i,  l'un 
-au  moins  n'est  pas  identiquement  nul.  Sinon,  on  pourrait  éliminer 
j'i,..,  y';!  entre  les  équations  ditïérenlielles  données  et  il  \  aurait 
une  relation  de  la  forme  : 

T.{gi,...  fj,„  X,  vi,..-  y„)  =  o. 

Si  7:  ne  dépendait  que  de  ^i,...  g,,,  x,  les  équations  du  système  (  A.i) 
ne  seraient  pas  indépendantes  ou  seraient  même  contradictoires; 
si,  au  contraire,  7t  dépendait  de  jn,  par  exemple,  on  pourrait  tirer 
r„(et  par  suite  y' „)  de  la  relation 

TT  (o,...,  O,  X,    Vj,...,   V„)   =  G 

et  porter  dans  le  système  (Ai)  qui  dépendrait  dune  inconnue  tle 
moins;  et  ainsi  de  suite.  Comme  on  ne  peut  pas  avoir  n  <  p,  il 
arrivera  certainement  dans  cette  suite  d'opérations  un  moment  oii 
les  déterminants  fonctionnels  considérés  ne  seront  pas  tous  nuls. 

Nous  avons  même  le  droit  d'admettre  que  ces  déterminants  ne 
s'annulent  jamais  ensemble  sur  la  courbe  particulière 

que  l'on  se  propose  d'étudier;  sans  quoi(*)  on  se  trouverait  en  pré- 
sence d'une  singularité  des  équations  dilïérentielles  (A'i). 

Nous  irons  un  peu  plus  loin  ;  nous  admettrons  —  quitte  à  reve- 
nir sur  cette  hypothèse  (-)  — ,  que  l'un  au  moins  des  déterminants 
fonctionnels  mentionnés  tout  à  l'heure,  par  exemple,  le  détermi- 
nant 

rcsic  conslninmcnl  diffcrcnl  de  :cro  sur  la  courbe  )..  Alors  on 
pourra  déterminer  un  système  de  solutions  en  Vi,...  jp  du  sys- 


(')  Cf.,  Notions  ijr^liiiiinairrs,  n"  24. 
(-)  Voir  plus  loin,  n«  214  bis. 


tème(A.'i)cn  prenant  pour  _v^,^i....  _v„  des  fonctions  conliiuies  et 
déiivables  respectivement  voisines  de  'J;,,^,  (.r),...  'iin(.'c). 

194.  Ceci  posé,  pour  que  la  courbe  /.  soit  une  des  courbes  cbef- 
cbées,  il  faut  que  la  variation 

de/u  soit  nulle  pour  tout  système  de  variations  acceptables.  Comme- 
dans  le  problème  isopérimétrique,  remarquons  qu'il  en  sera  certai- 
nement ainsi  lorsqu'on  pourra  déterminer  des  quantités  /i,  l>,...  Ij,, 
ou  multiplicateurs,  fonctions  de  x  (et  non  plus,  cette  fois,  cons- 
tantes) telles  que  la  variation  de  l'intégrale 


^=  (/o  +  ^^9i  +■••  -^-  1,9  p)d^ 

soit  nulle  quelles  que  soient  les  variations  oVi,  r}y.,,...  r)y„  pourvui 
qu'elles  soient  nulles  aux  limites  :  autrement  dit,  telles  que  l'on. 
ait  Fi  ^=  F>  =...  Fn  =  o,  en  posant 

avec 

195.  Supposons  inversement,  que  l'équation  o^/^  =  o  soit  véri- 
fiée pour  des  variations  acceptables  ;  il  en  sera  de  même  de  l'équa- 
tion oV  =  o  quelles  que  soient  les  fonctions  /i,  k,...  l^,;  ou  encore 
de  l'équation 


I  :,0 


(162)  {FiYv-    +  FnYn)à.r  =  0. 

J:'0 

Fi  étant  l'expression  (161)  et  y,  désignant  ây,. 
Or.  on  peut  déterminer  /i —  l,,  par  les  équations 

(160)  F,  =  o,...  F,,  =  o. 
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Moyennant  celles-ci,  l'équalion  (1G2)  se  léduiia  à  : 

{Fj,+iYp+i  + +  l\yn)d:c  =  o. 

a." 

Le  premier  membre  doit  être  nul  pour  tout  système  de  valeurs 
acceptables  de  y,,ai,  y,,.,,....  y,,- 

Ceux-ci  sont  assujettis  tout  d'abord  à  la  condition  de  s'annuler 
en  jc"  et  en  x^ . 

Si  cette  restriction  était  la  seule,  les  conditions  cherchées  nous 
seraient  connues.  Ce  seraient  les  équations 

(i63')  F,+,  =  F,+,=...h\==o 

c'est-à-dire  les  analogues  des  équations  (i63). 

C'est  ce  qu'admettait  Lagrange('). 

Mais  nous  nous  sommes  placés  dans  d'autres  hypothèses,  ^'ous 
admettons  non  seulement  que  y^^Li,  y,,4.o,...  y„  sont  nuls  aux  limites, 
.mais  qu'il  en  est  de  même  de  yi,  y2...-  y,,- 

Il  n'est  dès  lors  pas  légitime  (bien  qu'on  s'en  soit  souvent  con- 
tenté) d'écrire  immédiatement  les  équations  (i63),  (i63').  Nous 
sommes  d'ailleurs  avertis  a  posteriori  que  cette  solution  serait 
fausse.  Elle  pourrait,  en  effet,  êtie  présentée  en  partant  de  n'im- 
porte quelles  valeurs  des  fonctions  A,  li,...  I,,  vériliant  le  système 
(i63).  Toutes  les  solutions  de  ce  système  devraient  donc  satisfaire 
aux  équations  (i63').  Oi-,  il  suffit  évidemment,  pour  notre  pro- 
blème, que  les  équations  (i63)  et  (i03')  aient  en  l^,  L,...  l,,  une 
solution  commune. 

Il  est  donc  nécessaire  de  savoir  quelles  conditions  doivent  être 
imposées  aux  11  — p  dernières  variations  si  nous  voulons  que,  non 
seulement  y^j^i,  j^.^j,...  y„.  mais  encore  ji,  y>,..-  JV  aient  des  va- 
leurs données  aux  limites. 

Nous  avons  même  à  nous  demander  si  ces  conditions  seront 
compatibles, et,  cette  dernière  question,  directement  liée  à  la  précé- 
dente, sera  nécessairement  résolue  en  même  temps  qu'elle. 


(')  I'.  ex..  I.i'riins  sur  If  rniral  des  fonriions.  Œuvres,  loiiic  X,  p.   'ikj. 
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196,  Le  nouveau  problème  auquel  nous  sommes  ainsi  conduits, 
et  qui  comprend  à  son  tour  le  problème  de  Lagrange  comme  cas 
particulier  est  le  problème  de  Mayer,  dont  l'cnoncc  est  le  sui- 
vant : 

On  considère  des  fonctions  inconnues  V(,,  Ji,...  Vn  assujetties 
aux  y)  4-  I  équations  dilTérenlielles 


(fO 


Ol>{y'<>^  j'i'---  y'n<    Vrt,    V,,...    Vn,  .t)   =:   O 

Oi  (j'o»  y'i,---  /"'  j'o'  ji.---  .>'„,  x)  =  o 


yMjo.  V 1,...  v„,  vo. 


et  l'on  donne  les  valeurs  de  v,,,...  y„  aux  deux  extrémités,  sauf 
la  valeur  de  j„  en  x^ .  Il  s'agit  de  trouver  l'extremum  de  cette 
valeur  de  jo  en  x\ 

Le  champ  K  dans  lequel  cet  extremum  doit  avoir  lieu  est  donc 
défini  par  les  équations  (A)  et 

(k)  *  '''  =  (^'"^°'  '''  ^  ^'^''^"       '        ■"''  =  ^''"^'^  P°"' "" "" """' 

(  yi={yiy       ,         Yi,  =  {y,,y  poura-  =  j-^ 

(dans  lesquelles  les  seconds  membres  désignent  des  nombres 
donnés) , 

196  bis.  Ce  problème  est  bien  une  généralisalion  du  précédenl  ;  il 
suffit  de  supposer  que  les  relations  (K)  soient  de  la  forme  : 

\  90  =  v'o    -fiy'i,...  /„,  Vi,...  y„,x)  =  o 

■\  gh^g,,{y\,...  /„,  ji,...  y,,,  r)  =  o  {h  =  i,  2,...  p) 

pour  être  ramené  à  chercher  l'extremum  (')  de 

(j'oLî  =  (Jo)^.o  +    I  ^  /(j'i,...  v„,  x)dx 


(')  Toutefois  comme  au  n"  192,  Fidentité  des  deu\  questions  n'est  pas  absolue, 
du  moins  dans  le  cas  de  l'extremum  fort.  La  condition  que  les  valeurs  de  y,,  sur 
la  ligne  variée  soient  très  voisines  de  ce  qu'elles  sont  sur  X  ne  figure  pas,  en 
effet^  dans  la  position  primitive  du  problème  de  Lagrange. 
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OÙ  (}'o)5.o  est  fixe  et  où  Vi,...  y»  sont  des  solutions,  fixes  aux  limites^ 
des  équations 

gh  =  o  {h=  i,  2,...  i>), 

197.  Inversement,  d'ailleurs,  Euler  et  Lagrange  qui  s'étaient  déjà. 
pos.é  des  questions  de  minimum  appartenant  à  la  catégorie  que  nous 
allons  étudier,  avaient  cru  les  ramener  à  la  recherche  du  minimum 
d'une  intégrale  de  la  forme  i  i58).  Il  suffit,  pour  cela,  de  résoudre  l'une 
des  équations  (A)  par  rapport  à  r'o,  soit 

j'o  =  /o  (y'i .  y'i . . .  •  y ■„.  y,j,  y , , . . .  y„ ,  .t) 
On  peut  alors  ohtenir  fextremum  de  (y„)  ^.i  en  recherchant  celui  de- 
l'intégrale 

)      /o  {/ 1 . .  •  •  v'„ .  jo,  Vi . . . ,  y „ ,  x)  dx 

où  les  fonctions  y,i,  y  1,...  y„  continuent  à  être  liées  par  les  relations 
dinércutielles    K]. 

Les  écjuations  que  Ion  obtiendrait  de  cette  façon  sont  bien  celles  que 
nous  trouverons  plus  loin.  Malgré  cela,  on  n'a  pas  ainsi  une  solution- 
satisfaisante  du  problème. 

Nous  avons  admis,  en  effet,  lorsque  nous  novis  sommes  posé  plus- 
haut  le  problème  de  Lagrange  que  l'on  se  donnait  les  valeurs  des  fonc- 
tions inconnues  (c'est-à-dire  de  jo,  Vi,  y>,--.  y«)  aux  deux  extrémités  de 
la  ligne  d'intégration.  Ceci  est  inadmissible  dans  le  cas  actuel  puisque 
l'une  de  ces  valeurs  est  celle  dont  nous  cherchons  l'extremum. 

Rien  n'empêche  il  est  vrai  de  se  poser,  dans  l'ordre  d'idées  auquel 
est  consacré  le  chapitre  actuel  comme  dans  ceux  c[ui  ont  fait  l'objet  des- 
chapitres précédents,  des  problèmes  dans  lesquels  les  valeurs  des  incon- 
nues aux  lim.ites  sont  variables,  en  totalité  ou  en  partie.  Mais  on  ne 
pourrait  alors  appliquer  la  méthode  que  nous  avons  employée  aux 
11°^  152  et  suivants,  et  qui  consiste  à  supposer  d'abord  les  valeurs  en 
question  fixes.  Nous  venons  de  voir  qu'une  telle  supposition  serait  ici 
absurde. 

Cette  circonstance  se  manifesterait,  dans  les  développements  qui 
vont  suivre  (tant  immédiatement  qu'au  livre  W  )  par  l'apparition  d'ur* 
champ  sinijuUer  {n°  205). 

Si,  d'autre  part,  on  cherchait  à  tourner  cette  difficulté  l'en  renonçant 
à  la  manière  de  procéder  du  n"  152).  comme  nous  apprendrons  plus 
loin  à  le  faire  (voir  n°^  206.  213),  on  retomberait  sur  l'étude  (//Vec/e  di» 
problème  de  Mayer,  telle  que  nous  l'exposons  dans  le  texte. 

Il  y  a  d'ailleurs  tout  avantage  à  traiter  la  question  sous  la  forme  que 
lui  a  donnée  Maver,  au  point  de  vue  de  la  symétrie  des  résultats. 


197  lis.  Avant  d'entrer  dans  l'étude  du  problème  ainsi  posé,  il 
\  a  lieu  de  noter  tout  de  suite  (pi" il  ne  se  comporte  pas  comme  les 
précédents  (Chap.  I,  JII,  IV)  vis  à  vis  de  la -remarque  II  du  n°  36 
liv.  I). 

Si  une  ligne  /.  du  champ  K,  définie  par  les  équations 

vo  =  4'o(.'-)'---'/»  -''  't'^O'O 

f(iurnit  lui  extremum  de  Vo  en  j;'  parmi  toutes  celles  qui  satisfont 
aux  conditions  (K)  et  (k),  il  ne  s'ensuit  pas  d'une  manière  évidente 
(et  il  n'est  même  pas  absolument  vrai,  comme  nous  le  verrons  (')) 
qu'un  segment  c[uelconque  A'B'  de  cette  ligne,  compris  entre  les 
points  d'abscisses  x'  et  x"  [x°  ■<  ar'  <C  x"  <C  x^j,  doive  pour  cela 
fournir  l'extremum  de  la  valeur  de  y,,  en  x"  parmi  toutes  les  lignes 
qui  vérifient  les  conditions  analogues  (K)  et 

,j_,,        {  >  =  ■l„(x'),  j'i  =  ■i'i  (.'•'),...,  v„  =  ■!^n{-'-')     (pour  X  =  x'), 
^    '       \  /,=■{/,  {x') ,...,  r„  =  .L„  (.r")      ;  pou  r  x  =  x") . 

Par  contre,  nous  pourrons  appliquer  notre  principe  si  B'  coïncide 
avec  B.  Cela  reviendra  à  ne  comparer  la  ligne  À  qu'aux  lignes  '£ 
qui  coïncident  avec  elle  entre  les  abscisses  x",  x'  et  ont,  par  consé- 
quent, en  commun  avec  elle  le  point  A  . 

198.  Ceci  dit.  considérons  les  équations  (A),  dont  nous  sup- 
poserons que  le  déterminant  fonctionnel 

^        ^^  D(/o,--/;,) 

par  rapport  aux  dérivées  des  p  -h  i  premières  inconnues  est  diffé- 
rent de  o  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  que  nous 
aurons  à  considérer.  Les  équations  en  question  pourront  donc  être 
considérées  comme  faisant  connaitre  jo,  Ji,...  y^, lorsqu'on  donnera 
les  fonctions  y,, . ,,  y,,   .,,  ...  y„.    Ces  dernières  sont  arbitraires  (sous 


(')  La  conclusion  en  question  ne  serait  exacte  que  si  on  ne  faisait  pas  entrer 
en  ligne  de  compte  la  condition  q^  =^  o,  ryo  étant  la  quantité  qui  sera  consi- 
dérée aux  n"'  203-204.  On  verra  au  n"  214  Ois  qu'une  solution  de  notre  pro- 
blème de  Mayer  dans  l'intervalle  AB.  si  elle  n'est  pas  solution  de  ce  problème 
entre  A  et  iV  (et  par  conséquent,  entre  A'  et  B)  sera,  dans  cet  intervalle,  solu- 
tion d'un  autre  problème  de  Mayer. 

IlADistARD  —  (lalcul  des  variations  'ï> 
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réserve  des  condilions  aux  limites)  ;  ce  sont  ces  arbitraires  que  nous 
avons  à  déterminer  de  manière  à  rendre  extrema  la  valeur  de  jo  pour 

Cet  extremum  devra  avoir  lieu  dans  le  champ  K  défmi  par  les 
équations  (K)  et  (A-)  du  n°  196. 

Variations  acceptables.  —  Introduisons  maintenant  les  varia- 
tions des  y  et  cherchons  à  quelles  conditions  ces  variations  pour- 
ront être  considérées  comme  ayant  lieu  dans  le  champ  K. 

Supposons  que  Jo,...  Jn  soient  des  fonctions  d'un  paramètre  a, 
satisfaisant  (quel  que  soit  a)  aux  équations  (K).  Si  y^,_^j,...  y„  sont 
continus  et  dérivables  en  a,  leurs  dérivées  étant  dérivables  en  x, 
nous  savons  (n"  24)  qu'il  en  sera  de  même  pour  jn,  Ji,  •  •  •  J;-  (pourvu 
que  le  déterminant  (i6/i)  soit  différent  de  zéro  et  que  les  valeui's- 
initiales  des  y  soient  fixes)  ;  que,  de  plus,  en  posant 

les  y,  devront  être  solutions  des  équations  aux  variations 

(K)       S. ^i^'f^  +  I:y0  =  «        (^  =  «'  •'•••  p) 

i 

Ces  quantités  y  doivent  être,  en  outre,  nulles  pour  :r  =  x°  et 
(sauf  yo)  pour  x  =  x\ 

Voyons,  réciproquement,  si  les  conditions  ainsi  obtenues  sont 
suffisantes. 

199.  Le  déterminant  fonctionnel  des  g-,  par  rapport  à  y'^,...  y' 
n'est  autre  que  le  déterminant  (lô/j)  du  n°  précédent. 

Il  est  donc  différent  de  zéio  de  A  à  B  et,  par  conséquent, 
yo.  yi.---  Yp^  supposés  nuls  enx^,  sont  complètement  déterminés, 
une  fois  donnés  y^,^i,...  y„,  par  les  équations  (K).  l^es  valeurs  ainsi 
obtenues  coïncidant  nécessairement  avec  celles  que  l'on  aurait  en 
tirant  j,,,  ...  y^,  des  équations  (A)  et  les  ditTérenciant  en  a,  il  résulte 
de  là  qu'un  système  de  valeuis  des  y  dérivera  toujours  d'une  so- 
lution des  équations  {K)  s'il  satisfait  aux  équations  (K). 

200.  Mais  la  courbe  varice  correspondant  à  cette  solution  pour- 
rait-elle toujours  être  prise  de  manière  à  vérifier  les  condilions  aux 
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limites,  du  moment  que  yu,...  y,,  seront  nuls  en  V  et  yi,...  y„ 
en  B? 

Cela  n'est  nullement  évident,  au  moins  en  ce  qui  regarde  les 
fonctions  y,,...  j'^,,  lesquelles  ne  sont  pas  données  arbitrairement, 
mais  déterminées  par  nos  équations  différentielles. 

Nous  tournerons  cette  dilTiculté  comme  pour  le  problème  isopé- 
rimétrique  (n"  175).  Nous  définirons  les  courbes  variées  en  donnant 
aux  Ibnctions  inconnues  de  nouvelles  valeurs  2o,  Zi,...  Zn  dont  les 
n  — p  dernières  c„_n,...  Zn  soient  définies  par  les  expressions  : 


Wi  =  yi  -t-  ^y,  +  «iV*",  +  .. 


a„V* 


...|('- 


1 , . . .  n) 


(où  les  j,  sont  relatifs  à  la  courbe  primitive  X  et  oii  a,  ai,...  sont 
des  paramètres  très  petits,  les  expressions  écrites  en  dernier  lieu 
représentant  les  premiers  termes  des  développements  des  Zi  suivant 
les  puissances  des  a). 

Les  quantités  Zo,...  Zp,  seront  alors  déterminées  parles  équations 
de  conditions  {K)  et  les  valeurs  données  en  x^  :  ce  seront  des 
fonctions  de  x,  a,  «i,...  a„. 

La  courbe  variée  ainsi  définie  serait  acceptable  si  les  différences 
Zi  — 3'i,-.-  étaient  nulles  en  x^ .  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer 
les  paramètres  ai,...  en  fonction  de  a  par  les  équations  : 


;i65) 


ji),.i  =0,...      (z„  —yn)^i 


Ces  équations  admettent  évidemment  pour  a  =  o  la  solution 
a.i  =  G...  a,j  =^  o.  Il  suffira,  pour  qu'elles  aient  un  système  de 
solutions  très  petites  lorsque  a  est  très  petit,  que  le  déterminant 
fonctionnel  : 

D(ai,...  a„) 


ne  soit  pas  nul  en  x^  pour  r/.=^r/^^ 
Or  ce  déterminant  est  égal  à  : 


=!  o. 
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eu  les   Ibnclions  v"'i,...  v"';,  sont  des   solutions  nulles  en  j;*^  des 
équations  : 


2 


^9i.T,+y^'v',  =  o    (;,  =  o.  1,...,. 

1=  I 


Comme  les  fonctions  v*''^,^!..- v"'„  ont  été  choisies  arbitraire- 
ment (sous  la  seule  condition  d'être  nulles  en  j-*^),  ce  déterminant 
ne  serait  forcément  nul  en  x^  que  si  une  certaine  relation  de  la 
forme 

(  I CG)      q,  (o V,),,.  _  ,^1  M-  q-i  (oy,)^.  _  ,.,   +  . . .  +  7„  (M'„\,.  ^  ^.i  =  O 

(les  qn  étant  des  coefficients  numériques  non  tous  nuls)  était  vérifiée 
pour  toute  variation  nulle  en  x^  qui  respecte  les  équations  [K).  Or 
celle  hypolhhe  n'est  autre  que  celle  qui  caractérise  un  cliamp  singu- 
lier (voir  plus  loin  n"  205  et  nous  aurons  à  l'exclure  pour  cette 
raison. 

Le  déterminant  précédent  pourra  donc  (par  un  choix  conve- 
nable des  fonctions  v)  être  pris  différent  de  zéro,  et  les  équations 
(i65)  donneront  ai,...  a„  en  fonction  de  a.  Si  maintenant  nous 

supposons  y y„  nuls  jiour  x  =  x^,  on  aura  (comparer  n°  175), 

pour  a  :^  o 

Hx  dx  '"    dx 


=  O. 


Les  fonctions  r  choisies  comme  nous  venons  de  le  dire  corres- 
pondront bien  aux  variations  y  considérées. 

En  un  mot,  si  l'on  exclut  la  possibilité  d'une  identité  telle  que 
(i66).  les  relations 


(K)  g. 

(k) 


sont  (avec  celle  que  les  y'  soient  continus,  sauf  peut  être  en  des 
points  isolés)  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent 
remplir  des  variations  y  pour  appartenir  au  champ  K. 


i 

/i  =  o,...  p 

Syo==yi  =  ...  =y„  =  o 

pour  X  =  .r' 

pour  rr  =  a? 
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On  peut  dire  qu'elles  (Icfinissenl  le  champ  /inéaire  K  htiKjenI  l\  K. 
Si  ces  mêmes  relations  entraînent 

(y,,)'  =(y„),^,.  -o, 

la  variation  première  de  y,,,  pour  ./;  =^  x^ ,  est  nulle  dans  le  champ 
K. 

201.  Les  équations  (K)  (jointes  à  la  condition  de  s'annuler  pour 
X  =  x")  déterminent  les  fondions  y,,,...  y^,  une  fois  y;j[^i,..y« 
donnés.  Les  relations  (k)  peuvent,  moyennant  cette  remarque,  être 
regardées  comme  des  restrictions  imposées  à  y^j^i,...  y„. 

Elles  sont  encore  linéaires  par  rapport  à  ces  dernières  quantités. 

Autrement  dit,  soient  Z;,„li  (x*)'--- z„(.')  une  détermination  des 
fonctions  y,,  ,i,...  y„,  à  laquelle  correspondent  pour  yo,...  y^  les 
valeurs  Zo(.''),  •.•  z^(.'");  t/,i_),...  t„,  une  autre  détermination  ana- 
logue, à  laquelle  correspondent  les  valeurs  tu,...  t^  de  y,),...  y,.-  Si 
maintenant,   y.  et  j3  étant  deux  coefficients  numériques,  on  prenait 

(i*'7)         Y/':  1  =  ^^1'.  1  +  ?t/'ti'     Y"  ^  ^2„  +  pt„, 

on  aurait  aussi,  en  donnant  à  /  les  valeurs  o,...,  p, 

(167')  y,.==az,  +  Pt, 

(puisque  ces  valeurs  constituent  avec  les  premières  une  solution 
de  iK))  ;  et,  par  conséquent,  en  prenant  pour  y,,_^i,...  y„  les  valeurs 
(167;,  les  premiers  membres  des  conditions  (k)  auraient  la  forme 
(i67-). 

201  bis.  C'est  ce  que  nous  retrouverons  en  formant  les  expres- 
sions deyu,...  y,,. 

Considérées  comme  déterminant  y^,  yi,...  y,,,  les  équations  K) 
sont  des  équations  dillereiil telles  linéaires  à  seconds  membres 

\  '  ■  (h  =  o,  i,...p) 
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Pour  les  intégrer,  nous  emploierons  encore  xies  miiltipMcateurs 
Iq,  II,...  Ij,  :  nous  déterminerons  ces  fonctions  par  les  p  -I-  i  écjua- 
tions 

(^^9)     f7s(,'v<      '^JV'      'VV/     V'^'i  '   '^yi"      "^yil 

{i  =  o,  ï,...  p) 
Ces  équations  qui  sont  ici  les  analogues  du  système  (i63)  du 
n°  195,  ne  sont  autres  que  Je  système  adjoint  (n°  31)  à  (i68).  Si 
elles  sont  vérifiées,  en  multipliant  les  p  H-  i  équations  (i 68)  par  l^„ 
li,...  Ip  respectivement  et  ajoutant,  on  obtient  au  premier  membre 
une  dérivée  exacte  par  rapport  à  ./;,  savoir  (n**  31^  celle  de 

et  nous  am'ons  (en  tenant  compte  de  ce  que  tous  les  y,  sont  nuls 
pour  X  =  x°) 

(■70)  (  i  cy)  =-  r  i  i  '^(:^p/'-m"^ 

du  moins  si  la  quantité  {169  )  est  continue,  ce  qui  aura  toujours 
lieu  (les  fonctions  y„  étant  régulières)  si  les  y'  sont  continus  et  si 
les  /  sont  également  pris  de  manière  à  vérifier  cette  condition. 

202.  Les  équations  (169)  (c^ui  sont  résolubles  en  /'(,,  li,...  l',, 
puisque  le  déterminant  (16/4)  n'est  pas  nul)  admettent  p  -+-  i 
solutions  linéairement  indépendantes:  ou  encore,  elles  admettent 
une  solution  telle  que  pour  une  valeur  donnée  de  x,  x  =  a?'  *par 
exemple,  les  nombres  /  prennent  des  valeurs  numériques  données 
quelconques.  Par  conséquent  aussi,  si  nous  désignons  parcjo,...  (j,, 
des  nombres  donnés  arbitrairement,  nous  pourrons  trouver  une  so- 
lution (et  une  seule)  du  système  (169)  telle  que  l'on  ait  pour  x=^x^ 

i     ^y  0        '7  0  i\>  (I 

\  /   ^'Jo  _,    /  ^9i     ,  ,     ;   ^'Up  _  „ 

/     \  '  '0  w'"  "+"  ''^:;7~  +  ...  +  /,,    ,  —  7,, 


]  ^90  ,  ,  f^gi   ,        .1  ^9p 

'oc;-? — t-  «1-, — H  ...  -t-  ';)  ^, 
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car  les  équations  ainsi  écrites  sont  résolubles  en  Iq,...  I.^,,  leur  dé- 
terminant ^savoir  le  déterminant  (i64))  étant  différent  de  zéro. 

Suppasons  4»--- 4  choisis  de  cette  façon.  Comme  les  premiers 
miembres  des  équations  (171)  sont  les  coefficients  de  yo,.-.  y,,  dans 
le  premier  membre  de  la  l'ommle  (170).  celle-ci  fera  connaître  la 
quantité 

7o(yo)'  -^71  (y-)'  +  ■■■■^-'lAyi'Y 

(y;)'  étant  la  valeur  de  y^  pour  x  •=  x^ . 

Les  nombres  q  étant  arbitraires,  on  aura  ainsi  les  p  -h  i  quan- 
tités 

(17^)  (yo)S-(y.y; 

pour  avoir  l'une  d'entre  elles,  (yy)'  (j  =  o,  i,...  p  ,  il  suffira  de 
prendre  nuls  tous  les  seconds  membres  des  équations  (171)  à 
l'exception  de  <jj  que  l'on  prendra  égal  à  i. 

Les  quantités  (172)  sont  d'ailleurs  ainsi  exprimées  par  des  inté- 
grales définies  tout  analogues  aux  variations  d'intégrales  dont  nous 
nous  sommes  occupés  dans  les  chapitres  précédents. 

203.  Cela  posé,  si  nous  n'avions  à  imposer  à  Yp^i,  •••  y,i  que  la 
condition  de  s'annuler  en  x°  et  en  x\  soit 

'(y.-fi)"  =  -  =  (y-0'  =  o 

(jointe  à  celle  d'être  continues  et  d'avoir  des  dérivées  continues 
sauf  en  des  points  isolés),  le  champ  ainsi  obtenu  serait  —  comme 
il  arrivait  dans  le  cas  analogue  envisagé  au  n"  195  —  tout  sem- 
blable à  ceux  qui  s'introduisaient  dans  les  recherches  d'extremum 
libre. 

Soit  K'  ce  champ. 

Le  champ  K  peut  être  considéré  comme  défini  à  l'intérieur  de  K' 
par  les  conditions 

<k")  (y.)'=---=(y.)'=o 

et  nous  avons  à  exprimer  que  l'on  a 

(173)  (y„)'-o 
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pour  tous  les  systèmes  de  Ibnctions  y;,^i,  ...  Yn  appartenant  à  K'  qui 
satisfont  aux  condilions  (k"). 

Ce  problème  n'est  pas  distinct  de  celui  cpie  nous  avons  traité 
aux  n"'  176-177. 

Les  premiers  membres  des  écpiations  (k")  et  (lyB)  sont,  en  elTet^ 
des  intégrales  définies  toutes  semblables  aux  variations  étudiées  en 
cet  endroit. 

D'après  les  conclusic^ns  auxquelles  nous  avons  abouti  —  et  qui. 
d'après  le  n"  177,  ressortent  déjà  du  caractère  linéaire  (cf.  n"  201} 
des  premiers  membres  en  question,  —  il  devra  exister  p  4-  i 
constantes  rjo,  (jt,  ...  qij  telles  que  l'on  ait,  pour  tout  système  de 
valeurs  de  y^,-ii,  ...  y^  appartenant  à  K' 

(174)  '/'.  {y "Y  -^  'h  (yi)'  +  ...  +  7/.  (Y;-)'  =  «• 

Mais  nous  avons  vu  (202)  cju'à  ce  système  de  valeurs  de  ^n, . . .  q,,r 
on  peut  faire  correspondre  une  solution  déterminée  du  système 
(169)  qui,  pouric  =  x',  vérifie  les  équations  (171),  c'est-à-dire 
telle  que  le  premier  membre  de  l'équation  (170)  coïncide  avec 
celui  de  l'équation  (17/1). 

Soit  (/„,  h,  ••■  //.)  cette  solution  :  d'après  la  fdrmule  (170)  elle 
devra  être  telle  que  l'intégrale 


i=P+i 


+  ', 


s'annule  identiquement  dans  le  clianip  K',  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  de  y.j  1^  1 , . . .  y„  nulles  aux  limites  :  pour  cela  elle  devra  (  ') 
(cliap.  i)  vérifier,  outre  les  équations  (1O9),  les  équations  nouvelles- 


(')On  proc'dora  comme  aux  n°*  65-65  Oi^  pour  tenir  compte  de  robjcclion 
de  Du  Bois  Re)'moiKl.  I^a  réfutation  de  cette  objection  a  été  étudiée  spéciale- 
ment en  ce  c{ui  regarde  le  [iroljjèiue  actuel  par  M.  Halin  (^Mdlh.  \iiii..  I.  l-XITt, 
njo6,  p.  253  et  suiv.) 
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Or  celles-ci  ne  dilîèrent  des  équations  (  ilu))  que  parcequc  l'indice 
/  reçoit  cette  fois  les  valeurs/)  +  i,  ...  //  au  lieu  de  o,  i,  ...  /;. 

Notre  conclusion  est  donc  la  suivante  ' 

Pour  que  la  ligne  À  supposée  à  tangente  continue  et  appartenant 
au  champ  K  et  par  conséquent,  vérifiant  les  équations  (K))  soit 
une  solution  du  problème,  il  faut  que  l'on  puisse  déterminer  un 
sNslème  de  fonctions  (non  toutes  identiquement  nulles)  /(,,  h,  ...  /^^ 
de  X,  telles  que  l'on  ait  : 

{E)  F,=  o,  ...F,.  =  o, 

avec 

F, 


'        ^Ld      i>Vi         dx{  jLd      àYi' 


Dans  ce  cas,  on  dira  que  la  ligne  À  est  une  exiréinalc. 
Remarquons  que  l'on  peut  écrire  : 

en  posant  : 

(17G)  /=  /o(/«  ~  h<j,  +  ...  4-  l.gi,. 

Par  conséquent,  la  courbe  À  doit  annuler  la  variation   de  l'inté- 


grale 


(•77)  jj/'-r 

où  f  a  la  forme  (  1 7G). 

204.  D'après  les  considérations  développées  aux  n'  "^  187-187  lus, 
la  conclusion  précédente  —  j'entends  la  nécessité  de  la  relation 
{i-'a)  et,  par  conséquent,  des  équations  E),  l'un  au  moins  des 
nombres  q^f.  q\,  ...  y^,  étant  dilTérent  de  zéro  —  est  vraie  en  toute 
hypothèse  ('). 

('j  Tout  au  plus  pourrait-il  y  avoir  exception  si  le  raisonnement  du  n'  200 
était  en  défaut.  Mais  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  l'on  ait  une  relation 
de  la  forme  (i6fi\  Or  celle-ci  est  un  cas  particulier  de  (i~\)  ■  elle  correspond 
à  un  champ  sinfjulier,  au  sens  indiqué  dans  le  texte. 
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D'auliepart  ,si  le  nombre  que  nous  avons  appelé  ^o  est  différent  de 
zéro,  la  relation  {i~'i)  est  suffisante  (Cf.  n°  194)  pour  annuler  âjo  : 
il  résulte  bien  de  cette  relation  que  (Yo)'  est  nul  pour  toutes  les  dé- 
terminations de  y,)+i,  ...  y«  nulles  aux  limites  qui  vérifient  les 
conditions  (k"),  et  à  plus  forte  raison  pour  toutes  les  variations  des 
y  qui  respectant  leurs  valeurs  initiales,  ne  changent  pas  non  plus 
les  valeurs  finales  (pour  x  =  x^}  de  ji,  ...  y,,. 

L'énoncé  auquel  on  parvient  est  donc  le  suivant,  tout  semblable 
à  celui  du  n"  187  his  : 


Pour  que  la  lig-ne  /  annule  la  variation  (oy„)^_j.,  dans  le  champ 
K,  il  est 

nécessaire  (mais  non  suffisant),  qu'il  existe  un  système  de  fonc- 
tions /„,  .  .  Ij.,  de  .'■,  non  toutes  identiquement  nulles,  vérifiantles 
équations  différentielles 

\  hr=o  /         h=o 

(t  =  0,   I,  ...  7!.) 

suffisant,  qu'il  existe  un  tel  système  pour  lequel  la  valeur  numé- 
rique de  /, /   pour  x  =  x^ 

soit  différente  de  zéro. 


205.  Champs  singuliers.  —  Nous  nous  bornerons,  dans  tout 
ce  qui  va  suivre,  au  second  cas,  celui  oii  qo  n'est  pas  nul. 

Dans  l'hypothèse  contraire,  on  dira  que  X  correspond  à  une 
simjularilc  du  cham[)  K. 

On  ])eut  dire  qu'alors,  dans  le  champ  ])lus  étendu  Ki  obtenu  en 
ne  se  donnant  pour  x  =  a-'  que  les  valeurs  de  /?  —  2  des  fonctions 
y-i,  ...  j,i  la  n  —  i^™"  a  sa  variation  nulle. 

Dans  ce  cas,  et  s'il  n'existe  qu'une  relation  de  la  forme  (17/1),  la 
variation  |)remièrc  {r}y»)^,_,i  n'est  plus  nécessairement  nulle  dans 
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K.  Les  conditions  moyennant  lesquelles  on  aurait  rjy,,  =  o  ne  sau- 
raient d'ailleurs  (cf.  n'  187)  découler  alors  des  seules  considéra- 
tions précédentes. 

205  bis.  Il  peut  arriver  que,  pour  une  même  extrémale  ).,  je 
veux  dire  pour  une  même  détermination  de  jo,  ji,  ...  }'„  en  fonction 
de  X,  les  équations  [E)  soient  vérifiées  par  (Iciu:  systèmes  au 
moins)  de  valeurs  des  /,  de  sorte  qu'on  puisse  écrire  dans  K'  deux 
relations  linéaires  et  homogènes  de  la  forme  (174),  distinctes  entre 
«lies,  c'est-à-dire  à  coefficients  non  proportionnels. 

En  supposant  que  l'une  d'elles  contient  elTectivement  (y,,)'  cette 
dernière  variation  est  forcément  nulle  dans  le  champ  donné;  la 
condition  demandée  est  donc  vérifiée. 

Nous  aurons  cependant  à  écarter  dans  la  suite  cette  hypothèse 
comme  la  précédente. 

On  peut  en  elïet,  par  une  combinaison  linéaire  des  deux  rela- 
tions linéaires  dont  l'existence  est  ainsi  supposée,  faire  disparaître 
le  terme  en  (yu)',  et  l'on  aura  ainsi  une  relation  entre  les  variations 
des  quantités  Vi,  ...  y„,  caractérisant  encore  un  champ  singulier. 

206.  On  retombe  sur  le  problème  de  Lagrange,  comme  nous 
l'avons  vu,  si  gi,   ...  g,,  ne  dépendent  pas  de  j,,,  ni  de  v'o  et  si 

j/o  =  v'o  —fi,  (v'i,  ...  /„,  y,,  ...  v„,  x). 

L'équation  /'',  =  o,  se  réduit  alors  à  -p_  l„  r=  o. 

Par  suite,  /o  est  une  constante  ;  et  la  condition  /*/  9=  o  devenant 
ici  :  /o  9^  o,  on  pourra  prendre  /„  =  i,  car  les  4  ne  sont  déterminés 
•qu'à  un  même  facteur  constant  près.  Par  conséquent,  on  voit  que 
nous  sommes  ramenés  auv  équations  : 

[E,)  F,  =  0,  ...  F„  =  o 


avec 
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Nous  obtenons  d'une  manière  rigoureuse  les  équations  trouvées 
au  n"  195  (à  ceci  près,  bien  entendu,  qne  nous  arrivons  à  un  seul' 
système  de  valeurs  des  /). 

Les  équations  précédentes  expriment  que  la  variation  première 
de  l'intégrale  : 


I  „  #^  =         (/o  H-  ho^  +  . . .  H-  l,g,,)  dx 

est  nulle. 

Lorsque  le  problème  donné  est  celui  de  Lagrange,  les  conditions 
pour  qu'il  y  ait  singularité  du  champ  sont  données  (comparer 
n"  195)  par  les  équations  du  problème  de  Mayer  correspondant  r 

soit 


(178)  j'^  o,._.  —  'f,_.  =  0       cp  =  Ug,  +  Uj,  +  ...  /^,j/,. 

Lorsque  celles-ci  ont  lieu,  on  ne  doit  plus  considérer  les- 
équations  (Ei)  comme  nécessaires. 

On  comprend  ainsi,  par  exemple,  que  si  l'on  essaye  de  traiter  la 
problème  de  Mayer  en  le  réduisant  à  celui  de  Lagrange  (n"  197) 
on  arrive  à  des  équations  ditlérentielles  identiques  à  celles  que  l'oa 
obtient  directement,  mais  elles  correspondent  aux  conditions  de 
singularité  (178)  et  non  aux  équations  {Ei). 

207.  Ln  autre  cas  où  s'introduit  un  champ  singulier  est  celui 
où,  dans  le  problème  de  Lagrange,  on  donne  une  ou  plusieurs 
relations  en  termes  finis  entre  ji,  ji,  ...  j„  et  où  l'on  essaie  de 
ramener  ce  cas  au  cas  général  par  dilîérenliation  de  ces  relations.^ 

Soit 

'i   (V,,    V.,    ...    Yn,   •'■)   =   O 

l'une  d'entre  elles,  et 
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cette  relation  dineienliéc  :  on  aura,  entie  les  variations  des  y,  la 
Tclation 

à'S)     ^  h'S)     ^ 

^  ovi  4-  ...  H-  -^  oy„  =r  G 

et,  par  conséquent,  le  clianip  considéré  est  singulier. 

Cette  méthode  par  difTérentiation  doit  donc  être  rejetée  (du  moins 
au  point  de  vue  théorique)  et  rcm])lacée  par  celle  qui  consiste  à 
xésoudre  les  relations  en  termes  finis  par  rapport  à  quelques  unes 
des  fonctions  inconnues,  de  manière  à  diminuer  le  nombre  de 
celles-ci. 


208.  Nombre  des  constantes  arbitraires.  —  Revenons  au 
problème  de  Player.  Les  extrémales  de  ce  problème  sont  données 
par  les  p  +  i  équations  (A)  et  les  //  h-  i  équations  (E). 

Des/)  -+-  I  premières,  on  peut  tirer  (si  nous  supposons  différent 
de  zéro  le  déterminant  fonctionnel  (i64)  du  n"  198)  j'o,  j'i,  ...  y'p 
en  fonction  des  quantités  restantes  soit 


(•79) 


1/c 


0  —  ?o  {^<  y»'  yi'  •■■  v„,  y  pj-i,  Y  ji^->,  ...  y  „) 
=  ?i  (■'■.    •    • y'n) 

=  P/)  (^i«  •    •    •  yii9  y  i>-^i    •    '    -  y  n) 


La  différentiation  de  ces  formules  (ou,  ce  qui  revient  au  même, 
celle  des  équations  {K)},  soit 


-    y  0-^  "•  +  z-r  y  p  + 


^y\>  "  ^y 

(179')  {^y'J'^-^^y'v^" 


^g>'    v"      -A-  -4-    '^^''    V" 


M'\r  iy 


(où  l'on  a  remplacé  par  des  points  des  termes  qui  ne  dépendent 
que  des  variables  elles-mêmes  et  de  leurs  dérivées  premières) 
permettrait  de  même  d'exprimer  j"o,  j"i,  ...  y",,  en  fonction  de 

■a:,  j„,  yi,  ...  y,,,  y';,^i,  y'p+i,  ...  y'„  et  de  /,,+»'  jV^^'  •••  /'"  ^®^ 
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expressions  ainsi  éciites  étant  d'ailleurs  linéaires  par  rapport  à  ces 
n  —  p  dernières  quantités. 

D'autre  part,  les  n  -+-  i  équations  (E)  sont  linéaires  par  rapport 
à  l'o,  l'i,  ...  /'/-,  j"o,  y"i,  ...  y  n.  Elles  s'écrivent 


+  y  nfy    y       +    . .  .    =  O 


(t8o) 


//         ''5^0  ,         /'         '\7l  ,  ,         V         ^9l'         ,         ,,"      /■-        -  ,         y"      /•-.,  , 


en   remplaçant   par  des  points  les  termes  indépendants  des  /'  el 

des  /. 

Ces  équations  restent  linéaires  par  rapport  à  /„,  l\,  ...  /',., 
y"p+i,  ...  y"n  si  l'on  substitue  ky\,  y'i,  ...  y"p  leurs  valeurs  calculées 
à  l'aide  des  équations  (179).  Si,  dans  ces  conditions,  leur  déter- 
minant est  différent  de  zéro,  on  aura  exprimé  les  dérivées 
premières  de  4,  A,  ...  /,,  et  les  dérivées  secondes  de  J';.j-i»  }V+2  •••  J« 
en  fonction  de  x,  h,  ...  Ip,  y'o,  ...  y'n,  y»,  ...  y,,,  soit,  en  tenant 
encore  compte  de  (179)  : 

\  j^,  ==/'/, —  À/, (••^i..ro,....r„,  v',,4-i....r';„ /„...•'/,)       (/t— 0,1,2... />) 
(i8i)      •' 

Il  est  d'ailleurs  clair  qu'au  lieu  de  tirer  y",,,  y"i,  ...  y],  de  (179  ) 
et  de  résoudre  les  équations  (i8o)  ainsi  modifiées  par  rapport  à 
l'o,  l'i,  ...  l'p,  y"p+i  ^..  y"n,  il  revient  au  même  de  résoudre  par 
rapport  aux  p  4-  i  quantités  /'  et  aux  //  H-  i  quantités  y"  les 
équations  (i7()'),  (180).  La  condition  pour  que  celte  résolution 
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soit  possible  d'une  seule  manière  est  que  le  déterminanl 


^go  ^go      ^go 


239- 


;i8.) 


soit  différent  de  zéro. 

Elle  coïncide  comme  on  le  voit,  avec  la  condition  (n"  15)  pour 
que  la  forme  quadratique  <!>  =  1/,/ .,/  y,y/.i  formée  comme  au  n°  59, 
soit  générale  par  rapport  aux  variables  yo,  ...  y„  supposées  liées 
par  les  relations  linéaires 


>         -';'  V;   —    o 


(/i  =  o,   I.  ...  p). 
Nous  dirons  que  le  problème  est  ordinaire  si  cette  condition  a 


lieu. 


S'il  en  est  ainsi  et  si,  par  conséquent,  on  peut  écrire  les  équa- 
tions (179),  (181  ,  on  aura,  en  leur  adjoignant  les  relations 


>8i') 


dyi 

dx 


{i  =  p  ^  I,  ...  /(), 


un  système  de  2  /i  -i-  2  équations  différentielles  du  premier  ordre 
par  rapport  aux  2 /!  H-  2  fonctions  inconnues  A,  ...  Ip,  }'o  •••  }'«, 
jV+i,...  }'„.  satisfaisant  à  toutes  les  hypothèses  de  régularité  exigées 
par  la  théorie  générale.  Celle-ci  nous  apprend  dès  lors  que  la 
solution  dépend  de  2  /i  H-  2  constantes  arbitraires  :  pour  la  déter- 
miner complètement,  il  conviendra  de  se  donner,  par  exemple,  les 
valeurs  de  /q.  /..  ...  /;„  jo,  }'],  ...  J,„  v',,+i,  ...  y'n  pour  x  =  x". 

Toutefois,  ce  nombre  de  constantes  doit  être  réduit  à  2  /i-f-  i,  a 
cause  de  ce  fait  que  de  toute  solution  des  équations  (Â),  (E),  on  en 
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2)eut  clkluire  une  infiiiilé  d'auties  en  miillipliaiil  /„,  /,,  ...  /,,  pariiiie 
même  constante  z-  c|iielconque.  Il  est  claif  que  de  telles  solutions 
ne  doivent  pas  être  considérées  comme  distinctes  les  unes  des 
autres,  puisqu'elles  correspondent  à  une  seule  et  même  courbe  dans 
l'espace  à  /?  H-  2  dimensions,  lieu  du  point  \x,  Vo,  ji,  ...  y»). 
On  pourra,  par  exemple,  se  borner  aux  solutions  telles  cpie  la 
valeur  de  l'un  des  /  pour  x  =  x"  soit  égale  à  i  ou  encore  aux 
solutions  telles  cpie  la  quanlilé  ^u  (n""  203-204^  soit  égale  à  i. 

Pour  résoudre  le  problème  d'exlremimi  posé,  on  devra  déter- 
miner ces  2  /i  -4-  1  paramètres  de  manière  que  l'extrémale  appar- 
tienne au  cliamp  donné,  c'est-à-dire  que  ju,  Vi,  ...  v„  aient  les 
valeurs  données  pour  a;  =^  £c°  et  Vi,  ...  y,,  pour  x  ^=  a;'  :  condi- 
tions qui  sont  en  nombre  précisément  égal  à  2  n  +  i . 

Dans  le  cas  du  problème  de  Lagrange  (avec  les  notations  du 
n"  206  on  obtiendra  de  même  le  nombre  des  constantes  arbitraires 
comme  égal  (')  à  -211.  Ce  nombre  ne  subit  ])as,  celte  fois,  la 
réduction  d'une  unité  que  nous  venons  de  constater  dans  le  pro- 
l)lème  de  Mayer  :  la  constante  >-  a,  en  elTet  déjà  été  déterminée  au 
n"  206  de  manière  à  l'aire  /„  =:  i. 

Le  déterminant  qui  devra  être  dilTérent  de  zéro  pour  que  le  pro- 
blème soit  ordinaire  est  encore  le  déterminant  (182),  ou,  si  l'on 
veut,  celui  qu'on  en  déduit  on  supprimant  les  deux  colonnes  et  les 
deux  lignes  où  figure  l'indice  zéro  :  ces  deux  déterminants  sont 
égaux  dans  les  notations  des  n'"  196  bis,  206. 

209.  Les  équations  {E)  peuvent-elles  être  des  idcnlilcs,  comme 
il  arrivait  au  n"  55  bis  et  au  n"  128  ') 

Plus  exactement,  peut-il  arriver  que  toutes  les  lignes  du  cbamp 
soient  des  extrémalcs  !'  c'est-à-dire  que  les  fonctions  U,  ...  /,, 
puissent  être  pour  toute  ligne  vérifiant  les  équations  7\),  clioisies 
■de  manière  à  vérifier  les  équations  {E;  ? 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Donnons-nous  les  coordonnées  du 
■point  A  et  n  -4-  i  des  coordonnées  du  point  B.  La  coordonnée 
restante  sera  alors  la  même   pour  toutes  les  lignes  ÎX  correspon- 


(' )  Si  l'on  voulait  oblciiir  ce  iioml  rc  en  déduisant  le  (irohlètiie  de  Lagrange 
du  jirohièaie  de  Mayer,  il  faudrait  ne  pas  oublier  que  l'on  prend  toujovirs  nulle 
>la  valeur  initiale  de  v„. 
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danles  qui  vérifient  en  outre  les  équations  diiTérenticUes  (K) 
puisque  la  variation  de  cette  quantité  est  identiquement  nulle 
lorsque  '£  se  déforme  dans  ces  conditions  en  dépendant  d'un  para- 
mètre quelconque  a. 

11  existe  dès  lors  au  moins  une  relation 

(lS3)  ç  [x",  O'o)^  (VO".    .-    LYnT:  T,  Jo,   V„   ...  ,V„J  =  O 

entre  les  coordonnées  £c°,  (r„}°,  ...  (}'«)";  x,  ju,  ■■■  y„  de?  deux- 
points  en  question. 


L'égalitc 


r>o  ù9      ,  f)0      ,  ôc> 


>84)        :+  :/o+  :-/. 


ô./-       ;>ro  •  i^ri  '  ôr, 


r 


obtenue  en  difTérentiant  i83)  par  rapport  à  x,  doit  alors  è/rc  une 
conséquence  abjéhriijue  des  équations  (K  . 

Dans  le  cas  contraire,  en  effet,  il  existerait  au  point  B  une 
direction  satisfaisant  à  ces  équations,  mais  non  à  fiSi),  et  l'arc 
AB  pourrait  être  prolongé  par  un  arc  BB'  tangent  à  cette  direction 
et  appartenant  au  champ.  Alors  l'équation  (i83)  n'aurait  plus  lieu 
entre  V  et  B',  contrairem.ent  à  ce  qui  vient  d'être  établi. 

Le  chemin  ABB'  présente,  il  est  vrai,  un  point  anguleux,  mais 
nous  avons  vu,  et  nous  verrons  d'une  manière  plus  précise  au  n" 
suivant,  que  cette  objection  est  sans  valeur. 

Donc  les  éiiualions  {K)  deevonl  entraîner  une  relation  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées,  et  l'équation  aux  différentielles  totales 
ainsi  obtenue  devra  être  intéfjrahle  :  condition  évidemment  suffisante 
d'ailleurs. 

Il  peut,  bien  entendu,  arriver  que  sans  être  identiquement  vé- 
rifiées, les  équations  (E)  ne  soient  pas  toutes  distinctes;  nous  en 
verrons  un  exemple  au  n"  228. 

210.  Régularité  des  variations.  —  Nous  venons  d'employer 
une  fois  de  plus  le  théorème  sur  les  variations  établi  aux  n"^  47-48 
(livre  I).  Montrons  que  ce  théorème  s'étend  au  champ  K  actuellement 
considéré. 

[i  étant  une  ligne  continue  (mais  qui  peut  présenter  des  points  angu- 
leux), satisfaisant  d'ailleurs  aux  équations  différentielles  (A)  et  définie 
par 

y.  =z  .^,  (.t)  (i  =;  g,    I,    ...   Il), 

II\o\u\RD  —  Calcul  lies  variations  iG 
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nous  allons  constater  qu'on  peut  trouver  une  courbe  analytique  If^  dont 
les  coordonnées 

C;  =  i;  (ce,   a)  (l  ==  O,    I,    ...  7l) 

aient  les  mêmes  valeurs  respectives  en  x'^  et  x^  que  celles  de  [i  (sauf 
pour  r,,  en  a'),  vérifiant  ainsi  que  'I  les  équations  (supposées  analy- 
tiques) 

(^0  ^0  (-'o'  •••  '".  •'•)  =  O'  i)r  (-'o'  •••  '"'  -'0  =  o 

et  telle  c[ue  'i^  eï  i  soient  aussi  voisines  que  l'on  veut  pour  i  assez  petit. 
En  elîet,  on  peut  toujours  (n°  47)  trouver  des  fonctions  analytiques 
dépendant  de  plusieurs  paramètres  a  ... 

t,,^^{x,  a  ...),  ...  /,,  (.T,  a,  ...), 

qui  soient  voisines  du  premier  ordre  de  T/j-i-,  ...  v»  avec  les  mêmes 
valeurs  aux  limites.  Si  la  tangente  de  '£  est  discontinue  en  quelques 
points  isolés  a,  ....  le  voisinage  sera  seulement  d'ordre  zéro  dans  des 

intervalles  (a  —  z,  a  -^  ■-) --  tendant  vers  zéro  lorsque  le  voisinage 

se  resserre. 

Ces  mêmes  conditions  de  voisinage  seront  vérifiées  pour  les  fonctions  res- 
tantes Yq,  r,,  ...  Yp  tirées  des  équations  (A).  Cela  estévident  tout  d'abord 
pour  l'intervalle  de  x"  à  a  —  t  (a  étant  la  première  valeur  de  cr  pour 
laquelle  les  dérivées  des  r  sont  discontinues). 

Mais  î  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut,  et,  d'autre  part,  les  déri- 
vées des  t,  comme  celles  desr,  ont,  en  valeur  absolue,  une  limite  supé- 
rieure finie.  Donc  on  peut  rendre  également  très  petites  les  valeurs  des 
différences  t^  —  Vq,  ...  t^,  —  y^  pour  .r  r=  o  -1-  £.  Nous  supposons  d'ores 
et  déjà  qu'il  en  est  de  même  (toujours  pour  x  =z  a  -]-  s)  des  différences 

i'i  —y'i         {i  =  p  -^  •'  •••  ")• 

Dès  lors,  la  même  conclusion  s'applique  à  t',^  —  y'^,  t'i  — y\,  ... 
t'  I,  —  y'p,  les  quantités  t\,  ...  t'j,  se  tirant  des  équations  de  condition  (A) 
(dans  lesquelles  on  remplace  j;  par  ti  et  y'pj^i  ...,  y'n  par  ''/,-fi  ••■,  i',^, 
si  le  théorème  de  la  continuité  des  fonctions  implicites  s'applique  aux 
quantités  définies  par  les  équations  en  question. 

Pour  préciser  supposons  que  pour  x  =01  les  y'  passent  brusquement 
des  valeurs  y'i_  aux  valeurs  y'  lu.  L'un  et  l'autre  de  ces  deux  systèmes  de 
valeurs  satisfont  aux  équations  (A)  (dans  lesquelles  les  y  sont  les  mêmes 
de  part  et  d'autre  ainsi  que  la  valeur  de  a;,  a;  =  a).  Supposons  que  les 
deux  points  v',_  et  y',u-  de  l'espace  à  n  dimensions  sont  sur  une  même 
nappe  réelle  de  la  nudtiplirité  définie  par  ces  équations,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  série  continue  7  de  svstèmes 
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de  valeurs  r/,  des  y',  sans  cesser  de  vérifier  les  équations  en  cjnostion. 
Supposons  en  outre  que  tout  le  long  du  chemin  ainsi  suivi  le  déter- 
minant 

du  n"  198  est  constamment  dilTérent  de  zéro. 

Ces  conditions  seront  sûrement  remplies  si  la  ligne  variée  considérée' 
est  très  voisine  (d'ordre  un)  d'une  extrémale  À  sur  laquelle  les  y'  sont 
supposés  continus  et  le  déterminant  (  i(34)  non  nul. 

Si  elles  sont  vérifiées,  il  existera  (M  des  nombres  e,,  ^,  ^',  tels  que, 
si  r\.  ...  ri'n  est  un  quelconque  des  systèmes  des  valeurs  des  y'  appar- 
tenant à  la  série  continue  i  mentionnée  tout  à  l'heure  ;  X,  Y,,  Y'j,  des 
valeurs  de  x,  y,,  y',  satisfaisant  aux  inégalités 

!V  -a  |<^ 

(i85)  [Y,  —y,  1  <  P  (i  =  o.  T,  ...  n) 

|Y',  — r/,1  <|3  (i=p+  I,  ...  n) 

les  quantités  Y' q,  Y'^'j,  ...  Y'„  supposées  définies  par  les  équations  (A^) 
soient  de  par  ces  équations,  des  fonctions 

(.86)     Y-,  --=  0,  (X,  Y,,  ...  Y,„  Y',+„  ...  Y'„)  )    .  _ 

(,86')    lY',  -  V.l  <  ^^'  ^^'~'''  ''""^'^ 

bien  déterminées  et  continues  de  X,  Y^,  \ ,,  ...  \„,  Y'^j_i,  Y'„. 

La  continuité  de  ces  fonctions  Pi  montre  bien,  si  e  a  été  pris  suffi- 
samment petit  (-)  et  les  valeurs  des   y;  convenablement  choisies  entre 

(')  Voir  la  note  A  à  la  fin  du  volume. 

('2j  Soit  M  la  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  des  fonctions  p;  lorsque 
X,  Yj,  ...  prennent  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles  satisfaisant  aux  iné- 
galités (i  56),  le  point  (r/g,  ...  r/,i)  décrivant  le  cbemin  d.  s  sera  une  quantité  infé- 

o 

rieur  à    £,,  à  -_^  et,  de  plus,  assez  petite  pour  que,  sur  la  ligne  variée  donnée, 

les  valeurs  'h^  [a  —  e),  <bi  {a —  z)  ...,  'hn  (a  —.  e)  de  jq,  Jj,  ...  y„  correspondant 
à  X  =  a  —  £  aient  avec  celles  qui  correspondent  \  x  =  a  une  diflérence  infé- 
rieure k  -  et  qu'on  ait  aussi  pour  i  =  p  +  i,  ...  n. 

|.y,  („  _  .)  -yi_\  <  3. 

!■;/  ("  +  î)  —  v'»+l  <  ?. 

On  donnera  à  v^,j_j,  •..>'«  entre  x^=  a  —  e  et  x  =  a  +  z  des  valeurs  coïnci- 
dant avec  'l^yj-i-i  («  —  î),  •••  '^n  (n  — •  z)  pour  x  ^  n  —  s  et  telles  que  Vp+i,  ... 
/n?  /n  ••■  y'n  égaux  initialement  à  >lipj^i  (a  —  z),  ...,  •lin(a  —  z),  t!/j  (a —  z),  ... 
•l'n  {a —  z],  prennent  finalement  (pour  x  =  a  +  z)  les  valeurs  4^y-f  j  (a  +  s),  ..., 
•bn  (a  +  z),  ij'i  (a  +  s).  ...  'Vn  (a  +  t)  sans  avoir  cessé  de  vérifier  les  inégalités 
(i85). 
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a  —  £  et  a  -f-  £  — ,  la  possibililé  de  rendre  les  qnantltés  t';  —  j',  aussi 
petites  que  nous  le  voulons  pour  x  =  a  H-  £. 

Autrement  dit,  le  voisinage  du  premier  ordre  demandé  aura  lieu  pour 
X  =  f(  -f-  £  et  par  conséquent  aussi  (toujours  d'après  nos  théorèmes  géné- 
raux sur  les  équations  dilTérentielles)  à  partir  de  cette  valeur. 

Ceci  a  lieu  jusqu'aux  environs  de  la  seconde  valeur  de  .r  pour  laquelle 
les  y'  sont  discontinus. 

Mais,  sur  cette  seconde  valeur,  nous  pourrons  raisonner  comme  sur 
la  première,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'extrémité  de  l'intervalle  donné, 
après  quoi,  rien  n'empêchera  plus  de  prendre  pour  les  /  des  fonctions 
analyticjues.  Pour  x  ■=  ;f  \  nous  pouvons  admettre  que  /,,+i  — J';j+i,  ••• 
l^^  —  y^j  sont  nuls.  11  résulte  d'ailleurs  du  raisonnement  précédent  que 
/,  —  Yj,  ...  t^,  —  Yp  seront  nécessairement  très  petits. 

Mais  il  faut  Cjue  ces  dernières  quantités  soient  rigoureuseiaent  nulles, 
aUn  que  nous  ayons  all'airc  à  des  variations  acceptables.  C'est  ce  que 
l'on  obtiendra,  comme  au  n°  200,  en  faisant  dépendre  les  /'  non  seule- 
ment de  a,  mais  de  p  autres  paramètres  Kj,  a^,  ,..  a^,,  par  rapport  aux- 
quels ces  fonctions  seront  supposées  admettre  des  dérivées  partielles. 
On  déterminera  ensuite  ces  paramètres  en  fonction  de  a  par  les  équa- 
tions 

/,  —  V;  =  O  (i  n=   I,    2,    ...  /)). 

Ces  dernières  seront  résolubles  (C.f.  n°  200)  si  la  ligne  'X  n'est  pas  une 
singularité  du  champ  k  ;  les  /,  (r,  a,  «j,  ...  a^,)  deviendront  ainsi  cer- 
taines fonctions  r,  {x,  a)  analytiques  en  x,  satisfaisant  aux  équations  de 
conditions  (/i),  prenant  les  mêmes  valeurs  que  les  y,  aux  limites,  sauf  c,^ 
en  x^,  et  voisines  des  premières  même  pour  :^^en  rc'  (le  voisinage  étant 
du  premier  ordre,  sauf  dans  certains  intervalles  tendant  vers  o,  ...  où 
le  voisinage  n'est  que  d'ordre  zéro). 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  si,  près  d'une  courbe  À  satisfaisant  aux 
conditions  du  problème  de  Mayer<  on  a  pu  trouver  une  courbe  '£  à  tan- 
gente continue  sauf  en  des  points  isolés,  cjui  soit  voisine  de  À,  appartenant 
au  champ  donné  et  telle  que  la  valeur  de  r,,  pour  x  =  .r'  soit  plus  grande 
sur  '£  que  sur)-,  on  pourra  trouver  une  courbe  'X^  analytique  et  jouis- 
sant des  mêmes  propriétés.  Par  suite,  si  le  mininuim  de  (v,,)'  n'a  pas 
lieu  lorsque  l'on  admet  des  variations  à  tangentes  discontinues  en  des. 
points  isolés,  il  n'a  pas  lieu  non  plus  lorsqu'on  se  restreint  aux  varia- 
tions analyticjues. 
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II.    PROPRIÉTÉS    DES    EXTRÉMALES.    EXEMPLES 

211.  Forme  paramétrique.  —  Les  équations  [E)  étant  de 
forme  identique  aux  équations  londamentales  du  ehap.  II,  on  peut 
leur  appliquer  les  principales  remarques  laites  à  propos  de  ces  der- 
nières. 

Telles  sont,  en  particulier,  les  considérations  relatives  à  la 
forme  paramétrique,  x  sera  alors  considéré  comme  une  fonc- 
tion j„_Li  d'un  paramètre  arbitraire  /,  et  les  conditions  (A),  écrites 
sous  la  forme 

doivent  être  considérées  comme  des  relations  homogènes  entre 

dx  =  <-/)'„+,,  <ly»,  '/ji....  djn.  ou  j„_u,,  y,,,  ji,...  y,,. 

Leur  degré  d'homogénéité  est  (lorsqu'on  les  écrit  sous  cette  forme) 
égal  à  zéro.  Mais  on  peut  évidemment  ramener  ce  degré  à  être 
égal  à  l'unité  en  multipliant  par  un  l'acteur  convenable,  en  posant, 
par  exemple 

i//i(jo,  yu--- .)'«+!'  Jo.  ji.---  y»-\) 


En  faisant  ensuite 

7(jo,  ji,..,  v,,+i,  j, v,i-|-i)  =^^/*  y/t(jo'---  .r«-Li'  Jo,---  j>i+i) 

h 

et  substituant /'('^/y,i,  (h\,.--  ''/j.i+i,  Jo.---  Jm+i)  ^a  fdx  dans  l'inté- 
grale (177)  du  n"  203,  celle-ci  ne  différera  en  rien  de  celles  que 
nous  avons  envisagées  aux  n"^  70  et  suivants. 

Son  extremum  donne  lieu,  comme  en  cet  endroit,  à  une  équa- 
tion de  plus  qu'on  n'en  trouve  lorsque  la  variable  indépendante  est 
déterminée,   les  n  -t-  2  équations  n'étant  pas   distinctes   et   leurs 
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premiers  membres  ayant  en  Ire  eux  la  même  relation  linéaire  et 
homogène  qu'au  n°  81  (équation  (Vj))-  On  devra  d'ailleurs  recou 
rir  à  cette  forme  paramétrique  ou  à  la  forme  (177),  suivant  le  pro- 
blème particulier  auquel  on  aura  ail'aire,  ainsi  que  nous  l'avons 
expliqué  au  n"  75. 

Intêqrales  premières.  Comme  cela  avait  lieu  pour  l'extremum 
libre,  l'une  des  équations  {E)  s'intègre  toutes  les  fois  que  l'un  des  j 
ne  figure  pas  explicitement  dans  les  conditions  (A  )  ;  et,  d'après  la 
forme  paramétrique,  cette  remarque  s'applique  à  la  variable  y„^i=a\ 

212.  Formule  aux  limites.  —  Le  cas  où  les  ùy  ne  sont  pas  sup- 
posés nuls  aux  limites  n'exigera  également  aucune  modification 
dans  la  méthode  suivie  au  chap.  III.  En  tenant  compte  des  valeurs 
de  ces  ây,  la  variation  de  l'intégrale  (177)  —  laquelle  est  ici  né- 
cessairement nulle  dans  le  champ  défini  par  les  conditions  (A)  — 
s'écrit 

et,  si  la  ligne  primitive  X  satisfait  aux  équations  (E),  on  voil  que 
la  formule  aux  limites,  sera 

Si  on  fait  varier  également  les  A^aleurs  extrêmes  de  la  variable 
indépendante  x,  on  devra  opérer  comme  au  n"  131  et  écrire 

(y)  ■  " 

Il  n'y  aura  point  lieu  à  une  telle  addition  si  on  emploie  la  forme 
paramétrique. 

Dans  le  cas  du  problème  de  Lagrange,  la  formule  aux  hniites 
est 

\  °^=  l^y^fy,  +•••  +%"//,.+  (/  — J'i//,— -—3''"/"',.) H' 

"^'  [  -  \bjy\-^"-  +  2r«X/„  +  (/-  y'J,;,  -•••  -y'nhS^A 
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Enfin,  on  peut  supposer  que  la  ligne  Yariée  ne  soit  plus  assu- 
jettie à  véiifier  les  équations  (A).  11  est  clair  qu'alors,  —  dans  le 
cas  du  problème  de  Mayer,  par  exemple,  —  la  formule  serait 

{'(')  [(5ro-/o°-^-)//n  +  (lVi-/,S.r)/,._  +  ...1' 

où  le  second  nombre  représente  la  variation  de  l'inlégrale  (177) 
écrite  directement. 

213.  Liimites  variables.  —  La  formule  précédente  une  fois 
acquise,  nous  pourrons  trouver,  par  la  même  méthode  qu'au 
chap.  lY  les  conditions  de  l'extremum  dans  le  cas  des  limites  va- 
riables. .... 

Toutefois,  nous  avons  à  tenir  compte  do  la  présence  possible  de 
champs  singuliers. 

Supposons  que  pour  définir  le  champ  fonctionnel,  on  ait  donné, 
au  point  B,  non  pas  les  valeurs  de  x,  y,,,  Yi,.-.  y»,  mais  an  certain 
nombre  de  relations  (') 

X>  O^'  Jo,  Vi,-..  }'„)  =  o  i 
{h)  X2  {x,  vo,  ji... .  v„)  =  o  /  (.r  =  x^) 

entre  ces  valeurs. 

Si  une  ligne  ).  annule  dans  le  cbamp  K  ainsi  défini,  la  variation 
première,  on  montrera,  comme  au  ch.  IV  qu'elle  doit,  à  cet  effet  : 

i"  Posséder,  a  forliori,  la  même  propriété  lorsqu'on  fixe  le 
point  B  et,  par  conséquent,  vérifier  les  équations  différentielles  (E). 

2"  Etre,  au  point  B,  Iransrcrsalc  à  la  multiplicité  définie  parles 
équations  (A),  c'est-à-dire  être  telle  que  la  relation  diflerentielle  (y) 
ait  lieu,  en  B,  pour  tout  déplacement  {âx,  c^Jo,.-.  o'y„)  effectué  sur 
cette  multiplicité.  Autrement  dit,  cette  relation  doit  être  une  com- 
binaison de  celle  qu'on  obtient  en  différentiant  les  conditions  (/.). 

Seulement,  pour  arrivera  ce  résultat,  nous  avons  du  (cf.  n"  152.) 
restreindre  d'abord  le  cbamp  en  rendant  fixes  les  coordonnées  du 
point  B. 

(1)  On  traiterait  de  même,  sans  difficulté,  le  cas  où  le  point  A  serait  égale- 
ment variable. 
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Oi'  le  champ  ainsi  restreint  peut  être  singulier  alors  même  que 
que  le  champ  K  ne  Test  pas. 

Mais  nous  sa\ons  maintenant  que,  même  sil  en  est  ainsi,  la 
ligne  cherchée  ).  doit  satisfliire  aux  équations  différentielles  (E)  des 
extrémales.  Celles-ci  étant  acquises,  on  a  aussi  la  formule  aux 
limites  du  n"  212,  ce  qui  achève  de  lever  la  difficulté. 

D'ailleurs  il  est  à  remarquer  qu'on  peut  aussi  arriver  au  même 
résultat  directement.  Les  relations  (/.)  donnent  entre  les  variations 
des  y  les  conditions 


'V 1  ^7 1 

Yii  +        Yi 


") 


W     .        "iî,,  ^  -„'      (■^  =  ^-') 


,^-  y-  + 


et,  si  le  champ  K  n'est  pas  singulier,  on  démontrera  comme  ci- 
dessus  qu'elles  suffisent  à  définir  les  variations  acce})tables  et  à 
entraîner  par  conséquent,  y,,  =  r}yo  =:  o  :  d'oîi  l'existence  d'un 
système  de  fonctions  4,  A,...  /;,  vérifiant  les  équations  différen- 
tielles (£"). 

213  bis.  Au  problème  de  Mayer  se  rallachent  également  <les 
questions  de  variations  unilatérales  plus  générales  que  celles  que 
nous  avons  traitées  jusqu'ici. 

Lorsqu'en  effet  n"'*  161-169)  nous  avons  étudié  le  cas  où  la 
définition  du  champ  comportait  des  inégalités,  celles-ci  étaient  en 
termes  finis  :  elles  avaient  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point 
arbitraire  de  la  courbe  cherchée.  Or  il  peut  fort  bien  arriver  que 
les  fonctions  inconnues  soient  assujetties  à  des  incgalilés  différen- 
tielles, c'est-à-dire  à  des  conditions  de  la  l'orme 

i^^')  9à  (j'o, .  •  •  y'n.  .Vo,  ■ . .    V„,  X)   >   O.  //   =  O,    1  , . . . ,  /). 

Si  la  ligne  À  (dont  nous  voulons  savoir  si  elle  réalise  ou  non 
l'extremum)  vérifie  ces  inégalités  —  ou  quelques-unes  d'entre 
elles  —  au  sens  stricl,  tout  se  passera  encore,  au  moins  en  ce 
qui  regarde  le  minimum  faible  (et,  a  foiiiori,  en  ce  qui  regarde 
la  variation  première  ,  comme  si  elles  n'intervenaient  pas, 
puisqu'alors  on  serait  assuré  que  toute  ligne  a\ant  avec  ).  un 
voisinage  d'ordre  i  les  vérifierait  également.  11  en  serait  de  morne 
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pour  tout  arc  de  À  satisfaisant,  au  sens  strict,  à  tout  ou  partie  des 
inégalités  données. 

Il  n'y  a  donc  de  question  nouvelle  que  si.  sur  À,  ou  sur  cer- 
tains arcs  de  /,  les  inégalités  {K')  sont  remplacées  par  des  égalités. 
Alors  les  variations  y,  des  y  seront  soumises  aux  conditions 

{K')       g'.(y'n.y'.,...y'.,yo,...y„.^-)  =  ;^(;;5;^J^-f-^'y/)>o 

obtenues  en  ditlerenliant  (Iv). 

Proposons  nous  de  chercher  si,  dans  le  champ  Iv  délini  par  les 
conditions  [K')  et  les  conditions  aux  limites  [k)  (n"  196  ,  (jo)'  est 
un  minimum.  \ous  serons  ramenés  (' )  à  exju'imer  que  l'inégalité 

(yo)'>o 

est  une  conséquence  des  conditions  (ki  fn"  200)  et  des  inégali- 
tés (K'j. 

Comme  précédemment  (cf.  n"  10  bis),  la  variation  fygi'  devra 
tout  d'abord  s'annuler  dans  le  champ  obtenu  en  remplaçant  les 
inégalités  {K' )  par  les  é<jaUlcs  (jh  =  o  correspondantes,  champ  que 
nous  désignerons  par  K'o  (ou  ce  qui  revient  au  même,  dans  le 
champ  K'o  qui  est  défini  par  les  équations  g/,  =  o,  considérées 
comme  restreignant  lesyj. 

jNous  sommes  ainsi  ramenés  à  un  problème  de  Mayer.  Nous 
supposerons  que  ce  problème  vérifie  les  hypothèses  admises  dans 
ce  qui  précède,  c'est-à-dire  qu'il  ne  présente  pas  les  singularités 
exclues,  soit  au  n"  198,  soit  au  n"  205. 

Il  en  résulte  tout  d'abord  que  À  devra  vérifier,  sur  les  arcs  où 
les  (jh  sont  nuls,  les  équations  [E],  telles  que  nous  les  avons  écrites 
au  n"  204. 

De  plus,  le  déterminant  (  i6/i)  (n^lOSi  étant  différent  de  zéro, 
le  système 


Sh (y',  y.  «)  =  ?/. {x)  {li  =  o,  I , . . .  p) 


(*)  (Jette  question  est  même  un  peu  plus  générale  que  la  précédente  :  car 
nous  pourrions  supposer,  sans  rien  changer  d'essentiel  à  ce  qui  va  suivre,  que  les 
relations  (K),  tout  en  restant  linéaires  par  rapport  aux  y,  y',  ne  soient  plus 
déduites  d'inégalités  de  la  forme  {K'),  mais  soient  données  a  priori. 
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OÙ  les  C/(  sont  des  fonctions  arbitrairement  données  de  x,  admettra- 
des  solutions  (en  nombre  infini]  satisfaisant  aux  conditions  ini- 
tiales (jo r  =  ...:=  (yn'f  =  o;  et,  de  ce  que  le  cbarap  R'^  n'est 
pas  singulier  (c'est-à-dire  de  ce  qu'on  peut  vérifier  les  équations 
g'^r=  G  et  les  conditions  initiales,  en  prenant  en  outre  n  —  i  quel- 
conques des  quantités  (jiY,  (jo)^,...  (y„)'  nulles,  la  /îÀ'nûe  étant 
différente  de  zéro)  on  déduira  aisément  que,  parmi  ces  solutions 
en  nombre  infini,  il  en  existe  qui  satisfont  également  aux  condi- 
tions finales  (y,)'  =  iy.]^  =:...  =  (y„)'  =  o. 

Dès  lors  le  résultat  du  n°  212  va  nous  permettre  de  répondre  à 
la  question.  En  effet,  puisque  )  vérifie  les  équations  (Ej,  on  peut 
écrire  la  formule  {•/),  laquelle,  pour 

donne 

Puisque,  comme  il  résulte  de  ce  qui  précède,  les  quantités  g,, 
peuvent  être  prises  arbitrairement  en  fonction  de  x,  l'intégrale  du 
second  membre  devra  avoir  le  signe  de  <yo  quelles  que  soient  ces 
fonctions,  pourvu  qu'elles  soient  positives  (comme  le  veulent  les 
relations  (K'i) 

Ceci  exige  (cf.  n"  161)  que  les  cjuanfilcs  h,  h Ip  aient,  dans 

tout  l'intervalle  (.r",  x^),  le  signe  de  (j(,.  Telle  est  donc  la  condition 
cherchée. 

On  voit  immédiatement  comment  il  faudrait  modifier  les  con- 
clusions précédentes  si  on  avait  atïaire  à  la  fois  à  des  inégalités 
différentielles  et  à  des  équations  diflTérentielles  (les  multiplicateurs  / 
correspondant  à  ces  dernières  ne  seraient  plus  soumis  à  des  condi- 
tions de  signe)  ;  —  si  les  valeurs  des  y  aux  hmltes  n'étaient  pas 
données,  mais  assujetties  à  des  relations  ou  même  à  des  inégali- 
tés, etc.  C'est,  dans  toutes  ces  circonstances,  la  formules  (y)  qu'il 
conviendra  d'employer. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  indications  sur  ce  sujet  encore  incom- 
plètement étudié,  et  nous  nous  contenterons  de  renvoyer  à  une  note 
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que  lui  a   consacré  M.  Zermelo(^).  Nous   indiquerons  plus  loin 
(n"  215  6/.s)  une  des  difficultés  signalées  par  rauteur. 

214.  La  formule  aux  limites  permet  (cf.  n°  170).  d'étudier  les 
solutions  discontinues.  En  im  [)oint  anguleux  M,  les  deux  tangentes 
devront,  pour  que  la  variation  première  cherchée  s'annule,  être 
telles  que  les  coefficients  des  o\,,  soit 

(■87)  L; 

dans  le  cas  de  la  forme  paramétrique  (n"  211),  —  ou,  dans  le  ca& 
où  X  est  pris  comme  variahle  indépendante,  les  coefficients 

(187')  A    ,    f-^y'iJv, 

des  r}y.  et  de  o'x,  —  aient  les  mêmes  valeurs  de  part  et  d'autre. 

Dans  ces  expressions,  /a  la  valeur  (176')  (n"  206)  pour  le  pro- 
blème de  Lagrange,  la  valeur  (176)  pour  celui  de  Mayer,  Toute- 
fois, dans  ce  dernier,  les  rapports  mutuels  des  expressions  (187) 
ou  (187')  sont  seuls  assujettis  —  en  vertu  de  la  formule  (y)  —  à 
être  continus,  mais  on  peut  toujours  supposer  qu'il  en  soit  ainsi 
pour  ces  expressions  elles-mêmes,  puisqu'on  les  multiplie  par  un 
même  facteur  constant  arbitraire  sur  l'un  des  arcs  aboutissant 
en  M. 

Quant  aux  multiplicateurs  /  qui  servent  à  former  /,  ils  sont,  en 
général,  discontinus  en  même  temps  que  les  y'. 

Si,  au  contraire,  nous  considérons  un  point  où  la  tangente  est 
continue,  les  conditions  que  nous  venons  de  former  nous  montrent 
que  les  miilliplicateurs  sont  continus,  du  moment  que  le  détermi- 
nant (16 1)  est  différent  de  zéro.  Car  s'il  en  est  ainsi,  à  un  système 
de  valeurs  déterminé  des  expressions  (187)  ou  (187)  (et  à  des 
valeurs  déterminées  des  y')  ne  correspond  qu'un  seul  système  de 
valeurs  des  /. 


214  bis.  Celte  dernière  remarque  est  sans  intérêt  dans  les  conditions 
où  nous  nous  sommes  placés  jusqu'ici,  les  /  ayant  été  pris  continus  par 
définition  au  n"  201  l»is  où  nous  les  avons  introduits. 


(*)    Juhresbcrlcht   dcr  dcutschen    Malhemalikcr-Vcvcinifjmrj,    tome  XI   (kjos)^ 
p.  l84. 
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Mais  c'est  elle  qui  va  nous  servir  à  nous  alTranchir  de  l'hypothèse 
faite  au  n"  193  bis  et  au  n°  198.  d'après  laquelle  un  déterminant  tel 
que  (i64)  est  dillorcnt  de  zéro  dans  tout  Tintervalle  (.t°,  x^). 

Nous  allons  voir(')  que  nos  considéralions  subsistent  alors  même  que 
chacun  des  déterminants  de  la  forme 

^'^-'^  1^0";,/,, ) 

est  susceptible  de  s'annuler  dans  cet  intervalle,  pourvu  qu'ils  ne  s'annulent 
jamais  ensemble. 

On  peut,  en  ell'el,  dans  ces  conditions,  diviser  notre  intervalle  en 
un  nombre  fini  de  parties  (./',  ï,),  (;i,  ;.,),...  (is-i,  ^s).  (?,,  -r^)  dans  cha- 
cune desquelles  (extrémités  comprises)  l'un  des  déterminants  en  ques- 
tion ne  s'annule  pas  (-). 

La  variation  première  considérée  devra  encore  être  nulle  (n°  197  bis) 
si  nous  traitons  notre  problème,  non  plus  dans  l'intervalle  {x°,  x^), 
mais  dans  l'intervalle  (;,,,  x^).  Comme,  dans  cet  intervalle,  notre  théo- 
rie précédente  est  applicable  (si,  du  moins,  celui  des  déterminants  (i64') 
qui,  par  hypothèse,  y  est  constamment  différent  de  zéro  est  formé  avec 
des  indices  dont  l'un  est  i  =i  o)  les  équations  (/:)  seront  vérifiées  par 
un  certain  système  de  valeurs  (non  toutes  identiquement  nulles)  des  /  : 
d'où  movennant  les  équations  (A  ,  une  relation  identique  de  la  forme 

(VJo^fy.^^V,  4-...  -h7„r>^,)^,_^.,    =    (,y'„Ov,,+  r/ioVj  +  ...  +fy'„r>„)_^.^j^ 

où  les  q'i  sont  les  valeurs  des  f,/   pour  x  :=  :,. 

Le  premier  membre  étant  nul  dans  tout  le  champ  Iv,  il  devra  en 
être  de  même  du  second. 

D'autre  part,  l'un  des  déterminants  (lOZi)  est  dillérent  de  zéro  entre 
^  =  ;,_i  et  x  =  ç^,.  Dès  lors,  il  en  est  certainement  de  même  pour 
l'une  au  moins  des  quantités  q'i,  q'j-..  dont  les  indices  concourent  à  la 
l'ornialion  de  ce  déterminant.  Car,  si  l'on  avait 

n'.  =  1   -i/-"-  -^  }   ^9i^    ,  ,    /    ^'Ji.  _  o 

„,  —  /   ^5^0     ,    ;    ^f/i     ,  ,    /    ^9p  _  „ 


(')  Voir  lI.ui.N,  Math.  Ann.,  t.  LVIII,  p.    i '|0  et  suiv.,  spécialement  p.   i.")2. 

(^)  La  possiijilité  d'une  telle  division  se  démontre  par  le  même  procédé  que 
le  théorème  sur  Vimifornw  eoiUinnilc  des  fonctions  continues  (voir  p.  ex.  Golr- 
>vT,  Cours  dWnalvsf,  t.  1,  n»  70,  pp.  161-1G3)  :  si  cette  division  n'était  pas 
possible,  le  procédé  en  question  montrerait  rcxistence,  dans  l'intervalle  (j°,  .r') 
ou  en  l'une  des  limites  de  cet  intervalle,  d'une  valeur  de  x  pour  laquelle  tous 
les  déterminants  de  la  forme  indiquée  dans  le  texte  seraient  nuls. 
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on  aurait  aussi,  pour  x  =  ï,. 

Or,  si  les  déterminants  (i<')4')  ne  sont  pas  tous  nuls,  les  /  ne  peuvent 
pas  s'annuler  tous  pour  une  même  valeur  de  x  sans  s'annuler  identi- 
quement, en  vertu  des  équations  linéaires  du  premier  ordre  (les  équa- 
tions {E))  auxquelles  ils  satisfont. 

Soit,  par  exemple,  </',  ;zf  o.  \ous  voyons,  par  la  relation 

('/o^)'o   +•..+  'l'iV'l  +•■•    -i-   q'nOYn)j.  =  l^  =  O, 

que  À  devra  être  solution  d'un  problème  de  Mavor  analogue  au  pre- 
mier, mais  dans  lequel  l'intervalle  (x",  ç,)  est  substitué  h  (x'\  x')  et 
l'inconnue  ji  à  l'inconnue  jo- 

Comme,  entre  x  =  is—i  et  x  =  :,,  le  déterminant  (i<)4')  (dans 
lequel  la  valeur  de  i  est  celle  qui  vient  d'être  utilisée)  est  didérent 
de  zéro,  nous  pourrions  raisonner  sur  l'intervalle  (ç.ç^i,  ?,)  comme 
nous  l'avons  fait  sur  (^j,  x^)  ;  et  ainsi  de  suite  iusqu'à  x  ^^  x". 

Donc  l'existence  de  fonctions  /  vérifiant  les  équations  [E)  est  établie 
dans  chacun  de  nos  intervalles  partiels. 

Faisons  maintenant  usage  des  conclusions  du  numéro  précédent  : 
nous  voyons  que  les  l  devronl  être  continus  de  x  =  x^  à  x  =  ,'•',  si  les  r' 
le  sont.  C'est  ce  qui  restait  à  démontrer. 

Notre  raisonnement  ne  réserve  plus  maintenant  que  deux  cas  d'excep- 
tion : 

1°  En  un  point  x  ^  x'  de  l'intervalle  donné,  tous  les  déterminants  (i6!i') 
s'annulent.  —  .Si  Von  peut  trouver  pour  les  y  des  fonctions  de  «  satis- 
faisant toujours  aux  équations  (A)  et  admettant  en  a  (ainsi  que  les  y' 
correspondants)  des  dérivées  premières  continues,  ces  dérivées  doivent 
encore  (24  bis)  vérifier  les  équations  aux  variations  (K)  du  n"  198  :  Or 
entre  celles-ci,  on  peut,  pour  x  =  x' ,  éliminer  tous  les  y',  ce  qui  donne 
en  général,  une  relation  de  la  forme 

(i88)  r„y„  ^...  4-  r„y„  =  o. 

Si  x'  =  j'\  on  peut  dès  lors  dire  que  la  variation  de  Vq  est  nécessai- 
rement nulle  dans  le  champ  R  (du  moins  si  /■„  ;2f  o). 

Si  x'  <C  ^^,  les  raisonnements  précédents  montrent  que  les  équa- 
tions [E)  sont  encore  nécessaires  entre  :/:  ^^  x'  et  x  =  x^ .  Il  n'y  a 
plus  de  raison  pour  c[u'elles  le  soient  pour  x  <<  x' ,  puisqu'on  a,  de 
toute  façon,  la  relation  (i88). 

X  =  x'  est,  pour  les  écjuations  (A),  une  singularité,  quelles  que 
soient  les  p  +  i  quantités  v  qu'on  y  considère  comme  inconnues. 

2°  Pour  X  =  x\  tous  les  déterminants  (i04  )  dans  lesquelles  intervient 

l'indice  zéro  sont  nuls,  un  <les  autres  déterminants  (  1 04)  (  par  exemple 
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r^V?— -      ""    /  \  I  élant  di/férent  de   :cro.  —  Les  propriétés  des  dcter- 

D  (y '„_,„...  y  „)/  •" 

minants     montrent     aisément     qu'alors     les    p  -h  i    quantités     -f, 

(/i  =  o,  I,...  yj)  sont  nulles. 

(Ce  deuxième  cas  ne  peut  pas  se  présenter  dans  le  problème  de 
La  grange.) 

Nos  raisonnements  généraux  peuvent  se  recommencer  en  se  donnant 
les  variations  yo,  Yi.---  y,,_,,_i  et  déduisant  de  là  y,î— ;j  ,•••  y„  par  les 
équations  (k).  Le  champ  K  étant  encore  linéaire  au  sens  du  n"  201, 
pour  que  (yo)'  soit  nul  moyennant  les  conditions 

■     (yO'  =-  -  =  (y-.-.)'  =  (y-r-0'  =•••  (y«)'  =  o, 

il  faut  encore  cpi'll  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
(yo)')  (yi)S--)  (y»)^'  "vérifiée  par  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  y  qui 
vériflent  les  équations  (k)  et  s'annulent  pour  x  =  x°.  On  en  déduira, 
connue  précédemment,  l'existence  des  équations  (/?). 

Mais,  de  plus,   la  quantité  r/.,  =  j  /.  '•i" — y-...  -+-  l   *^"'''  )    est  tbrcé- 

ment  nulle.  Donc  on  est  toujours  en  présence  d'un  champ  singulier, 
de  sorte  que  les  écjuations  (/-J)  ne  sont  pas  suffisantes. 


215.  Les  équations  (E),  comme  celles  du  problème  isopérimé- 
trique,  et  aussi  la  formule  (y),  manifestent,  par  rapport  aux  diffé- 
rentes fonctions  introduites,  la  s\mctvie  que  les  considérations 
développées  aux  ^lOtions  préliminaires  (n"  7)  nous  faisaient  pré- 
voir. Il  est  clair  qu'on  obtiendrait  les  mêmes  extrémales  en  cher- 
chant l'extremum  de  (y,)'  par  exemple,  pour  (Vo)',  (vJS  {ysY-.--- 
{}'„)'  donnés  ainsi  que  (jo)*',  (ji)",---  (}'»)"• 

Cette  rcciproalé  peut  d'ailleurs  s'interpréter  géométriquement 
comme  nous  l'avons  fait  au  n"  8.  Considérons  x,  y„,  j,,--.  Jn 
comme  des  coordonnées  dans  l'espace  à  /(  -h  a  dimensions.  La 
courbe  ii  sera  tracée  dans  cet  espace.  Le  fait  que  y^4.i,  Y;;+o,...  jn 
peuvent  être  pris  arbitrairement  en  fonction  de  x  peut  être  exprimé 
en  disant  qu'une  telle  courbe,  solution  des  équations  différentielles 
{K),  est  déterminée  par  sa  projeclion  sur  un  espace  à  /i  — /)  +  i 
dimensions. 

Par  exemple,  pour  n  :=  i,p  =  o,  c'est-à-dire,  si  l'on  a  deux 
fonctions  y  et  2  de  a?  liées  par  une  équation  différentielle,  on  repré- 
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sentera  ainsi  une  courbe  de  l'espace  ordinaire,  laquelle  courbe 
sera  déterminée  lorsqu'on  donnei'a  sa  projection  sur  le  plan  des 
ic}'  (ainsi  que  la  valeur  de  z  en  l'un  des  points). 

D'un  point  kix"^,  r^",---  y«°)  quelconque  de  l'espace  à  n  -h  2 
dimensions,  partiront  une  inlinité  d'arcs  de  coiu'bes  satisfaisant 
^ux  équations  dilïérentielles  (A),  de  sorte  que  le  point  B  qui,  sur 
un  de  ces  arcs,  correspond  à  l'abscisse  x^  est  susceptible  d'occuper 
une  infinité  de  positions.  Si,  en  particulier,  ou  donne  toutes  les 
•coordonnées  de  ce  point  à  l'exception  d'une  seule  (jo)',  cette  der- 
nière variera,  soit  entre  —  00  et  -h  x  ,  soit  entre  certaines  limites 
déterminées.  Dans  le  second  cas,  le  point  qui  correspond  à  une 
valeur  extrême  de  la  dernière  coordonnée  décrit  évidemment  une 
surface  Ç)  de  l'espace  Ix  n  -h  2  dimensions,  laquelle  limite  la 
région  de  cet  espace  où  peut  se  mouvoir  le  point  B. 

Sous  cette  forme,  la  propriété  de  réciprocité  est  intuitive. 
Au  lieu  qu'un  point  B,  pris  à  l'intérieur  de  la  région  dont  nous 
venons  de  parler,  pourra  être  joint  an  point  A  par  une  infinité  de 
lignes  satisfaisant  aux  équations  différentielles  du  cliamp,  un  point 
pris  sur  la  surface  limite  ne  pourra  :  tout  au  moins  si  l'extremum 
•est  absolu  et  strict  être  joint  à  A  que  par  une  seule  (voir  n"''  1 
et  8)  de  ces  lignes,  à  savoir  une  extrémale  (-).  La  surface  limite  .ï 
•que  nous  venons  de  considérer  est,  comme  on  le  voit,  le  lieu  (sorte 
de  surface  conique)  des  extrémales  issues  de  A. 

On  peut  dire  que  la  formule  (y)  représente  l'équation  du  j)lan 
tangent  à  la  surface  ^. 

Plus  généralement,  considérons  toutes  les  courbes  IT,  vérifiant 
les  équations  ditTérentielles  données  (K),  qui  rencontrent  en  outre 
une  ligne  ou  une  multiplicité  F  fixe  r  fois  étendue  (/•  <^  n)  donnée 
par  des  équations  de  la  forme  {K)  (n»  213).  (Prenons,  par  exem- 
ple, comme  tout  à  l'beure  n  =  i  de  manière  à  avoir  des  courbes  ÎX' 


(')  Nous  appellerons  toujours  surface,  dans  un  espace  à  N  dimensions,  une 
multiplicité  définie  par  une  seule  équation  entre  les  N  coordonnées  ;  la  position 
d'un  point  variable  sur  une  surface  donnée  dépendra  de  iN  —  i  paramètres. 
.  (■-)  Si  la  variation  première  de  jo  s'annule  sans  qu'il  y  ait  extrcmum.  la 
surface  S  lieu  des  extrémales  issues  de  A  ainsi  obtenues  sera  une  enveloppe 
de  lignes  '£  issues  de  ce  point,  en  ce  sens  que  toute  multiplicité,  lieu  de  telles 
lignes  '£  et  qui  contient  une  extrémale  est  tangente  à  Z  tout  le  long  de  cette 
extrémale. 
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de  l'espace  ordinaire,  F  étant  alors  une  ligne).  On  verra,  par  le 
même  raisonnement,  que  ces  courbes  sillonnent  une  certaine 
région  de  l'espace  et  que  la  recherche  de  la  surface  qui  limite  cette 
région  équivaut  au  problème  de  Mayer,  le  point  mitial  (x'>,  j»,  ~o) 
étant,  non  plus  fixe,  mais  assujetti  à  décrire  l'.  Cette  surface  ^p 
sera  donc  le  lieu  des  extrémales  qui  rencontrent  transversalement 
n°  213)  r.  Son  plan  tangent  en  un  point  quelconque  sera  encore 
défini  par  la  formule  (y). 


215  /)is.  La  même  interprétation  géométrique  s'applique  aux  c/(on)/)s 
iinilaléraux  (n"  213  bis).  La  question  de  savoir  quels  sont  les  pointsB  de 
l'espace  que  Von  peut  joindre  à  un  point  donné  A.  par  des  chemins  satisfai- 
sant à  des  inégalités  différentielles  données,  reviendra  de  luême  à  une 
question  d'extremum. 

^lais  il  convient  d'observer  avec  M.  Zermelo('),  c[ne  la  réponse  à 
une  telle  Cjucslion  peut  être  totalement  modifiée  suivant  qu'on  admet 
ou  non  des  chemins  à  points  anguleux  (solutions  discontinues)  :  il 
suffît,  pour  s'en  convaincre,  de  considérer  le  problème  usuel  suivant  : 
((  Sur  une  surface  donnée  (par  exemple,  le  flanc  d'une  montagne) 
joindre  deux  points  donnés  par  un  chemin  dont  la  pente  ne  dépasse 
pas  une  valeur  donnée  ».  La  solution  peut  n'être  fournie  que  par  des 
chemins  en  lacets  {^). 


216.  Exemple.  —  La  combinaison  des  diverses  remarques 
précédentes  permet  quelquefois  de  simplifier  notablement  l'inté- 
gration des  équations. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  du  mouvement  d'un 
point  pesant,  avec  résistances  passives,  traité  dans  un  cas 
|)arliculier  par  Euler  et  Lagrange  et  dont  la  solution  pourrait,  le 
cas  échéant,  intervenir  dans  l'utilisation  des  chutes  d'eau. 


(')  Voir  la  noie  de  la  page  aji. 

(2)  Si,  dans  l'exemple  cilé  dans  le  texte,  on  assujettissait  la  pente  à  être 
<■</((/<;  à  une  quantité  donnée,  on  pourrait  néanmoins,  en  satisfaisant  a  cette 
condition,  aller  par  des  chemins  en  lacets  d'un  point  donné  A  à  un  point 
donné  B.  L'emploi  des  solutions  discontinues  aboutit  donc  à  ce  résultat  para- 
doxal de  permettre  la  construction  d'une  ligne  joignant  deux  points  donnés  et 
satisfaisant  à  une  équation  du  premier  ordre  donné.  Cela  tient  évidemment  à 
ce  que  cette  équation  difTérenticllc  fournit  deux  directions  possibles  pour  la 
tangente  en  un  point  quelconque. 
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Un  point  jx'sdnl  descend  s/ms  ri/rssc  inilinh'  [ou  avec  une  vitesse 
initiale  connue)  d'une  position  donnée  A  à  une  position  donnée  B 
■en  suicant  une  Vujne'i.  Il  est  soumis  à  F  action  du  frottement  et  à 
une  résistance  fonction  de  la  citesse.  Comment  doit  être  choisie  la 
ligne  iH  p(mr  que  le  point  matériel  considéré  arrive  au  point  li  avec 
la  vitesse  la  plus  yrande  possible  ? 

Nous  admettrons,  pour  simplilicr,  ([ue  la  trajecloiie  doit  être 
contenue  dans  le  plan  vertical  qui  contient  AB.  Soient  Ox,  Oy 
deux  axes  rectangulaires  dans  ce  plan,  le  premier  étant  vertical  et 

descendant;  s,  l'arc  de  la  courbe  compte  à  partir  de  A)  ;  «  =  (  .. 

le  carré  de  la  vitesse  ;  0,  l'angle  de  la  tangente  avec  Ox  ;  (j,  l'accé- 
lération due  à  la  pesanteur  ;  t:,  le  coefficient  de  frottement.  L'équa- 
tion du  mouvement  projeté  sur  la  tangente  —  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  l'équation  des  forces  vives,  —  donne 

( 1 89)  ^  du  =  g  f/.ï  _  [ 9  („)  4-  T  1N|  "I  ds 

en  prenant  pour  unité  de  masse  la  masse  du  point  considéré,  et 
en  désignant  par  (p(u)  la  résistance  fonction  de  la  vitesse.  N  est  la 
réaction  normale,  donnée  en  fonction  des  forces  agissantes  et  du 

rayon  de  covn-bure  l\  =  i^  de  la  trajectoire,  par  la  relation 

,  o  ,,  ,-  dy         n  .    .  da 

(189')  ^  =y^^^  +  j^  =  j;sm9  +  M^. 

Dans  le  cas  où  on  ne  fait  Intervenir  que  la  résistance  ©(«)  et 
non  le  frottement,  l'équation  (188)  se  réduit  à 

(^[(')  da  =  g  dx  —  o  [u]  ds  =  g  dx  —  cp  (;()  ydx-  H-  dy^. 

C'est  le  cas  traité  par  Euler  et  Lagrange.  L'équation  difTéren- 
lielle  donnée  ne  contenant  explicitement  ni  x  ni  y,  on  a  (n°  211) 
en  désignant  par  v.  un  multiplicateur,  les  deux  intégrales  premières 

\l^{'J- -{n)p^=consL 

.'90)  \  y 

'     l^'f  (")  7    =  const. 
qui  permettent  d'achever  l'intégration  sans  difficulté. 

Hadamard  —  Calcul  des  v.irialioiis  i-i 
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Il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'on  lient  compte  du  frottement. 
L'équation  difl'érentielle  est 


[K)  i  du  =  fjdx  —  cp  («)  \/dx-  -+-  dy-  q=  '  (f/  dv  -+-  udb). 

Si  l'on  V  remplace  S  par  sa  valeur  0  =  arc/(/  -,-.  elle  devient  du 

second  ordre.  On  obtient  donc,  pour  les  extrémales,  des  équations 
différentielles  qui,  même  intégrées  une  fois  fcomme  nous  l'avons 
fait  pour  7=0)  restent  du  troisième  ordre. 

216  bis.  Reprenons  au  contraire  la  relation  (K)  et,  au  lieu  du 
problème  de  Mayer  qui  nous  est  proposé,  savoir  : 

((  Trouver  le  maximum  de  la  valeur  finale  de  u.  lorsqu'on  donne 
«  la  valeur  initiale  de  cette  quantité,  ainsi  que  les  valeurs  initiales 
((  et  finales  de  x  et  de  y  » 

considérons  le  suivant  : 

((  Trouver  l'extremum  de  la  valeur  finale  de  y,  connaissant  sa 
«  valeur  initiale,  ainsi  que  les  valeurs  initiales  et  finales  de  u  et 
«  de  X  )) . 

Les  extrémales  ne  seront  i)as  changées. 

Or,  dans  ces  nouvelles  conditions,  nous  pouvons  admettre  qu'on 
se  donne  d'abord  arbitrairement  la  relation  entre  11  et  0  :  relation 
qui,  en  considérant  a  et  0  comme  des  coordonnées  dans  un  plan 
auxiliaire,  sera  représentée  par  un  arc  de  courbe  (')  6  aux  deux 
extrémités  duquel  a  aura  les  valeurs  initiale  et  finale  maintenant 
données)  «",  u^  Dès  lors,  l'équation  dillérenlielle  (A'),  pouvant 
s'écrire 

(191)  gdx  zf  -gdy  —  0(11)  ds  =      du  du  zii  dd 


avec 


d;c  =  cos6t/s,  dr  =^  sin  Bds 


(I)  Cet  arc  de  courbe  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  un  point,  le  niouvemenl 
étant  alors  rectiligne  et  uniforme  :  il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  pour  6  et  u 
deux  constantes  telles  que  </(cosO  =p  xsinG)  — ^  9(")  =  o.  Nous  n'entrons  pas 
ici  dans  l'examen  complet  des  restrictions  que  l'on  doit  imposer  à  C  pour  que 
les  équations  (191')  définissent  une  trajectoire  acceptable.  I^'unc  de  ces  restric- 
tions intervient  plus  loin  (n''  219). 
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permettra  de  déterminer  les  valeurs  finales  x\  y'  de  x  et  de  y  en 
fonction  des  valeurs  initiales  x°,  j"  par  les  intégrales  (prises  le 


long  de  l'arc  de  courbe  G  . 


r   cosO  (  ^  du  ±  THf/0  j 

V  ~''    ~~J    ^(cose::p:-usin6)— cp(u) 

î  r  sinO     -  f/u±THd8) 

f  yl  -  y«  ^         ^ ^ 

V  "^  •'     "      J    ^(cosOqztsinO)— -^(u) 

Les  courbes  cherchées  correspondent  à  l'extremum  d'une  de 
ces  intégrales  lorsqu'on  donne  la  valeur  de  l'autre,  par  conséquent 
à  l'exlremum  libre  de  l'intégrale 

'^"  du  ±  -zud^]  (l  cosO  +  m  sinG) 


♦>'    ii  =  »"  (/(cosO  qr  ■:  sin6)  —  »(«) 

où  /,  m  sont  des  constantes  (^). 

D'après  la  forme  particulière  de  cette  intégrale,  nous  savons 
(n°  66)  que  lextremum  en  question,  s'il  existe,  correspond  né- 
cessairement à  la  courbe  représentée  par  l'équation 

,       <       1   f>   /  /  cos6  +  m  sin6 

(>92) 


2  ô9  \^  (cos  9  qz  X  sin  6)  —  œ  («) 

dz  -:(/  cosG  -h  m  sin  6)  —  (  —, 5 , — ^r -^^  ) 

^  '  du  \g  (cos  e  zp  -r  sm  0)  —  f  (u)  y 

laquelle  se  réduit,  pour  t  r=  o,  à  celle  qu'avait  obtenue  Lagrange. 
L'équation  en  termes  finis  qui  lie  u  et  S  étant  ainsi  connue,  les 
intégrales  (191)  donnent  x  et  y. 

217.  Mais  nous  voyons  en  même  temps  que  le  problème  précé- 
dent. —  ou  plutôt  le  problème  primitif  auquel  nous  allons  reve- 
nir, maintenant  que  nous  avons  obtenu  les  extrémales  —  rentre 
dans  une  catégorie  exceptionnelle  (Cf.  n*'  155    où  les  conditions 

(')  Nous  introduisons  les  deux  constantes  /,  m,  lesquelles  n'interviendront 
dans  les  résnltats  que  par  leur  rapport,  parce  que  ce  rapport  est  susceptible  de 
devenir  infini,  chacune  des  constantes  l,  m  pouvant  devenir  nulle.  Ces  cons- 
tantes ne  sont  d'ailleurs  (à  l'ordre  prcsj  que  les  seconds  membres  des  équations 
(190)- 
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du  premier  ordre  ne  pcuvcnl  pas  être  toutes  vérifiées  en  mèine 
temps  (  '  ) . 

Observons  en  elTet  que  l'extrémale  définie  par  les  équations  pré- 
cédentes dépend  (outre  les  valeurs  initiales  x°.  f)  de  la  seule  cons- 
tante arbitraire  .  Son  extrémité  (x^,y^)  dépend  en  outre  de  la 
valeur  finale  ii^  de  u.  Si  l'on  écrit  que  les  intégrales  ii)i  )  ont  des 
valeurs  données,  les  deux  constantes  -  et  a'  seront  en  général 
déterminées.  Or  on  obtient  des  conditions  nouvelles  en  exprimant 
que  l'arc  d'extrémale  correspondant  annule  la  variation  première 
même  lorsque  x°,  y°,  x\  j'  restant  fixes,  on  varie  les  valeurs  ini- 
tiale et  finale  5"  et  5^  de  l'argument  0. 

Il  suffit  pour  cela  d'écrire  la  formule  aux  limites,  soit  ici  (com- 
parer encore  n°  155) 

(-Su^±Tu'o6A(/cosO'  +  msinO') 
^  -^  ^       "■  '  V.        .    .  j7(cose'=i=xsine')  — (p(H^) 

(  ^  ohO±-:»''^Ô9o\  (/cos  0"  +  m  sin  6°) 
~        r/(cose°=f:'usinO''j  — -^(u") 

Le  premier  membre  doit  être  nul  dans  nos  hypothèses,  ainsi 
que  ou*'  ;  on  a  donc 

(- 8u^  ±  Tuio6A(/cose' +  msineM  q-oo/;       ûo   .         •    aon 

\2  /  ^  '  _,_  xiroO^^/cosâ"  -H  msinO") 

(/(cos 6'  zpx  sine')  —  «?(«')  ~  "  j/(cosO«=pTsin0°)  — ç>(;0 

et,  en  la  résolvant  par  rapport  à  ou',  on  voit  que  o«^  ne  peut  pas 
être  nul  quel  que  soit  50 '  (du  moins  pour  t  ^  o)  si  l'on  n'a  pas 
a^  =  o. 

L'hypothèse  ii^  =  o,  —  incompatible  en  général  avec  les  équa- 
tions (191),  (192),  puisqu'on  disposerait  alors  du  seul  paramètre 

pour  vérifier  les  deux  équations  (191)  —  donnerait  évidem- 
ment, au  lieu  du  maximum  cherché,  un  minimum,  dû  à  ce  que 


('  )  Ces  problèmes  cessent  forcément  d'être  ordinaires  au  sens  du  n^  208. 
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l'inégalité    ii^  >  o   fait   évidemment   [)artic  de    la    (Irfmition   du 
champ. 

218.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  résis- 
tance G/(m).  L'équation  (192)  se  réduit  à 

,     ^ .  1    ù   //  cos  0  +  m  sin  9\  _,       /  cos  6  h-  m  sin  6 

^'^^^^  2  Se  \"cc)s6  zp  1  ?,\n¥  ,/    ~  ~  ^   cosO  ^  ^^înO"  ' 

et  donne  par  conséquent  Q  =  const.   Les  extrémales  sont  donc  des 
lignes  droiles. 

Nous  pouvons,  dans  ce  cas,  former  l'équation  du  jjroblème  par 
une  autre  voie,  en  laissant  décote  la  ligne  auxiliaire  C  pour  revenir 
à  la  ligne  [£  elle-même.  Si,  en  effet,  on  suppose  celle-ci  donnée, 
l'équation  (K)  est  (pour  o{u)  =  o),  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre  en  u,  et  nous  donne  en  y  prenant,  pour  fixer  les  idées, 
le  signe  siqDérieur) 

(195)  II'  =  e-'^^'  r««<?'^^V  2(/  j  e'-'-^^  {dx  -  xdy)^ 

5  étant  égal  a  arc  tg  i-  ■ 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  un  problème  d'extremum  libre. 

Mais  ce  problème  appartient  à  une  catégorie  à  laquelle  nous 
avons  fait  allusion  au  n°  159,  et  pour  laquelle  la  quantité  qui  doit 
être  extrema  dépend  : 

I"  d'une  intégrale  définie  du  type  étudié  aux  Chap.  I  et  II  ; 

2"  de  la  direction  de  la  ligne  d'inlégration  en  un  ou  plusieurs 
de  ses  points  (ici  ses  extrémités). 

Dans  un  problème  de  cette  nature,  il  est  en  général  impossible 
d'annuler  la  variation  première. 

Cela  résulte  de  ce  que  (58  bis)  pour  que  la  variation  de  l'inté- 
grale définie 


u-  ,,0 


3T  arc  Ig  y' 


(196)  e^TarcIgy    ^^  _  ^v^^^ 

J.rO 

qui  figure  au  second  membre  de  (19Ô)  soit  nulle  pour  a;",  y  , 
x\  j\  0^,  Q^  donnés  (et,  par  conséquent,  pour  que   o/t'  soit  nul 
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dans  les  mêmes  conditions)  il  faut  la  même  condition  que  si  6",  5^ 
étaient  variables,  savoir  que  ï  soit  une  extrémale  relative  à  l'inté- 
grale  en  question.  Ceci  donne  bien,  comme  nous  l'avons  trouvé 
tout  à  l'beure 

(197)  y'  =  const. 

Mais   de   plus,    il   faudra   encore  écrire  cjue  o«'  est  nul  pour 
80°,  oO'  ;zf  G.  Or,  moyennant  (197),  la  formule  (itjô)  donne 

et  l'on  voit  que  les  coefficients  de  oO",  06^  dans  l'expression  de  5j7i 
ne  peuvent  être  nuls  tous  les  deux  cjue  si  les  Altesses  initiale  et 
finale  u",  u^  sont  elles-mêmes  nulles. 


219.  Il  n'est  cependant  pas  exact  que  u^  ne  puisse  pas  en  géné- 
ral être  rendu  maximum  :  il  est  évident  au  contraire  qu'un  tel 
maximum  est  atteint  lorsque  le  point  (x\  y^)  est  situé  à  l'intérieur 
de  la  parabole  de  sûreté  n"  116}  relative  au  point  initial  {x^,  j'^) 
et  à  la  vitesse  initiale  «*^,  en  prenant  pour  trajectoire  ^,  la  para- 
bole que  devrait  suivre  un  mobile  pesant  libre  pour  aller  d'un  de 
ces  points  à  l'autre.  La  résistance  passive  de  frottement  a  alors  un 
travail  nul,  au  lieu  que  ce  travail  serait  négatif  dans  tout  autre 
cas. 

Ce  fait  n'est  nullement  en  contradiction  aAec  les  résultats  que 
nous  Amenons  d'obtenir.  Rappelons-nous,  en  effet,  que  l'équation 
(191)  représente  en  réalité  deux:  équations  différentielles  distinctes 
suivant  qu'on  y  prend  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur 
devant  les  termes  en  "-  et  que,  par  conséquent,  on  peut,  suivant  les 
cas,  avoir  affaire  à  deux  problèmes  de  Mayer  différents.  Nous  avons 
admis  provisoirement  que  le  choix  était  fait  une  fois  pour  toutes 
entre  ces  deux  problèmes. 

Or,  ce  choix  dépend,  en  fait,  du  signe  de  la  réaction  normale 
N  :  on  devra  prendre  les  signes  supérieurs  dans  les  formules  (191) 
à  (19G),  si  l'on  a 

(198)  N>o 
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et  les  signes  inrérieurs  si  l'on  a 

(198')  N  <  o. 

Les  Irajcctoiies  de  la  piemière  espèce  qui  sonl  à  gauche  de  la 
parabole  de  chute  libre  tangente  peuvent  être  appelées  sinislrorsiim, 
les  secondes,  celles  qui  correspondent  à  l'inégalité  (198),  trajec- 
toires dexirorsuin. 

Le  cas  intermédiaire  est  celui  où  l'on  a 

/  \  AT  f-^^'  " 

(•99)  ^  =  Î^^  +  R==°- 

Il  correspond  évidemment  aux  trajectoires  de  chute  libre  puisque 
-alors  la  force  de  liaison  disparait;  et  c'est  bien,  on  le  vérifie  aisé- 
ment, ce  que  représente  le  système  des  équations  (191'  (avec 
o{ii)  =  o)  et  (i()9). 

Les  paraboles  de  chute  libre  sonl  donc  situées  à  la  frontière  des 
champs  où  nos  deux  équations  ditlérentielles  (celles  qui  corres- 
j)ondent  aux  deux  signes  que  l'on  peut  adopter  dans  (191))  sont 
respectivement  valables.  De  telles  lignes  ne  satisfont  pas  en  général 
(ni  en  particulier,  dans  le  problème  actuel)  à  l'équation  diCFéren- 
tielle  des  extrémales,  mais  seulement  aux  conditions  relatives 
aux  variations  unilalérales,  telles  que  nous  les. avons  écrites  au 
n°  213  bis  ('  ).  Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  qu'une  parabole 
de  chute  libre  donnera  o«'  <<  o  pour  toutes  les  variations  accepta- 
bles. 

Ce  cas  est,  comme  nous  le  voyons,  le  seul  où  le  maximum  ne 
soit  pas  fourni  par  une  extiémale. 

Si  donc  l'extrémité  B  est  intérieure  à  la  parabole  de  sûreté  rela- 
tive à  A,  la  solution  est  donnée  par  l'une  quelconque  des  deux 
paraboles  de  chute  libre  qui  vont  de  l'une  à  l'autre. 

Dans  le  cas  contraire,  le  maximum  (en  admettant  qu'il  existe) 
ne  peut  correspondre  qu'à  une  ligne  composée  de  segments  d'ex- 
trémales,  —  c'est-j\-dire  de  segments  de  droites  —  et  d'arcs  de 
paraboles  de  chute  libre,  ce  dernier  cas  étant  forcément  (d'après 
les  considérations  précédentes^  celui  qui  se  présente  pour  les  deux 

(')  Les  relations  (198),  (lyS)  sont,   en  effet,   de»  inégalités  différonticUes, 
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portions  terminales,  celle  qui  aboutit  au  point  B,  et  celle  qui  part 
du  point  A  (sauf  si  la  vitesse  initiale  est  nulle)  ('  . 

Quant  à  la  droite  AB  elle-même,  elle  peut  fournir  et  fournit  en 
efTet  voir  liv.  III,  cliap.  III)  l'extremum  par  rapport  aux  lignes 
qui  sont  tangentes  à  cette  droite  en  A  et  en  B  (^  . 

220.  Bien  entendu,  ces  particularités  ne  se  présentent  pas  dans 
le  cas  de  Lagrange  ('  =  o)  :  les  termes  en  86°  et  oO'  disparaissent 
de  la  formule  aux  limites  ^iqS).  Celle-ci  se  réduit  à 

poSuo  _  pi,3„i  ^  /.Xxi  +  moyi  ^  (Rr«  +  moyO) 

P°  et  P'  n'étant  (comme  on  s'en  assure  aisément)  ni  nuls,  ni  in- 
finis en  vertu  des  équations  du  problème.  Donc,  pour  A  et  B 
lixes,  oii^  =  o  entraîne  bien  ott'  =rr  o. 

Si  A  et  B  sont  mobiles  sur  des  courbes  données,  on  doit  avoir^ 
sur  chacune  d'elles, 

/  o.r  +  /;}  0  V  =  G 

autrement  dit,  h's  lniKjcnlcs  à  CCS  courbes  c/ili-c  \,  li  doivcul  cire 
parallcics  cnlrc  cl/cs  :  résultat  également  obtenu  par  Lagrange. 

221.  Applications  analytiques.  —  La  formule  (y),  comme 
l'équation  correspondante  relative  aux  extréma  libres,  permet  de 
passer  de  l'étude  de  notre  système  difîéientiel  à  celle  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles. 

Partons  d'abord  du  problème  de  Lagrange,  et  posons  comme 
précédemment 

(200)  '!>=/'/.  {i=ï,...n) 

n 

(201)  II  =  y^  y',f„\  -./. 


(')  On  doit,  dans  le  problème  acliiel,  exclure  les  trajectoires  à  points  an- 
guleux, un  tel  point  donnant  (j\idcniment  lieu  à  des  chocs  qui  mettraient  ère 
défaut  nos  équations.  D'ailleurs,  si  on  admettait  de  tels  points  anguleux,  ea 
y  supposant  a  continu,  le  problème  cesserait  de  se  poser  :  sa  solution  serait 
fournie  par  une  suite  de  paraboles  de  chute  libre,  par  lesquelles  on  pourrait 
toujours  joindre  A  à  !?. 

(■-)  Au  contraire,  si  li  était  assujettie  à  avoir  en  A  ou  eu  li  une  tangente 
donnée  distincte  de  AB,  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'aucun  extremum  ne 
serait  possible. 
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Entre  les  n  -f-  i  équations  que  nous  venons  d'écrire  cl  les  /) 
équations  (A^i),  on  peut  éliminer  les  n  quantités  y't  et  les  /)  (junn- 
tités  /. 

Si  le  problème  est  ordinaire,  on  obtiendra  ainsi  une  seule  équa- 
tion exprimant  II  en  fonction  de  fji,  (j,,,---  oc,  Ji,...  Tn  :  autrement 
dit.  les  premiers  membres  des  équations  (A'i)  et  (-jog)  forment  un 
système  de  n  -i-  p  fonctions  indépendantes  par  rapport  aux  va- 
riables y'i,  Ih.  En  effet,  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  fonctions 
n'est  autre  que  le  déterminant  (  182)  du  n'^  208  (après  suppression 
des  lignes  et  des  colonnes  où  figure  l'indice  zéro). 

Moyennant  l'expression  ainsi  obtenue 

(aoa)  II  —  II  (71....  'y„,  Vi,...  v„,  x) 

de  II,  la  formule  ('/i)  (n"  212)  montre,  comme  au  cliap.  III.  que 
rinic'jrale 

considérer   comme  Joiiclion    des   ccordoinées  x.  Vi —  }'„   vérifie 
l'équallon  niLC  dérivées  pari  telles 

(2o3)         ,^  +  ii  ,:^..  ^.'-.yyi—y'"^ 


222.  Cberclluns,  d'autre  part,  les  dérivées  de  H  par  rapport  à 
nos  nouvelles  variables. 

On  remarquera  que  les  équations  (/vi)  peuvent  s'écrire 

^  =  0  (/(  =--  I.  2,...  i>) 

et  que,  par  conséquent ,  dans  la  différcntiation  totale  de  II,  ces 
équations  (A'i)  feront  disparaître  les  termes  qui  proviennent  de  la 
ditTérentiation  par  rapport  aux  /. 

Grâce  à  cette  circonstance,  nous  pourrons,  dans  cette  différcn- 
tiation, traiter  les  /  comme  des  constantes  (quoique  ce  soient  en 
réalité  des  fonctions  des  variables  précédentes)  absolument  comme 
on  peut  substituer  au  plan  tangent  de  l'enveloppe  celui  de  l'enve- 
loppée. 
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La  dillérenticllc  totale  de  U  sera  dès  lors  la  même  qu'au  n"  140 

■.(204)  dli  =  y^y'4qi  — fy.dji-- 

i 

Il  suit  de  là  que  nos  extiémales  vérifieront  encore  les  équations 
canoniques 

dyj  _  c>II  drj;  _  _  ôH 

^^^  dl  ~îyj,       '       dt-'       ô)-' 

223.  L'intervention  de  la  Jhjiiralivc  et  de  la  Jigumlricc  éclaire 
notablement  les  considérations  précédentes. 

X,  }'i,  Vi,...  Jn  étant  encore  considérés  comme  constants, 
j'i,  jo....  y  II,  /'o  seront  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  à 
/i  +  I  dimensions.  Les  y',  n'étant  plus  ici  indépendants  mais  liés 
par  les  équations  (Ai),  le  point  en  question  décrira  dans  cet  espace 
une  multiplicité  n  —  p  +  i  lois  étendue.  C'est  cette  multiplicité 
qui  sera  la  Jigwative. 

Prenons,  par  exemple,  pour  simplifier  les  représentations  géo- 
métriques, le  cas  de  deux  fonctions  inconnues  Vj,  jo  liées  par  une 
seule  équation  dilïérentielle 

La  figurative  sera,  dans  l'espace  ordinaire,  lieu  du  point 
(ji>  }''>'. /il)'  iine  courbe  définie  par  l'équation  (Ai)  de  sa  projec- 
tion sur  le  plan  des  y'i  y' 2  et  par  la  valeur  de  l'ordonnée  /u  corres- 
pondant à  chaque  point  de  cette  projection. 

La  transformation  de  Legendre,  définie  par  les  équations  (200), 
(201)  reviendra  encore  à  prendre  la  polaire  réciproque  de  celle 
figurative  par  rapport  au  paraboloïde 

(2C^)  y\^  +  y'J  —  2/0  =  O. 

On  voit  bien  ainsi  comment,  de  la  figurative  qui  est  une  courbe, 
nous  déduirons  une  surface,  celle  ([ui  est  représentée  par  l'équa- 
tion (202).  Cette  surface,  —  qui  est  encore  dite  la  fifjuralricc  — 
est  une  développable  :  les  différents  points  d'une  même  génératrice 
sont  les  pôles  des  différents  plans  qu'on  peut  mener  par  une  même 
ilangenle  à  la  figurative.  Les  quantités  qi,  q>,  11,  lorsqu'on  y  laisse 
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y,,  j'i  conslanls  el  qu'on  lait  ^a^iel•  le  mnlliplicalcur  /.  repré- 
sentent bien  le  pôle  d'un  [)lan  qui  tourne  autour  d'une  telle  tan- 
gente. 

Cette  interprétation  rend  évident  un  fait  qui,  sans  elle,  n'appa- 
raîtrait pas  immédiatemenl  sur  les  équations  (C).  Celles-ci  sont 
vérifiées  par  toute  solution  du  système  (Ai),  [Ei)  ;  inversement,  ces 
mêmes  équations  entraînent  bien  les  équations  {Ei).  Mais  en 
déduit-on  également  les  équations  dilTérentielles  données  (/v'i)? 

Il  est  maintenant  clair  qu'il  en  est  bien  ainsi.  Les  valeurs  des  y' 
tirés  de  (•îoV)  donnent  en  ctlet  (avec  la  valeur  correspondante  de  /ù) 
les  coordonnées  du  pôle  (par  rapport  au  paraboloïdc  analogue  à 
(2o5))  d'un  plan  tangent  quelconque  à  la  ligur;^<trice.  Ce  sont  donc 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  figurative.  Elles  vérifient  bien  les 
■équations  (Ai). 

223  bis.  De  plus  la  coiuliiion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fujuratrice  soit  une  surface  est  que  le  problème  soit  ordinaire. 

Ce  résultat  est  remarquable  en  ce  qu'il  est  identique  à  celui  qui 
a  été  obtenu  au  n"  140  1er. 

Nous  avons  donc,  sous  cette  forme,  le  même  énoncé  pour  une 
-question  d'extremum  libre  et  pour  une  question  d'extremum  lié 
prise  sous  la  forme  du  problème  de  Lagrange. 

Il  en  est  encore  de  même,  comme  nous  allons  le  voir,  pour  le 
problème  de  Ma  ver. 

224.  Venons  à  ce  dernier  problème.  Soit 

Z{X,   Vo,  Ti,...    Vn)  =  O 

l'équation  de  la  surface  ^  ou  Z^  considérée  au  n"  215.  Les  coeffi- 
cients de  son  plan  tangent  sont  proportionnels  à  ceux  qui  figurent 
dans  la  formule  (y).  Posons  donc 

(206)  'li^yf/,  (f  =  0,  I,...  n) 

(  i 

'/.  étant  une  nouvelle  arbitraire.  \ous  éliminerons  cette  inconnue, 
ies  rapports  mutuels  des  /  el  les  n  -\-  i  valeurs  des  y'  entre  les  n  +  2 
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relations  précédentes  et  les  />  +  i  équations  (A)  du  problème,  et 
nous  aurons  ainsi  une  relation  de  la  forme 

(208)  Il  =  Ho  (7,,.  qi,...  <]„'  .Ve„...   v„,  .r) 

(oii  Ho  est  évidemment  homogène  et  de  degré  i  par  rapport  îs 
fj„,...  q,i)-  De  même  que,  précédemment,  (208)  était  l'équation  aux 
dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  l'intégrale  /, 


00)  h  ilo     —  ,    —  .  •  •  •   .   Vo,. . .   )'„,  .T 


csl  l'cqualion  au.r  dérivccs  partielles  des  sur/hees  ^  on  ^p.  On 
verra,  comme  précédemment,  qu'on  obtient  ainsi  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation. 

D'autre  part,  de  la  fonction  IIo,  on  déduira  encore  les  équations 
du  problème  sous  la  forme  canonique. 

L'équation  (207)  donne,  en  elTet,  en  la  dillerentiant  et  tenant 
compte  de  /"=  o,  la  dinérenticlle  de  II  sous  la  forme  (2o4)  (au 
facteur  y.  près  par  lequel  seront  multipliés  les  termes  en  dji),  ce 
qui  suffit  pour  qu'on  ait  les  équations  canoniques. 

L'intégrale  générale  de  celles-ci  dépend,  comme  celles  des  équa- 
tions du  n"  208,  de  2/i  H-  2  constantes  arbitraires  alors  qu'il  n'en 
entre  que  2//  +  i  dans  la  solution  du  problème  actuel.  La  dernière 
constante  est,  comme  dans  le  cas  des  équations  du  n°  208,  un  fac- 
teur commun  constant  par  lequel  on  peut  multiplier  les  /. 

ha  fu/urallee  sera  ici  représentée  par  les  ('quations  (A').  L'équa- 
tion (209)  représentera  la  //(/urtilrice.  La  condition  pour  que  cette 
dernière  soit  défmic  par  une  seule  équation  est  précisément  que  le 
déterminant  (182)  soil  dillérent  de  zéro. 

Les  modifications  à  faire  subir  à  ces  calculs  et  à  ceuv  du  n"  221 
dans  le  cas  où  le  problème  est  pris  sous  forme  paramétrique  sont 
calquées  sur  ce  qui  a  été  dit  au  n"  140  bis.  On  aboutira  donc,  là 
encore,  à  une  équation  aux  dérivées  [)artiel]es  et  à  une  forme  cano- 
nique (')  des  équations  dillérentielles. 


(1)  Ces  ('qualions  seront  déduites  irtiric  fonction  li^,  qui  en  sera  une  intc- 
grule  et  devra  avoir  la  valeur  zéro,  ce  qui  diminuera  d'une  unité  le  nombre 
des  constantes  d'intée;ralion. 
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225-  A  l'aide  de  ces  données,  nous  sommes  on  mesure  de  compléter 
les  lésultats  obtenus  aux  n"^  147-148  bis. 
Soit  l'équation  aux  dérivées  partielles 

débarrassée  de  la  fonction  inconnue  et  résolue  par  rapport  à  la  dérivée 
.  Ecrivons  les  relations 

(2ii)  yi  =  ^        (^  =  *'  ^•••-  ")• 

Si  ces  écjualions  peuvent  être  résolues  par  rapport  aux  n  quantités  ry,, 
elles  nous  serviront  à  exprimer,  en  fonction  de  ./■,  des  v  et  des  y' ,  la 
quantité 

(2  12)  /„  =     ^   fli     —    li. 

On  intégrera  alors  notre  équation  aux  dérivées  partielles  par  la  mé- 
lliode  exposée  au  n°  147,  en  résolvant  le  problème  de  l'extremum  libre 

de  l'intégrale    1  J^dx-   Ce  problème  est  d'ailleurs  ordinaire  an  sens  du 

n"  59  (sans  quoi  les  rji  ne  seraient  pas  des  variables  Indépendantes)  et, 
par  conséc[ucnt,  les  considérations  développées  à  l'endroit  cité  sont  cer- 
tainement applicables. 

Supposons,  au  contraire,  cpie  le  liessien  J6  de  H  par  rapport  àr/i...,  q,, 
soit  nul.  Alors  la  surface  représentée  (H,  qi...  ry„  étant  les  coordonnées) 
par  réc|uation 

(3l3)  H  =  II(7„...ry„) 

aura  pour  polaire  réciproque  non  plus  une  surface  définie  par  une 
seule  équation  ('),  mais  une  multiplicité  (par  exemple,  une  courbe, 
si  71  =  3)  représentée  : 

1°  Par  un  certain  nombre  de  relations 

{K)  fjk  (y'  I , . . . ,  v',.,  y , , . . .  _)'„ ,  x)  =o  (/(  =  1 ,  2 , . . .  p) 

entre  les  y'  ; 

2°  Par  une  expression,  en  fonction  de  ces  variables,  de  la  cjuantité/g, 
premier  membre  de  (212). 


(')  Comme  la  polaire  réciproque  d'une  ligne  ou  d'une  surface  peut  être 
rejetée  tout  enlière  à  l'infini,  il  y  a  lieu  de  remarquer  que  cette  circonstance 
est  impossible  ici,  ainsi  que  le  montrent  les  équations  (21 1). 
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Nous  intégrerons,  en  (jènêral,  noire  équation  aux  dérivées  partielles  par 
la  résolution  d'un  problème  de  Lagrange,  celui  qui  est  relatif  à  l'extre- 

mum  de  l'intégrale    /  f^/lx  moyennant  les  équations  [h). 

De  plus,  les  calculs  auxquels  nous  sommes  ainsi  conduits  en  fm  de 
compte  sont  entièrement  identiques  à  ceux  que  nous  avions  obtenus 
précédemment  pour  3-ê  ;zf  o.  Dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  on  est 
ramené  à  l'intégration  du  système  canonique  (C). 

On  peut  donc  dire  que  dans  ces  conditions  la  méthode  de  Jacobi  ne 
subit  aucune  modification. 

Toutefois  pour  qu'elle  soit  applicable,  il  faut  : 

1°  Que  le  déterminant  fonctionnel  des  quantités  g  par  rapport  à  /), 
convenablement  choisis,  des  v'  soit  en  général  dilférent  de  zéro.  Il  en 
est  toujours  ainsi,  car,  d'après  la  manière  même  dont  elles  sont  obte- 
nues, les  relations  (A)  ne  sauraient  entraîner  de  relation  entre  les 
variables  x  et  r  ; 

2"  Que  le  problème  de  Lograngc  en  question  soit  ordinaire.  Celte 
condition  est  également  toujours  vérifiée  :  nous  avons  vu  en  effet 
qu'elle  revient  à  dire  que  la  figuratricc  est  représentée  par  une  seule 
équation.  Or,  c'est  ici  cette  é(|uation  unique  qui  est  donnée  à  priori; 

3"  Que  l'on  puisse  faire  passer  une  exlrémale  par  deux  points  arbi- 
trairement choisis  de  l'espace  à  /î  -h  i  dimensions;  autrement  dit,  que  le 
déterminant  fonctionnel  des  2 /î  équations  de  condition  ainsi  écrites  par 
rapport  aux  2/1  constantes  arbitraires  dont  dépend  l'intégrale  générale 
des  équations  (G)  soit  en  général  dilférent  de  zéro. 

Or  nous  verrons  au  Livre  IV  cjue  (lorsque  le  problème  est  ordinaire) 
le  déterminant  fonctionnel  en  question  ne  peut  être  nul  tout  le  long 
d'une  extrémale  déterminée  que  si  celle-ci  rend  le  cliamp  donné  K 
singulier. 

Cette  circonstance  devrait  dans  le  cas  actuel  se  présenter  pour  toutes 
les  extrémales  du  problème. 

Autrement  dit,  notre  méthode  ne  sera  en  défaut  que  dans  le  cas  où 
les  extrémales  du  problème  de  Lagrangc  coïncident  avec  celles  du  pro- 
blème de  Mayer  correspondant  aux  équalions  (A). 

226-  De  tels  cas  peuvent  d'ailleurs  elfcctivement  se  présenter.  Les 
solutions  du  problème  de  Maver,  lesquelles  dépendent  de  3  n  —  1  cons- 
tantes arbitraires,  comptent  alors  chacune  pour  xi  solutions  du  pro- 
blème de  Lagrange  (')  (dilTéranl  entre  elles  par  les  valeurs  des  /). 

C'est  ce  qui  arrive  forcément  si  H  est  liomogène  et  du  premier  degré  par 
rapport  à  ry,,  ^yo,...  q„.  La  quantité  /i,  définie  par  la  formule  (2i'i)  est 

(')  I>e  singularité  qui  so  présente  est  celle  du  n"  205  bis  et  non  celle  du 
n°  205.  Dans  le  problème  de  Lagrange,  en  effet,  la  quantité  70  se  réduit  à  /q. 
Or  pour  une  solution  quelconque  dos  équations  (E)  (et,  par  conséquent,  sur 
une  e.xtréinale  arbitraire),  /q  a  une  valeur  (constante)  arbitraire. 
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alors  visiblement  nulle,  de  sorte  que  la  fonction  f  du.  problème  de  La- 
grange  se  réduit  bien  à  celle  du  problème  de  Mavcr. 

SI  maintenant  nous  nous  reportons  à  ce  cpii  a  été  dit  au  n°  148  his, 
nous  voyons  qu'en  faisant  disparaître  la  fonction  Inconnue  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  |)ar  la  transformation  (117),  on  aboutira 
nécessairement  à  une  équation  présentant  la  singularité  en  question. 

227.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  cas  où  H  est  homogène  et  de  premier 
degré  n'est  pas  le  seul  qui  mettte  en  défaut  la  méthode  du  n"  225. 

Soient,  par  exemple,  /„,  /i  deux  Intégrales  définies  dont  l'extremum 
libre  conduit  aux  mêmes  extrémales,  —  telles  que  (voir  la  note  (.))  de 
la  page  1.38,  n"  144) 


21/, 


(/o  =  J/o(/) 


ilx 


da 


Le  problème  de  l'extremum  de  Iq  pour  une  valeur  donnée  de  /]  pré- 
sentera précisément  la  singularité  qui  nous  occupe. 

Si  (comme  il  arrivera  en  général)  ce  problème  est  ordinaire,  il  cor- 
respondra à  une  éc|uallon  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  la  méthode 
de  Jacobi  ne  s'appliquerait  plus  directement. 

On  généralise  d'ailleurs  hnmédialement  l'exemple  (2i4)  au  cas  d'un 
nombre  quelconcj[ue  de  variables  :  il  suffit  de  considérer  deux  (ou  plu- 
sieurs) Intégrales  /„,  /j  dans  lesquelles  la  quantité  sous  le  signe    I    ne 

contienne  que  les  dérivées  (et  non  pas  les  variables  elles-mêmes). 
Par  exemple,  pour 


:2i4') 


les  équations  dllïérentielles  des  extrémales,  soit 

(E) 
donneront 

(2X5) 


d 

dx 

J/jl)  = 

:  0, 

d 

û(/o  + 

M=. 

■      0 

dx 

^z' 

-4 

=  a 

-'E; 

=  ^ 
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(a,  3,  /  ôtant  dos  constantes)  :  d'où,  en  général 
y'  r=:  :'  r=  const. 

Les  droites  ainsi  obtenues  seront  des  extrémales  libres  pour  /, ,  c'csl- 
à-dirc  des  singularités  du  champ. 

Il  Y  aura  exception  si,  pour  des  valeurs  particulières  de  /,  «,  ^,  les 
deux  équations  (21 5)  se  réduisent  à  une  seule.  Elles  seront  alors  véri- 
fiées par  des  courbes  dépendant  de  fonctions  arbitraires  (y  pouvant, 
par  exemple,  être  pris  arbitrairement  en  fonction  de  x)  et  qui  seront 
des  solutions  singulières  (^)  des  équations  (E),  pour  lesquelles  par  con- 
séquent (si  le  problème  est  supposé  mis  sous  la  forme  de  Ma  ver),  le 
déterminant  (182)  s'annule. 

Ces  solutions  singulières  des  équations  [E)  sont  ici  les  seules  extré- 
males qui  ne  soient  pas  (en  général)  des  singularités  du  champ.  Toutes 
les  solutions  (singulières  ou  non)  des  équations  [E)  annulent  d'ailleurs 
la  variation  première  de  /„  dans  les  conditions  indiquées,  et  sont  les 
seules  à  l'annuler,  conformément  à  notre  théorie  générale. 


228.  Exemple.  —  Ce  curieux  cas  d'exception  intervient,  en 
particulier,  clans  le  problème  suivant,  dont  M.  Kneser  a  signalé  la 
solution  donnée  par  \ieiile('')  en  i85i  : 

Elanl  donnés  deux  plans  parallèles,  mener  entre  eux  une  U<jne 
de  longueur  donnée,  (elle  que  l'aire  de  la  surfarc  eylindriffde  ayant 
eette  ligne  pour  directrice  et  pour  rjénéralrices  des  perpendiculaires 
terminées  aux  deux  plans,  soit  maxima  (on,  ce  qui  revient  évidem- 
ment au  même,  telle  que  la  longueur  de  sa  projection  sur  l'un  des 
plans  soit  maximay 

Il  étant  la  longueur  de  la  ligne  cherchée  ;  /„,  celle  de  sa  projec- 
tion sur  l'un  des  plans  (pris  pour  plan  des  xy),  on  aura(^) 

7,  —  j  v^i  -f-  y'-  -h  z"'dx,  /o  ::^  I  s^î'^y^dx. 


(*)  En  cITct,  si  une  solution  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires 
n'est  pas  singulière,  les  solutions  voisines  ont  nécessairement  le  degré  de  géné- 
ralité donné  par  les  théorèmes  fomlamcntaux  de  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles, c'est-à-dire  dépendent  de  constantes  arbitraires. 

(')  Vieille,  Cours  Comph'mcnlaire  d'Analyse  et  de  Mécanique  rationnelle  ;  l'aris 
l85i,  p.   118;  Kneseu,  Hncyclop.  dcr  Malh.   Wiss.  II  A  S  p.  58'|. 

(3)  Nous  prenons  x  comme  \ariahle  indépendante,  afin  de  ne  pas  changer  les 
notations  des  numéros  pn'cédenls.  Il  est  clair  qu'il  faudrait  employer  ici  la 
forme  paramétrique  (voir  la  note  suivante). 
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Les  équations  (2i5),  soit  ici 

ly'  _  JL  _  _ 


273 


Iz' 


v/l    +  j'^  -h  Z'"2 


?. 


définissent,  en  général,  des  lignes  droites,  mais,   pour  toutes  les 
valeurs  de  a,  j3,  /  qui  vérifient  les  relations 

a  =  o,         I  ±  /\/i  —  jï-  =  o 

elles  se  réduisent  à  une  seule 


\/i 


zzn  =  const. 


/2 


qui  définit  les  Aiaies  solutions  du  problème  (les  lignes  droites  étant 
celles  de  ces  solutions  qui  sont  en  même  temps  singularités  du 
champ). 

On  voit  que  ces  solutions  sont  des  hélices  tracées  sur  des  cy- 
lindres parallèles  à  l'axe  des  z  et  de  forme 
d'ailleurs  quelconque. 

Ce  résultat  apparaît  d'ailleurs  a  priori, 
en  remplaçant  la  question  posée  par  la 
question  inverse  :  minimum  de  /i,  lors- 
que h  est  donné. 

En  effet,  sur  un  cylindre  donné,  le 
plus  court  chemin  entre  deux  points  est 
une  hélice,  et  la  longueur  ly  de  cette 
hélice  ne  dépend   que   de   la   différence 

d'ordonnée  de  deux  points  (qui  est  ici  constante  et  égale  à  la  dis- 
tance de  nos  deux  plans)  et  de  la  longueur  de  l'arc  de  section 
droite  correspondant.  Si  cette  dernière  quantité  /,)  est  également 
donnée,  la  forme  de  la  section  droite  n'a  pas  d'influence  sur  la  va- 
leur de  /i  et  peut  être  choisie  arbitrairement  sans  cesser  de  fournir 
le  minimum. 


FlG. 
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2't/j  €aixll  des  variations 

Ce  minimum  correspond  d'ailleurs  (cf.  notions  préliminaires, 
n°  8  bis)  au  maximum    ')  de  /,,  quand  on  donne  A. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  correspondant  à  la  catégorie 
de  problèmes  considérée  au  n"  227  sont  évidemment  celles  qui  pos- 
sèdent la  double  propriété  :  i"  que  le  bessien  %  de  H  est  nul  : 
2"  que  les  dérivées  partielles  y  figurent  seules,  à  l'exclusion  des 
variables  (-). 


229.  Il  existe  donc  une  infinité  d'équations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  l'objection  de  M,  Mayer  (n""  148-148  bis)  s'applique. 

Mais  M.  Darboux  a  montré  (•*)  que  rinsuifisaiicc  de  la  méthode  de 
Jacobl  n'est  qu'apparente  et  qu'on  peut  appliquer  cette  méthode  de 
manière  à  ce  qu'elle  ne  soit  jamais  en  défaut. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  l'objection  dont  il  s'agit  met  en  défaut  la 
détermination  de  l'intégrale  complète  indiquée  précédemment,  elle  est 
sans  Influence  sur  celle  de  l'Intégrale  générale. 

Etant  donnée,  en  effet,  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(210)         "J^'  4-  II(7i,  <ii,.-.  'In,  .Vi,...  }'„,  a-)  =  o,        fji  =  ^ 

formons  le  système  canonique  correspondant, 

iC\  -j^  =  — ,  /= ,         (i=l,2,...n) 

^    ^  dx        èqi  dx  oji  ^  ^ 

dont  l'Intégrale  générale  sera 

(216)  V,  =  r,,{x,  x\  f„  ,f,),       7,  =  y.,{x,  x\  Y%  9\) 


(')  Si  nous  avions  employé  la  l'orme  paramétrique,  nous  aurions  également 
trouvé  la  solution  x  =  const.,  j  =  const.  Celle  solution  fournit  (cf.  Vieille, 
hc.  cit.  p.  120)  le  ininiiniiin  (égal  à  zéro)  de  /,),  le  chemin  correspondant  étant 
formé  de  segments  de  la  droite  en  question,  parcourus  alternativement  dans  un 
sens  et  dans  l'autre  (cf.  n"  183)  de  manière  à  former  une  longueur  tolale 
égale  à  /i. 

(■-)  Pour  le  problème  de  Vieille  traité  en  dernier  lieu,  on  a 


-  ^(i-^v '-'•')- 


r 


où  fy  =^  -7-,  r  =  j  ,  s  =  -r  .  /  étant  une   variable  égale    (sur  une  exbrémale)  à 
^/i  -\- y"^  -\-  z"-dx   et    introduite    conformément   à  ce   qui   a   élé    dit   au 

n"  191  {1"). 

(•*)  Bull.  Se.  Malh.  i"  série,  t.  VIII,  p.  a'iij. 
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■OU,  ce  qui  revient  au  même 

(21G')         yr  =  T„.(.r«,  T,  j,,  .y,),        q^  "-=  /.  K,  -x,  J',-.  7,). 
Si  nous  formons  l'intégrale  définie 

(217)  ^  =   f^  /o^^-'-  =   r   (^  qi  '"  -  h)  dx  =  I{x\  X,  r,  .y,) , 

on  aura,  en  toute  hypothèse  (et,  en  particulier,  indépendamment  de  la 
possibilité  de  joindre  deux  points  par  une  extrémale) 

(2 1 8)  0/  =  V  ,j.?,y_  _  iioo;  —  i^q^oy,''  —  R^'oxA 

car  le  calcul  direct  (')  de  0/  ne  peut  (comme  nous  l'avons  déjà  remar- 
qué au  n'  148)  donner  d'autre  résultat,  puisque  la  formule  précédente 
est  vraie  toutes  les  fois  que  M,  liessien  de  II,  est  différent  de  zéro.  Ce 
calcul  est  d'ailleurs  celui  qui  a  été  fait,  dans  toutes  les  suppositions 
possibles,  au  chap.  lll  et  dans  celui-ci. 

Supposons  que  H  n'est  pas  homogène  et  du  premier  degré  (de  sorte  que /' 
n'est  pas  nul  en  général). 

Soit  alors 

(219)  «(j'i,  ...  ,  r„,  x) 

une  solution  déterminée  quelconque  de  (210).  Si  se  donnant  x  et  les  y, 
on  calcule  les  valeurs  correspondantes  de  u  et  des  dérivées  partielles  qi  à 
l'aide  de  la  solution  en  question,  à  ce  système  de  valeurs  de  x,  des  y,, 
des  qi  et  de  n,  on  pourra  faire  correspondre  un  point  parfaitement  dé- 
terminé [x^,  ji^,...,  y„°)  de  l'espace  à  «  -t-  i  dimensions  comme  il  a  été 
expliqué  au  n°  146-  Il  suffira  d'écrire  les  équations  (216')  en  détermi- 
nant x°  par  l'équation 

(217')  /(x",  rB,  qt,  Yi)  =  u 

ce  qui  est  possible  si  u  est  suffisamment  petit  (^),  dès  que/^    —  ;zf  o. 

dx^ 

Or,  si  l'on  choisit  ainsi  x",  v°,  q°,  en  tous  les  points  de  la  surface 
intégrale  qui  représente  la  fonction  (219),  la  formule  (218)  donne,  en 
remarquant  que  —  11,  qi,...  q,t  sont  les  dérivées  partielles  de  u, 

(2 :2o)  ^"  q^iyr  —  H°r>o  =  o. 


(^)  GoLRSAT,  Equations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  cli.  vi. 
(^)  Sur  cette  restriction,  voir  n°  146,  page  lOi. 
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On  en  déduit  : 

1°  Qu'il  existe  entre  j-'*,  r/',...  v,/',  une  ou  plusieurs  relations 

(221)      cp,^(x°.  y,«....  y,,'')  =:  o  (v  =  I,  2,...  r;  i  <  ,•  <  n  4-  i)  ; 

indépendantes  de  :c  et  des  y,  c'est-à-dire  qui  restent  les  mêmes  en  tous 
les  points  de  la  surface  intégrale; 

2°  Qu'il  existe,  en  chacun  de  ces  points,  ;•  quantités  /»,,  ...  m,  telles- 
que 


;222) 


—  H^'  =  —  11(7/',  q./\...  .y„",  v,°,...   v„^  x")  -      >    /», 


^-,         00, 


d.r 


,,0 


(ces  dernières  équations  exprimant,  au  point  de  vue  du  calcul  des  varia- 
tions, que  l'extrémale  définie  par  les  équations  (21G)  est  transversale  à 
la  multiplicité  (221)). 

On  devra  donc  éliminer  k's  on  -h  r  -h  i  quantités  :c^,  v",  fji^i'lifUh, 
entre  les  3n  -\-  r -h  2  relations  (216'),  (217'),  (221),  (222).  La  multipli- 
cité (221)  sera  choisie  arbitrairement  sous  la  réserve  que  l'élimination 
ainsi  opérée  conduise  à  une  seule  équation  (')  (ce  qui  est  certainement 
possible,  puisque  l'équation  (210)  admet  des  solutions). 

229  bis.  Toutciois,  les  calculs  précédents  peuvent  être  en  dél'aut  pour 
deux  raisons  : 

1°  Bien  quey"=  ^(ji Il  ne  soit  pas  identiquement  nul  pour 

toutes  les  valeurs  de  .t,  r,,  ^,,  il  peut  arriver  que  la  fonction  considérée 
u  véiilie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(210  )  /  =  z^fli 11  =  o, 

cette  relation  ayant,  par  conséquent,  lieu  quels  que  soient  .t,  r,. 

(')  Si  l'éliminalion  en  question  conduisait  à  plusieurs  équations  entre 
X,  jj,  ...  Y.i,  H,  on  aurait  ainsi  une  intégrale  au  sens  généralisé  (voir  la  note 
suivante)  de  l'équation  (210). 

On  évitera  toujours  cette  circonstance  si  Ion  prend  /•  =  i,  la  multiplicité 
représentée  par  l'équation  (unique)  (asi),  jointe  à  h  =  o  ne  donnant  pm  une 
intégrale  de  (210)  (c'est-à-dire  étant  telle  que  la  relation  (^ao)  (n°  229  bis) 
ne  soit  pas  une  identité  en  /)ii).  Cette  manière  d'opérer  donne  d'ailleurs,  — 
pourvu  qu'on  y  ajoute  au  résultat  obtenu  une  constante  arbitraire  — •  l'inté- 
grale (proprement  dite)  la  plus  générale  de  (210)  qui  ne  satisfasse  pas  à  l'équa- 
tion (a  10')  du  n°  229  Ijis. 
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On  voit  donc  que  notre  inèlliodc  ne  s'applique  pas  aux  inl.égrales  cnni- 
mimes  à  Véquation  (aïo)  et  a  l'équation  (210'). 

Ceci  ne  concerne,  comme  on  voit,  que  des  intégrales  exceptionnelles 
d'équations  exceptionnelles. 

2°  Notre  solution  est  illusoire  si  les  relations  (21G'),  (ai-'),  (221), 
(222)  ne  sont  pas  distinctes. 

Mais  si  l'on  remplace  les  équations  (21G')  par  les  équivalentes  (21O), 
chacune  d'elles  conlient  une  variable  qui  ne  figure  pas  dans  les  autres. 
11  en  est  de  même  de  (217').  Quant  aux  équations  (22  i),  elles  sont  évi- 
demment distinctes  par  définition. 

Seules,  les  n  -\-  i  équations  (222)  pouraient  se  réduire  à  n. 

Les  n  premières  d'entre  elles  sont  encore  évidemment  distinctes  les 
unes  des  autres  et  des  équations  (221),  pour  la  même  raison  que  tout 
à  l'heure. 

Reste  donc  le  cas  où  la  n  -h  i*""^  serait  conséquence  des  autres,  c'est- 
à-dire  où  les  équations  (221)  entraîneraient 

^-^      ô.r-  L— ^      ôv/'         "-^      ôv„°  J 

cette- dernière  relation  étant  une  identité  par  rapport  aux  m.,. 

Une  telle  circonstance  admet  une  interprétation  simple  si  l'on  fait 
intervenir  la  notion  d'intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
au  sens  généralisé  que  lui  a  donné  Lie  (')  :  elle  exprime  que  la  multi- 
plicité ponctuelle  P  représentée  par  l'ensemble  des  équations  (222)  et 
de  l'équation  h  =;  o  définit  (-)  une  telle  intégrale  pour  l'équation 
(210). 

On  peut,  en  général,  éviter  cette  particularité  en  remplaçant,  au 
besoin,  u  par  u  +  C'°  (comparer  fin  du  n°  146).  Mais  il  peut  en  être 
autrement  dans  certains  cas  exceptionnels.  (Je  seeond  cas  d'exception  (^) 
rentre  d'ailleurs  dans  celui  que  nous  avons  indiqué  en  premier  lieu.  Si,  en 
effet,  dans  la  relation  (228),  identique  par  rapport  aux  m^,  on  multi- 
plie les  valeurs  de  ces  dernières  quantités  par  un  même  paramètre  X, 
■et  qu'on  dérive  par  rapport  à  1,  on  trouve  que  les  seconds  membres 
•des  éc[uations  (222)  vérifient  non   seulement  la  relation  (210)  mais 


(1)  Voir  (lOLusAT,  Equations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  chap.  X 
(spécial.  n°^  87,  90). 

(-)  Au  sens  expliqué  dans  (ioursat  [toc.  cit..  n"  89)  :  une  intégrale  de  (3io) 
sera  donnée  par  la  multiplicité  ^[„  correspondant  à  la  multiplicité  ponctuelle  P. 

(3)  Soit  S  un  système  en  involution  (Goursvt,  toc.  cit.,  ctiap.  ^  III)  d'équa- 
tions homogènes  par  rapport  aux  dérivées  partielles.  Si  l'équation  ('2io)  est 
une  conséquence  algébrique  des  équations  de  ce  système,  elle  admettra  toutes 
les  solutions  de  S.  De  telles  solutions  (qui  sont  particulières  si  l'équation 
n'est  pas  elle-même  homogène)  présenteraient  notre  second  cas  d'exception  : 
ce  sont  les  seules. 
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aussi  (210'),  de  sorte  que  cette  deinière  équation  admet  aussi  pour 
intégrale  la  multiplicité  P,  ainsi  que  toutes  celles  qu'on  en  déduit  en 
changeant  u  en  «  -+-  C'°. 

Notons  d'ailleurs  qu'en  opéiant  comme  il  va  être  expliqué  pour  les 
équations  homogènes,  c'est-à-dire  en  recherchant  la  relation  entre  a-, 
r,  et  V  sans  supposer  cette  relation  résolue  par  rapport  à  ii^les  excep- 
tions précédentes  peuvent  toujours  être  évitées. 

230-  Si  11  est  une  fonction  homogène  et  du  premier  degré  en  <{{,...  ([n, 
nous  n'aurons,  pour  intégrer  notre  équation  aux  dérivées  partielles 
qu'à  recourir  non  plus  à  la  méthode  du  n"  221,  mais  à  celle  du  n"  224. 

En  même  temps  que  l'équation  (axa)  nous  donnera  yô  =  o,  les 
équations  (2x1),  enti-e  lesquelles  on  n'aura,  en  réalité,  à  éliminer  que 
les  rapports  des  rp,  nous  donnei'ont  une  ou  plusieurs  relations 

(^0  ()h  (  V'i , . . .   y '„,  J'i , . . .    Yn,  -r)  =  O 

entre  les  y'  et  les  variables  x,  y.  Le  problème  de  Ma  ver  défini  par  les 
équations  (A^  aura  sa  figuratrice  représentée  par  l'équation  donnée. 
Celle-ci  sera  celle  à  lacjuelle  on  parviendra  en  appliquant  au  problème 
en  question  les  calculs  du  n°  224. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  (iiG)  du  n"  148  bis  et  l'équa- 
tion (xi6)  qui  lui  correspond  par  la  transformation  (117)-  On  pourra 
leur  faire  correspondre,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  un  proLlèiue 
de  Mayer,  et,  par  conséquent  (n"  215),  une  surface 

^x,  y,  z  ;  .T°,  /,  .«)  ==  o 

lieu  des  extrémales  issues  d'un  point  fixe  x°,  y^,  z^  arbitraii'e.  1  sera 
une  surface  intégrale  de  l' équation  (lit)')  et  l'on  en  déduira,  comme 
d'habitude,  l'intégrale  générale. 

Enfin  toute  intégrale  de  (iiC)  renfermant  une  constante  arbitraire 
fournit  (')  une  intégrale  de  (116). 

D'une  manière  générale,  toute  équation  de  la  forme  (210)  dans 
laquelle  II  est  homogène  en  71,...  (p,  peut-être  considérée  comme  déri- 
vant par  la  transformation  (117)  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 

(228)  /(  =  o 

qui  définit  non  pas  u  comiue  fonction  de  .t,  ji...  j«,  mais  l'une  de 
ces  n  -r  X  cjuantités  comme  fonction  des  n  autres. 

231.  L'intégrale  complète  S  peut,  ici  encore,  ne  pas  exister;  mais 
comme  au  n°  229,  nous  pourrons  toujours  écrii-e  l'intégrale  générale. 


(J)  Voir  GouRSAT,  toc.  cit.,  p.  -j-'-av). 
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Si  l'on  forme,  en  effet,  les  équations  canoniques  (C)  et  leur  inté- 
grale générale  (216),  la  relation  (218)  sera  remplacée  par 

V,^..>.  _  Hox  —  (y  7i%',°  -  n"3.T°)  =  o. 


Si  à  chaque  point  M  d'une  surface  intégrale  de  (223),  on  fait  corres- 
pondre (comme  il  a  été  expliqué  au  n"  précédent)  une  courbe  X  solu- 
tion des  équations  (C)  et  que  sur  chacune  des  courbes  ainsi  obtenues, 
on  prenne,  suivant  une  loi  arbitraire,  un  point  M°  (.r'',  y/',  q,^),  on 
aura  toujours 

(220')  ^q^^iy,"  —  rnox""  =  o. 

Je  dis  qu'on  peut  toujours  supposer  qu'il  existe,  entre  x".Yi'\  q,'^,  au 
moins  deux  relations  indépendantes  de  la  position  du  point  [x,  j,)  sur 
notre  surface  intégrale. 

Donnons-nous,  en  effet,  une  de  ces  relations 

(325)  c.,(a-«, /.,...  y,.°)  =  o 

qui  représente  une  surface  dans  l'espace  à  /î  +  i  dimensions.  Nous 
pouvons  supposer  que  cette  surface  ne  soit  pas  tangente  aux.  coui'bes 
À  précédemment  obtenues,  mais  coupe  chacune  d'elles  en  un  point  (que 
nous  prendrons  pour  le  point  M*^).  S"il  en  est  ainsi  ('),  la  relation 
résultant  de  la  dilTérentiation  de  (225)  ne  sera  pas  équivalente  à  (220). 

Il  existera  donc  entre  x^,  ri°,...  j,i"  au  moins  une  relation  distincte 
de  (225). 

Une  fois  ceci  acquis,  on  a  une  conclusion  tout  analogue  à  la  précé- 
dente. 

Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  (224)  (et,  par  conséquent,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  celle  de  (210)),  on  se  donnera  à  priori  un 
système  de  r  relations  de  la  forme  (221),  mais  dans  lequel  r  sera  au 
moins  égal  à  deux.  Puis  on  éliminera  les  n  -\-  i  quantités  .t°,  r  °  et  les 
rapports  mutuels  (^)  des  2/î  -h  2  quantités  ry,,  ry  ",  »!,^  entre  les  3/iH-rH-  i 
équations  (216'),  (221),  (222). 

Ces  relations  sont  toujours  distinctes  d'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n"  229  bis,  à  moins  que  la  multiplicité  ponctuelle  (221)  ne  définisse 
une  solution  de  notre  équation  (224).  C'est  ce  c]u'on  pourra  d'ailleurs 
toujours  éviter.  11  suffira  qu'au  point  M°,  la  direction  du  plan  tangent 

(')  La  relation  (220)  est  vérifiée  par  un  déplacement  sur  "k.  Cela  revient  à 
dire  que  toute  extréniale  est  ici  transversale  à  elle-même,  /étant  nulle. 

(-)  Les  seconds  membres  des  équations  (C)  étant  ici  homogènes  et  de  degrés 
zéro  ou  un  par  rapport  à  r/,,  '/_>,...  '/„,  il  est  aisé  d'en  conclure  qu'il  en  est  de 
même  pour  ceux  des  équations  (21  G). 
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à  la  surface  (220)  ne  vérifie  pas  l'cquation  (224)  :  les  é(juatlons  (222) 
seront  alors  incompatibles  pour  //ij  =  i,  in.>  =,..:=  m,.  =  o. 

De  plus,  nous  voyons  que  toute  surface  intégrale  est  un  lieu  de  courbes  1. 

En  effet,  une  surface  intégrale  de  (32/i)  comprend  go"  points  {j-,  y,). 
11  n'existe,  au  contraire,  que  oc'"~'  +  ^  points  M*^  et  chacun  d'eux  ne 
correspond  qu'à  co'"""-  courbes  À,  parce  que  :  1°  les  rapports  mutuels 
des  ry,°,  /»,^  entrent  seuls  en  jeu  ;  2°  les  équations  (222)  entraînent  (par 
élimination  des  q°)  une  relation  non  identique  entre  les  in,^,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  voir. 

Donc  la  courbe  ).  est  la  même  pour  go  points  M  de  notre  surface, 
points  dont  elle  constitue  le  lieu  1^1. 

(')  11  est  d'ailleurs  évident  que,  s'il  en  était  autrement,  il  n'existerait  pas 
deux  relations  entre  les  coordonnées  des  points  ^1^  où  la  surface  arbitraire 
(•225)  est  coupée  par  les  lignes  À. 


CHAPITRE   M 


GÉNÉRALISATIONS. 
LE    CALCUL    FONCTIONNEL 


232.  Fonctionnelles.  —  Le  caractère  essentiel  du  Calcul  des 
Variations  réside^  nous  l'avons  vu,  dans  le  fait  que  l'intégrale 

qui  est  bien  déterminée  lorsque  la  fonction  y  [x)  est  donnée,  dépend 
^e  la  forme  de  cette  fonction. 

Le  problème  de  Afayer  nous  a  olTert  un  second  exemple  du 
même  fait.  Prenons,  pour  simplifier  p  =  i,  nous  avons  à  consi- 
dérer une  quantité  (la  valeur  de  la  fonction  Vq  pour  x  =r  x^)  qui 
dépend  de  la  forme  des  fonctions  y,,...  Vn  :  ces  dernières  sont  arbi- 
traires  sous  la   condition   de   prendre  des  valeurs  données  pour 

X  ^=  X°,  X  =  £C^ 

Le  problème  de  Mayer  offre,  par  rapport  à  notre  problème  pri- 
mitif, un  premier  degré  de  généralisation.  Mais  il  est  clair  qu'il 
n'est  lui-même,  à  ce  point  de  vue,  qu'un  cas  particulier.  De  nom- 
breux problèmes  empruntés  aux  diverses  branches  des  mathéma- 
tiques —  et  spécialement,  à  la  Physique  mathématique  —  font 
intervenir  des  considérations  analogues,  mais  plus  générales. 

Par  exemple    *  ,   si  l'on  se  donne  une  courbe  plane  fermée  'i, 

Ç)  L'ordonnée  du  point  le  plus  Las  d'une  courbe  y  =  'l  (x)  est  également 
«ne  quantité  qui  dépend  de  la  forme  de  J/  (j-). 
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la  Ibnction  harmonique  qui  prend  sur  'I  une  suite  donnée  continue 
de  valeurs  \(/j,  est  bien  déterminée  ;  mais  elle  varie  :  i°  avec  la 
forme  de  la  fonction  V(/)  ;  2°  avec  celle  de  la  courbe  'I. 

Nous  dirons  en  général  qu'une  quantité  U  déterminée  par  la 
fonction  '\i{x}  est  une  fonclionnel/c  de  '\'(x).  Il  est  clair  qu'il  n'y  a, 
en  général,  aucun  rapport  entre  une  fonctionnelle  telle  que  U  et 
une  fonction  de  fonction,  c'est-à-dire  le  résultat  que  l'on  obtient 
en  remplaçant  /  par  'b(x)  dans  une  certaine  fonction  de  t.  Nous  les 
distinguerons  par  les  notations  :  L'.^(.,:)  pour  la  première,  U{^i>{x)) 
pour  la  seconde. 

Plus  généralement,  on  pourra  considérer  une  quantité  U  qui  est 
déterminée  par  l'ensemble  de  plusieurs  fonctions  de  plusieurs 
variables  :  ']>,(.«,,  ...  x„).  ...  'l>i,{Xi,  ...  x,,).  Ce  sera  une  fonction- 
nelle de  ces  fonctions  :  f/,^,.  ...,  ,^  . 

L'étude  de  ces  expressions  constitue  ce  qu'on  appelle  le  calcul 
fonctionnel. 

233.  Outre  les  fonctions  'i^i,  ....  la  quantité  f/ pourra  dépendre, 
comme  c'est  le  cas  pour  les  fonctions  ordinaires,  de  un  ou  plu- 
sieurs nombres  x  (qui  peuvent  ou  non  coïncider  avec  les  variables 
mêmes  dont  dépendent  les  fonctions  données),  i  est  alors  une 
fonction  de  x,  dont  la  forme  dépend  (d'une  manière  quelconque) 
de  celle  des  ^.  Ce  point  de  vue  a  été  adopté  par  MM.  Pincherle 
et  Bourlet  ['■).  Nous  voyons  que  nous  pouvons  (au  moins  dans 
notre  étude  actuelle)  le  considérer  comme  compris  dans  celui  où. 
nous  sommes  placés  tout  d'abord  (point  do  vue  de  M.  Yoltcrra). 

234.  Les  fonctionnelles  qu'il  y  a  évidemment  lieu  de  considérer 
les  premières  sont  manifestement  celles  auxquelles  on  peut  étendre 
les  principes  du  Calcul  infinitésimal. 

Tout  d'abord,  nous  dirons  qu'une  fonctionnelle  est  continue 
(pour  une  détermination  donnée  de  la  fonction  y  sur  laquelle  elle: 
porte)  si,  pour  toute  fonction  ;  suffisamment  voisine  de  y,  la  valeur 
absolue  de  Uz  —  U„  est  inférieure  à  un  nombre  positif  c  lequel 
peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut. 

(')  U,/  est  nommée  par  M.  Bourlet  une  transmuée  de  la  fonction  j.  Une 
transmuée  de  la  fonction  j  (.r)  est  donc  dans  notre  dénomination,  une  fonc- 
tionnelle de  j,  qui  est,  en  outre,  fonction  de  la  variable  x. 
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Comme  nous  avons  défini  plusieurs  espèces  de  voisinage,  diiïé- 
rant  par  leurs  ordres,  il  y  aura  une  continuité  d'ordre  zéro,  une 
continuité  d'ordre  un,  etc.  La  plus  restrictive  est  évidemment  la 
continuité  d'ordre  zéro.  Autrement  dit.  une  fonctionnelle  continue 
d'ordre  zéro  est,  par  cela  même,  continue  d'ordre  un,  tandis  que 
la  réciproque  n'a  pas  lieu. 

235.  Passons  à  la  notion  de  dérivée.  La  variation,  telle  que 
nous  l'avons  envisagée  dans  ce  qui  précède,  est  évidemment  ana- 
logue à  la  diiTérentielle  d'une  fonction  ordinaire.  L'expression  de 
cette  variation  telle  qu'elle  résulte  de  la  formule  (8)  (n"  54)  a 
conduit  M.  Yolterra  (')  à  la  notion  de  dérivée  par  rapport  à  une 
fonction. 


Considérons  (dans  l'intervalle  x^  -^  x  <^  x^)  une  fonction  déter- 
minée y  =  'i>{x).  Soit  z  une  autre  fonction  de  x  (également  définie 
entre  x°  et  x^)  coïncidant  avec  la  première  sauf  entre  5C  =  .x'  —  h 
et  a?  =  x'  -+-  h  et  qui,  même  lorsqu'elle  est  distincte  de  y  ait,  avec 
cette  dernière,  un  voisinage  (d'ordre  zéro,  par  exemple)  défini  par 
le  nombre  y;. 

Soit 

f  ■'•'  +  /' 

J.>:  —  h 

l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  qui  représentent  respective- 
ment les  fonctions  J  et  r  (JifJ-  ^j)-  Si  le  rapport 


(')  Rendic.  clell  Aec.  dei  Lincei,  t.  III. 
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tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  h  et  Tj  tendent  vers  zéro, 
x'  restant  constant,  cette  limite  que  nous  désignerons  par 


/(v) 


ix') 


sera  dite  la  dcr'wcc  de  la  fonctionnelle  U  par  rapport  à  la  fond  ion 
y  pour  X  =  x' . 

Cette  dérivée  sera  en  général  une  nouvelle  fonctionnelle  de  y, 
mais  qui  dépendra  en  outre  du  nombre  x  . 

Supposons,  en  outre,  que  le  rapport  qui  vient  d'être  considéré 
tende  vers  sa  limite  iiniforinéincnl  quel  que  soit  x'  et  quelle  que 
soit  la  fonction  y  dans  un  champ  déterminé  Iv  (auquel  appartien- 
dront toutes  les  fonctions  continues  suflisamment  voisines  de  celles 
que  l'on  considère),  c'est-à-dire  que  pour  satisfaire  à  l'inégalité 


[21%) 


^'=  —  ^'n  _  i:{y) 


< 


on  puisse  assigner  Vy  et  //  connaissant  s,  mais  sans  connaître  ni  x' 
(pourvu  qu'on  sache  qu'il  est  compris  entre  i»^  et  a'')  ni  la  fonc- 
tion y  (pourvu  qu'on  sache  qu'elle  est  comprise  dans  le  champ  Iv). 
Alors  la  variation  infinitésimale  de  U,  lorsqu'on  passera  de  y  à 
une  autre  fonction  voisine  z  quelconque,  sera  donnée  par  la  for- 
mule 


cU=  I     u(y^x)oydx 

J  j:0 


plus  exactement,  la  dilTérence  entre  les  deux  membres  de  celle 
équation  sera,  pour  les  petites  valeurs  du  nombre  que  nous  avons 
appelé  7]  et  qui  mesure  le  voisinage  de  y  et  de  r,  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier  en  r,. 

La  démonstration,  pour  les  détails  de  laquelle  nous  renverrons 
au  mémoire  cité  de  M.  Volterra,  consiste  à  remarquer  : 

i"  Que  le  théorème  est  exact  lorsque  la  fonction  z  ne  se  distin- 
gue de  y  que  tlans  des  intervalles  ayant  chacun  une  étendue  très 
petite,  mais  pouvant  être  en  nombre  quelconque  m  (c'est  ce  qui 
résulte  de  l'application  ///  fois  répétée  de  l'inégalité  (226)  ; 

2"  Que  deux  courbes  voisines  'X^  (représentative  de  la  fonction  y) 
et  'Xj  (représentative  de   la    fonction   z)   étant   données,    on  peut 
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trouver  une  troisième  courbe  îT^  (composée  de  portions  de  'X^  el  de, 
traits  MN,  serpentant  de  !£(,  à  U\  comme  l'indique  la  figure  28). 
et  c(ui,  tout  en  coïncidant  avec  'I^  sauf  dans  des  intervalles  F  d'éten- 
due totale  arbitrairement  petite,  ait,  avec  U'^  une  série  de  points 
communs  dont  les  abscisses  successives  aient  entre  elles  des  difie- 
renccs  inférieures  à  un  nombre  aussi  petit  qu'on  veut  /;. 

Nous  avons  supposé,  avec  M.  Volterra,  que  le  voisinage  envisagé- 
est  d'ordre  zéro.  On  pourrait  tout  aussi  bien  admettre  que  le  voi- 
sinage moyennant  lequel  l'inégalité  (226)  a  lieu  est  d'un  ordre 
quelconque  p.  Le  raisonnement  resterait  valable  dans  ces  condi- 
tions :  on  peut,  en  effet,  comme  on  s'en  convainc  aisément,  tracer 
la  portion  MN  de  ^'2  (J'[/-  28)  présentant  un  voisinage  d'ordre  />• 


*i— ^ 

-—J^ 

^^ 

i 

\% 

\_J^^ 

r"^ 

N 

(défini  par  le   nombre  y;')  avec  if^  etu',,  si  ces  dernières  courbes 
ont  entre  elles  un  voisinage  d'ordre  y>  défini  par  les  inégalités 


h' 


l^'-/l<V7T- 


/'/-l 


(/'-!) 


\AV)  —y{v)\    <   i;\' 


r  étant  la  limite  supérieure  (supposée  très  petite)  qu'on  assigne  à 
la  projection  de  chaque  arc  MN  sur  Taxe  des  x. 

Si,  de  même,  L'^  dépend  de  plusieurs  fonctions  ji,  j.,,  ...  }'»,  et 
a,  par  rapport  à  chacune  d'elles,  une  dérivée  en  chac[ue  point,  sa 
variation  infinitésimale  sera  de  la  forme 


J(iy'0'i)(x)5j',  +  f/0'.)(.r)c>,  +  ...) 


àx 


{U^'''-\  U'^'^  désignant  les  11  dérivées),  ainsi  qu'on  le  voit  par  le- 
raisonnement  classique  qui  consiste  ù  faire  varier  successivement 
chacune  des  fonctions  y. 
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Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  quil  \  a  des  fonctions  satisfaisant 
à  cette  condition  qui  ne  sont  pas  des  intégrales.  Il  suffit  de  prendre 
une  fonction  ordinaire  d'une  intégrale  quelconque. 

236.  Fonctionnelles  de  lignes.  —  La  formule  (227^  suppose 
que  les  variations  de  ji,  ...  j„  se  font  pour  x  constant.  On  peut 
la  transformer  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  intégrales  que 
nous  avons  mises  sous  forme  paramétrique. 

Pour  cela,  011  peut  considérer  la  fonction  U  comme  déterminée 
par  une  courbe  de  l'espace  à  n  +  i  dimensions  {x,  jj,  ...  jn)  ;  sur 
celle-ci  x,  y,,  ...  ja  sont  exprimés  au  moyen  d'un  paramètre  /; 
U  est  une  fonctionnelle  de  ces  expressions,  et  ne  change  pas  lors- 
qu'elles changent  en  représentant  la  même  courbe.  Nous  emploie- 
rons, dans  ce  cas,  la  notation  tj-, ,-,,...  ,„  ;  et  l'on  aura  : 

W^,y„...y.^  =      f{U^'-^   OX  +   V^y^   OV,    +    ...    -f-    11^^'^   OV,,)   dl. 

Pour  plus  de  simplicilé,  bornons-nous  au  cas  de  /i  +  i  =  3. 
INous  pourrons  écrire  pour  la  fonctionnelle  U,j<  de  la  ligne  'X  : 

ty  A       ' 

La  fonction  U  aura  ainsi,  en  chaque  point,  de  'X,  trois  dérivées 
-^'î  t'  ^'i  r  ^U  i'  ^1"^  ^^"^^  fonctionnelles  de  la  ligne  u  et  du 
point  M  en  question.  On  peut  leur  donner  une 
interprétation  géométrique,  en  considérant  un  petit 
arc  MM'  (I,  I  A-  dl)  de  '£  et  menant  par  chaque  point 
de  cet  arc  une  parallèle  à  l'axe  des  x  (par  exem- 
ple) de  longueur  Sx  ;  autrement  dit,  en  transfor- 
mant MM',  par  la  translation  ox,  en  un  nouvel  arc 
NN'  {fig.  29).  Soit  U  +  \U  la  valeur  nouvelle 
qui  prend  U  lorsque  nous  remplaçons  l'arc  MM' 
par  le  contour  MXN'M'  (le  reste  de  'i  n'étant 
pas  modifié).   On  a 

^  =  ^      Zx=.dt  =  o'^'-'^' 


M     N 


FiG. 
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D'après  la  manière  dont  nous  les  avons  obtenues,  les  quantilcs 

(x\ 

Uwf  ,...  ne  sont  pas  indépendantes.  Si,  comme  nous  l'avons  lait 

aux  n"""  79,  81.  nous  employons  la  variation  particulière  (âx,  c3^v, 
d'z)  défmie  par  les  relations 

dx  ~  dy  ~~  d:  ~"^^ 

e(/)  étant  une  fonction  de  /  nulle  aux  extrémités  A  et  B,  nous 
voyons  immédiatement,  comme  à  l'endroit  indicpié,  cpi'on  doit 
avoir 

T"'  dj-  +  T'y»  dy  +  r(=>  (/:  =  o. 

Donc,  comme  au  n"  93,  il  existera  des  quantités  P,  Q,  R  telles 
que  l'on  ait 

Cir)  =  Oc  —  l\'y,       L-i^  =  Rx  —  V'z,       L'i-^)  ^P}  —  Qx 

€l,  par  conséquent, 

W^  =    f  {Qd:  —  l\dy)  ox  +  {Rdx  —  Vdz)  Sj  -t-  [Vdy  —  Qd. 


X   oz. 


Dès  lors,  tout  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  95  sur  l'intégrale  (3:?) 
s'applique  à  la  fonctionnelle  L ,  sous  les  hypothèses  précédentes. 
La  variation  de  U  pourra  être  représentée  par  un  JIux  sous  l'une 
quelconque  des  formes  (yS)  et  (-j\)  du  n'^  95. 

Les  expressions  ainsi  obtenues  sont  bien  indépendantes  du  choix 
du  paramètre  /  sur  '£. 

Nous  renverrons,  pour  le  développement  de  cette  théorie,  aux 
mémoires  de  M.  Yolterra  (')  et  nous  nous  contenterons  d'indiquer 
que  Les  dérivées  des  fonctionnelles  ne  peuvent  être  des  fonction- 
nelles arbitraires,  pas  plus  que  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  ne  peuvent  être  prises  arbitrairement.  Elles  sont  liées  par 
une  série  de  relations,  comme  on  le  voit  ■  :  en  formant  les  quan- 
tités qui  jouent  le  rôle  de  dérivées  secondes. 

238.  Mais,  en  adoptant  la  valeur  (227)  pour  la  variation  de  l  , 
nous  laissons  de  côté  une  grande  partie  des  expressions  mêmes  qui 

(')  VoLTERRA,  Rendic.  Ace.  Llncei,  l.  III  ;  AcLa  Malli.,  t.  XII. 
('-)  VoLTERRA,  loc  .cit. 
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nous  ont  occupés  dans  les  chapitres  précédenls,  à  savoir  toutes  les 
intégrales  définies  dans  lesquelles  les  limites  ne  sont  pas  fixes, 
puisque  la  variation  d'une  telle  intégrale  comprend,  outre  une 
intégrale  définie,  des  termes  finis  aux  limites. 

Les  dérivées  fonctionnelles  elles-mêmes,  telles  que  nous  venons 
de  les  introduire,  nous  oflrent  un  exemple  topique  du  même  fait. 
Le  raisonnement  même  auquel  nous  venons  de  faire  allusion  au 
numéro  précédent  et  qui  fournit  des  conditions  auxquelles  ces 
dérivées  fonctionnelles  doivent  satisfaire  montre  en  outre  (')  que, 
lorsque  la  fonction  y  varie,  la  variation  infinitésimale  de  la  dérivée 
fonctionnelle  U^''^  {x')  ne  se  compose  pas,  en  général,  uniquement 
d'une  intégrale  définie  analogue  à  (227)  :  elle  comprend,  en  outre, 
un  terme  proportionnel  à  la  variation  de  y  correspondant  à  la 
valeur  x  de  la  variable  indépendante. 

Ceci  nous  montre  que  nous  avons,  en  opérant  ainsi,  restreint  la 
généralité  plus  qu'il  n'est  désirable,  et  que,  pour  obtenir  l'équiva- 
lent de  la  notion  de  dérivée,  nous  devons  nous  placer  à  un  point 
de  vue  plus  large. 

C'est  à  quoi  l'on  arrivera  en  prenant  le  résultat  fondamental  du 
calcul  différentiel  sous  la  forme  suivante  : 

((  La  différentielle  d'une  fonction  est  une  fonction  linéaire  des 
diirérentielles  des  variables  » . 

On  est  ainsi  conduit  à  considérer  comme  fonctionnelles  aux- 
quelles on  peut  étendre  les  méthodes  du  Calcul  infinitésimal,  toutes 
les  fonctionnelles  6,/ dont  la  variation  est  une  fonctionnelle  linéaire 
de  la  variation  de  j. 

Il  reste  à  définir  ce  que  l'on  nomme  fonclioniirllc  liiiédirc. 

239.  Fonctionnelle  linéaire.  —  Nous  donnerons  ce  nom  à 
toute  fonctionnelle  (")  Uy  telle  que,  y,,  y.,  étant  des  fonctions  quel- 
conques (pour  lesquelles  l'opération  U  est  définie)  on  ait  (Z*) 

(228)  Uy_+y,    =    Uy,    +Uy.^ 

(1)  Voir  IIadamaud,  Bull.  Soc.  Math,  de  France,  t.  XXX,    i()0:i;  p.  '|0. 

(■-)  Op(^i'ations  fonclionnelles  dktributives  de  M.  Pinclierle  (licndic.  Ace.  Lin- 
cci,  1896-7);  transmutations  addltivcs  de  INI.  Bourlet  (Ann.  E.  Xorm.  siip. 
Série  3,  t.  IV,  i8i)7). 

(^)  Nous  supposons,  j)our  siniplilJcr  récriture,  que  U  ne  dépende  que  d'une 
seule  fonction  y,  et  aussi  que  celte  dernière  ne  contienne  <pi'une  seule  varia- 
ble .r.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  passer  de  là  au  cas  général. 
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et  que,  de  plus,  c  désignant  une  constante  quelconque,  on  ait 

(229)  Ucy,    --=  cUy^ 

d'où  résulte  évidemmeni 

(229)  U,,y^  +  0,y,   =  '^.Uy,    +    <'.Uy,. 

De  plus,  nous  admettrons  que  la  fonctionnelle  U  est  coiiliiiue 
(n''234). 

Moyennant  cette  dernière  hypothèse,  la  relation  (229)  n'est  pas 
foncièrement  distincte  de  (228).  En  effet  (quel  que  soit  d'ailleurs 
l'ordre  de  la  continuité  admise  pour  notre  fonctionnelle)  le  second 
membre  de  l'égalité  (229)  est  une  fonction  continue  de  c  et,  d'après 
(228),  il  vérifie  l'identité 

Or.  ou  sait  ')  que  cette  double  propriété  sulïit  à  caractériser 
une  quantité  U  (c)  proportionnelle  à  c.  Il  en  est  ainsi  du  moins 
pour  les  valeurs  réelles  de  ce  paramètre. 

Par  contre,  la  conclusion  pourrait  ne  plus  être  exacte  pour  les 
valeurs  imaginaires  :  elle  souffrirait  en  effet  une  exception,  le  cas 
oîi  l'on  aurait 

Ucy  =  '^o^y 

Cq  désignant  l'imaginaire  conjuguée  de  c. 

Nous  admettrons,  bien  entendu,  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  et  que 
la  relation  (229')  est  générale.  Nous  noterons,  de  plus,  que  l'on 
ne  restreint  jamais  la  généralité  en  admettant  que  l'opération  U  a 
un  sens  même  lorsque  la  fonction  y  (la  variable  étant  pour  le 
moment  supposée  réelle)  est  imaginaire.  Si,  en  effet,  U  n'était 
donné  que  pour  y  réel,  on  poserait,  par  définition, 

Uy,  +  /y,  =  Uy, +  /Uy,^. 


(')  C'est  un  théorème  classique  de  la  théorie  de  la  mesure  des  grandeurs. 
Voir,  par  exemple,  J.  Tanxert,  Leçons  d'ArithnuHiqiie  ('■léincntalre,  n"  493. 
Paris,  Armand  Colin  ;  et  aussi  :  Introduction  à  la  théorie  des  Fonctions  d'une 
variable,  9."  édition,  p.  ^77. 

Hau.vmaru  —  Calcul  tles  variations  lo 
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Des  propriétés  précédentes  et  de  la  continuité  d'ordre  zéro  (*)  de 
U,  on  déduit  aisément  (en  remontant  à  la  dédnilion  de  l'intégrale 
considérée  comme  limite  de  somme)  que  si  (outre  x)  y  dépend 
continûment  d'un  paramètre  auxiliaire  a  et  qu'on  pose 

(280)  z(aj)  =     I      y(j-,  a)(/a  (p,  y  constants). 


on  a  aussi 


(23l)  U,=  \]yd 


m. 


240.  On  obtient  une  première  expression  générale  d'une  fonc- 
tionnelle linéaire  en  supposant  la  fonction  y  analytique  et  remar- 
quant que,  dans  ces  conditions,  elle  est  complètement  déterminée 
par  la  suite  des  coefficients  Cq,  c^,  ...  c„,  ...  de  son  développement 
de  Taylor  suivant  les  puissances  de  j?  —  a.  La  quantité  U  devra 
alors  dépendre  linéairement  de  ces  coefficients.  D'une  manière  plus 
précise,  posons 

p,„  =  U(x— a)"'. 

L'ensemble 

(282)  S„  =  r^  +  c,(.r  —  rt)  -h  ...  -j-  c„{x  —  rt)" 

des  n  premiers  termes  du  développement  de  y  donne  évidemmeiil 
(en  vertu  de  la  relation  fondamentale  (229)) 

(233)  Us,^   =   PflCo    +   Pi'^l    +    ...    -H   p;,C«. 

D'ailleurs,  si  le  domaine  de  convergence  de  la  série  y  comprend 
l'intervalle (5c°,£c'),  S„  tend  (uniformément,  comme  on  sait)  vers  y. 
Donc,  en  vertu  de  la  continuité  de  U,  la  quantité  cherchée  Uy  est 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  second  membre  de  (202)  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  la  somme  de  la  série 


-t-  Cm?m 


(0  Toutefois,    cette   conlinuité   devra  être  supposée  uniforme  par  rapport  au 
paramètre  ot  qui  figure  aux  seconds  membres  des  formules  (^So),  (sSi). 
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OU,  si  l'on  veut, 

(334)  YoPo 


m  !     ^'■ 


Yo-  yJ'  •••  Yo^'"*)  •••  désignant  les  dérivées  successives  de  y  pour 
a*  =  a. 

Toutes  les  fois  que  Yo>  Yo  •••  sont  tels  que  la  série  de  Tavlor 
formée  avec  les  termes  (232)  converge  dans  un  domaine  plus  grand 
que  {x°,  x^),  la  série  (234)  converge  vers  Uy.  Mais  cette  expres- 
sion de  Uy  n'est  pas  nécessairement  valable  dans  les  autres  cas. 

Réciproquement,  si  l'on  considère  une  série  de  la  forme  234)» 
elle  représente  évidemment  (toutes  les  fois  qu'elle  est  convergente) 
une  fonctionnelle  linéaire  de  y. 

241.  Mais,  outre  qu'elle  n'est  pas  toujours  convergente,  l'ex- 
pression (234)  de  U  est  loin,  à  beaucoup  d'égards,  de  fournir  une 
solution  satisfaisante  du  problème. 

En  premier  lieu,  elle  est  par  essence  (et  non  par  une  apparence 
due  au  raisonnement  qui  nous  a  servi  à  la  démontrer)  limitée  au 
cas  où  Y  est  analytique  ;  dans  le  cas  contraire,  en  effet,  la  connais- 
sance des  dérivées  successives  pour  x  =^  a  (en  admettant  qu'elles 
existent)  ne  suffirait  pas  à  déterminer  la  fonction  y>  ni  par  consé- 
quent U. 

D'ailleurs,  même  pour  y  analytique,  les  coefficients  c  sont  liés 
d'une  manière  extrêmement  compliquée  aux  propriétés  de  y.  Ils 
dépendent  essentiellement  du  point  arbitraire  a,  à  partir  duquel 
on  applique  la  méthode  précédente. 

242.  On  peut  obtenir  pour  U  une  expression  valable  même  lors- 
que la  fonction  y  n'est  pas  analytique  (ou  lorsque  son  développe- 
ment ne  converge  pas  dans  l'intervalle  (x^,  x^))  en  partant  non  plus 
du  développement  de  Taylor,  mais  du  développement  en  série  de 
polynômes,  valable  (comme  nous  l'avons  rappelé  au  livre  I)  pour 
toute  fonction  y  continue. 

En  effet,  on  sait  qu'on  peut  faire  correspondre  à  un  nombre 
positif  c  quelconque  un  polynôme  : 

P(x)  =  Ao  +  Aj  (.r  —  a)  +  ...  +  A„(x  —  a)« 
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tel  que  l'on  ait  :  \y—  P(.p)|  <£  dans  {x^\  x^).  Par  suite,  en  pre- 
nant c  assez  petit,  on  aura  : 

IUy-U,.|<r,, 

de  sorte  que  l'expression 

Up  =  A„po  +  A.p,  +  ...  4- A„o„ 

donnera,   avec  une  erreur  inférieure  au   nombre  arbitrairement 
petit  vj,  la  valeur  de  Uy. 

En  faisant  tendre  i  vers  zéro,  on  est  conduit,  nous  le  savons,  à 
exprimer  y  par  ime  série  de  la  forme 

(235)  Qo(cc)  4-  Q,(x)  -4-  ...  Q«(x)  +  ...  =  iq^ix) 

h 

OÙ  chaque  terme  est  un  polynôme  en  x 

Ç)u{x)  =  a/,,0  +  a/m  {x  —  a)  +  ...  u,,^n,  (x  —  a)"^. 

D'une  manière  tout  analogue  à  ce  qui  a  été  constaté  au  n"  240, 
on  voit  qu'alors  U»  sera  donné  par  la  série 

(286)  i(ï/i,o?o  H-  a/i,i?i  +  •••    +-  */'.«,,?«,.)• 

Seulement,  il  restera  à  exprimer  les  coefficients  a  qui  devront  être 
eux-mêmes  des  fonctionnelles  de  y. 

Ceci  doit  évidemment  pouvoir  se  faire  d'une  infinité  de  ma- 
nières, car  le  développement  d'une  fonction  en  série  de  polynômes 
est  arbitraire  dans  une  très  large  mesure.  On  peut,  en  particulier, 
employer  une  représentation  indiquée  1'''  par  M.  Borel  et  qui  con- 
siste à  déduire  la  série  de  polynômes  (2.35)  des  valeurs  que  prend 
y  pour  les  valeurs 

(237)  a-«-f-^^(r«'-.T«) 

données  à  la  variable  x  iy  désignant  successivement  toutes  les  frac- 
tions proprement  dites 


(')  Lei.ons  sur  les  fonctions   de   variables   réelles   et   les   développements  en 
séries  de  polynômes,  rédigées  par  M,  Fréchel  ;  p.  80. 
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La  représentation  (236)  est  bien  générale.  Elle  s'applique  à 
toute  fonctionnelle  linéaire  continue,  —  même  si  cette  continuité 
est  d'ordre  supérieur  au  premier,  puisque  (n"  47)  on  peut  établir 
entre  Ja  fonction  y  et  le  polynôme  P(a:)  un  voisinage  d'ordre  aussi 
élevé  qu'on  veut  —  et  à  toute  fonction  continue. 

Il  est  évident,  par  contre,  que  cette  représentation  est  plus  arti- 
ficielle encore  que  celle  qui  a  été  indiquée  au  n"  240,  précisémenl 
parce  que  le  développement  en  série  de  polynômes  comporte  plus 
d'arbitraire  que  le  développement  de  Ta^lor.  Si  même  on  se  limite 
au  mode  de  calcul  de  M.  Borel,  il  faudra  faire  intervenir  les  valeurs 
(207)  de  X,  valeurs  qu'il  n'y  a  en  réalité  aucune  raison  de  consi- 
dérer de  préférence  à  d'autres. 

243.    Représentation  par  une  intégrale  définie.    —   Des 

inconvénients  de  cette  nature  sont  inhérents  à  toute  représentation 
de  Uy  par  des  séries,  c'est-à-dire  par  des  sommes  de  termes  ne 
formanl  qu'une  infinité  (Jcnomhrahle.  On  ne  peut  espérer  les  éviter 
qu'en  revenant,  comme  nous  allons  le  faire,  à  des  intégrales  dé- 
finies, c'est-à-dire  à  des  sommes  portant  sur  louiez;  les  valeurs  de 
y  dans  l'intervalle  considéré. 

Commençons  par  supposer  encore  la  fonction  y  hoiomorpbe  en 
tous  les  points  de  l'intervalle  réel  {x^,  .r')  :  on  peut  trouver  un 
contour  fermé  c  entourant  (.x'°.  x^)  dans  lequel  y  soit  une  fonction 
holomorphe  et  reste  liolomorplie  quand  c  tend  à  se  réduire  au 
segment  (x°,  x^]  parcouru  dcu\  fois.  Elle  aura  donc 

La  fonction  , est  holomorphe  en  tous  les  points  de  l'inter- 
valle (.x",  x^)  du  moment  que  z  est  imaginaire  ou  extérieur  à  cet 
intervalle.   La  quantité  U     j      a  donc,   dans  ces  conditions,  une 

valeur  bien  déterminée 

U      r      =U(:) 


dépendant  imiquement  du  paramètre  z,  et  en  dépendant  continû- 
ment. 
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Nous  pourrons  dès  lors  appliquer  la  formule  (201)  du  n"  239 
et  écrire 

(a38)  217:  Uy  =  j  y{z)yx{z)d2. 

Cette  expression  de  la  fonctionnelle  cherchée  U  peut  s'appliquer 
en  particulier  au  cas  de  y  =  ;  _  .^ ,  |  étant  l'affixe  (complexe) 
d'un  point  aussi  voisin  quon  le  veut  de  notre  segment  de  droite 
(ar",  .r').  On  aura  donc 

(239)  U_.     =u(s')  =  4    f    ^^u(.)fL- 

—  c  désignant  le  contour  c  décrit  dans  le  sens  inverse  de  celui  qui 
ligure  dans  la  formule  (238),  c'est-à-dive  en  laissant  l'aire  cxlc- 
rieure  à  gauche. 

Cette  égalité  montre  que  la  fonction  u(::)  est  holomorphe  en 
tout  point  extérieur  au  contour  c  — ,  c'est-à-dire,  en  définitive,  en 
tout  point  non  situé  sur  notre  segment  de  droite,  dont  le  contour 
c  peut  s'approcher  autant  qu'on  veut. 

u(c)  est  donc  une  fonction  analytique  dont  les  singularités  ne 
peuvent  être  que  réelles  et  situées  sur  le  segment  (x",  x'). 

Ces  singularités  interviennent  seules  dans  l'expression  de  U-  Car 
si  la  fonction  u(r)  était  holomorphe  sur  x^,  x^.,  on  aurait  : 
TJy  ^  o.  Si  u(-')  n'a  que  des  pôles,  elle  n'en  a  qu'un  nombre  fini  : 


et  on  a  : 


«,,  «2,  ...  a„ 


u(.-)yW</.-  =  2i=  V    W      |u(.-)y(.-) 


-2  g     ["(-■) 


^dé 


désignant  le  résidu  en  aj 


Or.  si  l'on  a  : 


U(r)  =  ,-- ^^,  +  +  /— ^*^N  +  ?o,;  + 
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et 

y  W  =y,;  +  (^-«.)y/  + +  ^^^'-'  ^j''  + ' 

le  résidu  de  u  (;)  y  {:)  en  aj  sera  : 
D'où  : 


Uv  =  y  <  ?./  y;  +  T^  ?-^y  y/  +  •••  ^-  ;ri  ?'v  y/'"^'' 


Réciproquement,  une  telle  expression  —  qui,  dans  le  cas  le  plus 
simple,  celui  de  J  =yj  =  i,  se  réduit  à  y  ((O  —  définit  bien  une 
fonctionnelle  linéaire  de  toutes  les  fonctions  qui  sont  continues  et 
dérivables  jusqu'à  l'ordre  pj  en  chacun  des  n  points  fixes  a,,...  a,,, 
la  continuité  de  cette  fonctionnelle  étant  d'ordre  suffisamment  élevé. 
La  fonction  u /)  peut  avoir  sur  (x",  x^)  d'autres  singularités 
que  des  polos,  par  exemple,  un  point  singulier  essentiel.  Consi- 
dérons pour  simplifier,  le  cas  où  il  n'y  a  d'autres  singularités  que 
ce  2)oint  essentiel  et  soit  : 


(240) 


la  partie  principale  de  u(r ).  On  aura  : 

Uy  =  ?,yo  +  ^  ?2y;  + +  ,-^1  ?"y./"-''  +  ••• 

^ous  obtenons  ici  un  développement  tout  analogue  à  celui  du 
n"  240,  mais  avec  cette  condition  que  r/|pn|  /tviJe  vers  zéro.  C'est 
ce  qui  est,  en  effet,  nécessaire  pour  que  la  série  [i'ao   représente 

une  fonction  entière  de  ;7^^  ,  ainsi  que  cela  a  lieu  lorsque  le  point  a 

est  un  point  essentiel  isolé. 

On  continuera  d'ailleurs  à  avoir  : 

P,    =  Uj,    p2  =  U,,,— ,/)'    •••    ?n  =  U(.r-a)'"    •!    

Mais,  contrairement  à  ce  qui  avait  lieu  au  n"  241,  le  point  a  joue 
ici  un  rôle  qui  est  justifié  par  ce  fait  qu'il  est  un  point  singulier  de 
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la  fonction  u(c)  =  U  ,r:^  .  Son  choix  correspond  à  des  propriétés 
inhérentes  à  la  fonctionnelle  U.  Celle-ci  étant  donnée,  le  point  n 
—  ou  les  points  a,  «.'il  y  en  a  plusieurs  —  sont  déterminés. 

De  plus,  d'après  la  condition    lim  {/?„  -^  o,  la  série  Uy  conver- 

(jera  pour  loulc  fonction  holomorphc  entre  x'  el  x  . 

La   condition   lim   {  |?«l=°   ^^^  d'ailleurs   caractéristique   de 

;i  =  00 

l'expression  précédente  de  Uy  :  aulremcnt  dit,  pour  que  Fexpres- 


sion 


(qui  représente  une  fonctionnelle  linéaire)  soit  identique  à  celle  que 
l'on  obtient  pour  le  p)rniier  membre  par  la  méthode  précédente,  il 
suf/it  que  'J/p„  tende  vers  zéro. 

Car,  appliquée  à  la  fonction  y  —  ^  _  ^,  la  fonctionnelle  U  don- 
nera 


"^^)  =  r=^  +  (r=^^  -"-  '•'  -"  (;  -  «)" 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  supposition   lim   yp„  =  o,  une  fonç- 
ai :=  -x 

tion  de  ç  ayant  un  point  essentiel  en  a. 

C'est,  par  conséquent,  cette  condition  lim  y/p„  ^=  o  qui  est  suf- 
fisante pour  que,  U  étant  donnée,  le  point  a  soit  déterminé. 

Tout  ceci  reste  d'ailleurs  évidemment  valable  lorsqu'il  y  a  plu- 
sieurs points  a. 

Supposons  maintenant  que  le  segment  (.//',  ./•')  joue  pour  u(-) 
le  rôle  d'une  coupure.  Supposons  d'ailleurs  qu'en  tous  les  points 
de  (x",  x^),  Vi(z)  soit  Unie  et  continue  sur  chacun  des  bords  de 
droite  et  de  gauche  :  autrement  dit,  que  u(r)  tende  vers  Xï^(x) 
lorsque  z  tend  vers  x  d'un  cùté  do  V\  x^)  et  vers  \x^{x)  de  l'autre 
côté,  les  fonctions  Uj  et  u^,  étant  continues  sur  x",  x^).  Alors,  on 
pourra  écrire  : 


"y=  f 


y(.r)  V{x)clx 
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en  posant  W (x)  =  \i^{x)  —  u^(.i:).  On  arrive  donc  ainsi  à  une 
expression  de  U  sous  forme  d'intégrale  définie,  telle  que  nous 
l'avons  rencontrée  dans  tout  ce  qui  précède  et  en  particulier,  lors- 
que U  est  la  variation  d'une  fonctionnelle  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  M.  Vol  terra   n°  235;. 

244.  L'expression  (238)  suppose  d'ailleurs  la  fonction  y  analy- 
tique. 

Dans  l'hypothèse  contraire,  on  peut  considérer  y  comme  limite 
de  fonctions  analytiques,  puisque  nous  savons  même  que  y  est 
développable  en  série  de  polynômes. 

Nous  trouverons  directement  une  expression  tout  à  fait  générale 
de  U,  s'appliquant  à  toute  fonction  y  continue,  en  partant  d'une 
fonction  particulière  F  (ic)  à  laquelle  nous  supposerons  les  pro- 
[)riétés  suivantes  : 

I.  Elle  est  régulière  et  JDornée,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  ('), 
même  pour  a?  =  zfc  ce  ; 

II.  Elle  est  positive  pour  toute  valeur  réelle  de  x; 

III.  On  a 

/^  +  CO 

(34i)  ¥{x)dx=i. 

Il  y  a  bien  au  moins  une  fonction  remplissant  ces  conditions  par 
exemple  la  fonction  —  e~''  .  Considérons  maintenant  la  quantité 


^y=j%(«)l-F[(lM«---^-)]'/"- 


Cette  expression  a  une  valeur  bien  déterminée  lorsque  y(x)  est  une 
fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  {x^,  x^).  L'opération  Vy  est 
d'ailleurs  évidemment  une  fonctionnelle  linéaire  de  y.  Elle  est  con- 
tinue d'ordre  zéro,  car  l'inéîialité  : 

lyi(«)-y-2(«)l<^ 

entre  x'"  et  x\  entraîne 

|Vy, -VyJ<E]\V(x^-a.«) 

(')  On  déduit  aisément  de  là  que  les  dérivées  en    question   doivent    même 
tendre  vers  zéro. 
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en  appelant  M  le  maximum  de  F(x).  Mais,  d'autre  part,  si  la  fonc- 
tion y  est  donnée,  V  est  une  fonction  des  deux  paramètres  x  et  a 
nous  pouvons  poser  Vy  =  y  {x,  a).  Supposons  x  fixe  entre  x°  et  x^  ; 
si  alors  y  est  continu  (^),  v{x,  a)  tend  uniformément  vers  y(x) 
lorsque  fj.  croît  indéfiniment  par  valeurs  positives. 

En  elTet,  on  pourra  diviser  l'intégrale  en  trois  parties 


r^-^       A'x  +  c       nx 

JjO  .  hr_-  ./,.0 


'x+z 

OÙ  c  est  une  quantité  très  petite.  Dans  la  première  on  aura 


(2/,3) 


Jx — î  J-~tiJ.     ^  1  ■'  J  —  s;-!. 


avec  \S\  ■<  I. 

Pour  que  l'expression  ainsi  obtenue  (a/ioj  tende  vers  y(x),  il 
suffit  (la  fonction  y  étant  supposée  continue)  que  s  tende  vers  zéro 
et  que,  d'autre  part,  eu.  augmente  indéfiniment.  C'est  ce  qui  est 
toujours  possible  du  moment  que  !J.  est  indéfiniment  croissant  :  on 

peut  prendre,  par  exemple,  2  =  -—. 

Vf 

Cette  convergence  est,  d'ailleurs,  uniforme  quel  que  soit  x  dans 
l'intervalle  (x°,  x^),  du  moment  que  y  est  continu  sans  exception 
(et,  par  conséquent,  uniformément  continu)  dans  cet  intervalle  et 
en  ses  limites  :  car  alors  le  premier  facteur  du  dernier  membre 
de  (2^3)  tend  uniformément  vers  y(.r)  tandis  que  le  second  fac- 
teur est  indépendant  de  x. 

Dans  les  mêmes  conditions,  les  deux  derniers  termes  de  (2 '12) 
tendent  (uniformément)  vers  o  :  on  a  par  exemple. 


'x+c 


(^y(«)i'^[i-^(« 


dii<  i  '"  y(-'-+,')  v{t)dt<^  r 


F{l)dt 


N  étant  le  maximum  de  jy  (./•)!  dans  notre  intervalle.  Or,  j      F[t)dt 

J  £11. 

■est  bien  nul  pour  sa  =  ce  . 

(')  La  condition  que  y  soit  continu  est  d'ailleurs  évidemment  nécessaire 
pour  que  la  convergence  soit  uniforme,  puisque  y  est  obtenu  comme  limite  de 
la  fonction  continue  y  (a:-,  [Ji).  —  \oir  la  note  suivante,  page  299. 
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Notre  conclusion  est  donc  démontrée  (').  On  voit  (juc  ])Our  a 
assez  grand,  la  valeur  de  Vy  dépendra  surtout  des  valeurs  dey  près 
de  l'abscisse  x. 

245.  Cela  posé,  considérons  une  fonctionnelle  linéaire  Uy  (con- 
tinue d'ordre  zéro)  définie  pour  toute  fonction  y  continue  entre 

Introduisons  la  quantité 

L'expression  M'(ç,  a)  ne  fait  pas  intervenir  la  fonction  y  :  elle  n€ 
dépend  que  de  notre  opération  fonctionnelle  donnée. 

T(|,  []^  est  pour  une  valeur  fixe  de  a,  une  fonction  continue 
de  |,  moyennant  la  continuité  supposée  à  U.  On  pourra  donc 
encore  apppliquer  la  formule  (aSi)  du  n"  239  et  écrire 


(244) 


Maintenant  observons  que  y(.r,  w.)  tend  uniformément  vers  y(x) 
entre  x°  et  x^  lorsque  a  croît  indéfiniment. 

Donc  Uy/^  ^^  tend  vers  Uy/^.)  et  l'on  a  enfin  la  formule  fonda- 
mentale (")  : 


U.=  -(-00 


Uy,,)=  liniiic    ['il  y(?)^(^,i^)c/^ 


(*)  Le  résultat  est  encore  vrai  si  on  suppose  que  y(3^)  est  continue  entre 
j?"^  et  X  et  entre  x  et  x^ .  Seulement  si  x  =  x,  on  a  oit  facilement  que  la  limite 
de  i'(a-,  ijt.)  est  ay(.r  +  o)  +  (i  —  a)y('"  — o)  en  appelant  y  (a;  —  o)  et  y(a3+oj 

les  valeurs  de  y  à  gauche  et  à  droite  de  x  et  en  posant  a  =    |  Y{l)dt. 

J  o 
('-)  Ce  résultat  concernant  les  fonctionnelles  linéaires  a  pu   être  étendu    par 
^I.  Fréchet  aux  fonctionnelles  continues  quelconques.  Si  W^  est  une  fonction- 
nelle continue  quelconque,  on  peut  toujours  l'exprimer  sous  la  forme  suivante  : 

+  H„'"»(a-„^„ a-,.)/(^,) />■„)]   ox,  dj-, Jx, 

OÙ  les  fonctions  II/,*''    sont    des  fonctions   continues   et    même    si    l'on    veut, 
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avec  : 

U'(i,  |.)  =  U,,p[,,(j_,),  . 

Il  est  clair  que  la  fonction  F  étant  donnée,  la  fonction  U'  ne 
peut  pas  être  quelconque  (').  Par  exemple,  on  doit  avoir  à.  priori 
en  appliquant  celte  formule  pour  y  (7)  7.F['J.  (.c — O]  '• 

W{:c,  u)  =   limite      (       iJ^F[[JiGf  —  l)]^{\,  \^)dii. 

246.  Si  W {il,  [J.)  tend  vers  une  fonction  continue  5  («)  (lorsque  a 
croît  indéfiniment)  et  cela  uniformément  entre  x^  q\.  x^ ,  on  peut 
remplacer  le  second  membre  de  (2  13)  par  l'intégrale 


r 

'  ..0 


y(;)e(;)^?. 


11  suffirait  même  que  la  fonction  5 (a)  sans  être  continue  partout, 
soit  continue  sauf  en  des  points  isolés  où  elle  soit  continue  à  droite 


et  à  gauche. 


Réciproquement^  considérons  l'opération  : 

(=^46)  Uy=  ^'[  y{^)H^d- 


des  polynoncs  en  .rj  ...  j:„.  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonclionnelle  est 
d'ordre  entier  p,  c'est-à-dire  où  l'on  a  (quelles  que  soient  les  fonctions  continues 
f^{x),  ...  fpj^ii-v))  l'identité  : 

+  (-!)'' vv^v  +(_i/^'  w,^o 

•"J 

on  peut  supposer  II '"'^L]  ^  lI*"'y,-)_2  ^ ...  ^H,i'"*  ^  o  quel  que  soit  it  >  p. 
ou  écrire  : 


r 


,.i         ^,.1 


"  =  ="-  Jx''  JoP     *- 

+  H,("'(.-„...^-„)/(.r,). ../(.',)]   '/.-,   ...  dr,. 

l'our  y>  =  I,  on  obtient  ainsi  le  tliéorènic  du  n"  245. 

(')  Sur  les  conditions  moyennant  lesquelles  l'expression  {•2!\!i)  tend  vers  une 
limite,  voir  M.  FniiciiET,  Trans.  nf  Oie  American  Malh.  Soc.  t.  V  et  VI,  loo'i-ô. 
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OÙ  0(c)  n'a  que  les  discontinuités  que  nous  venons  de  définir.  C'est 
bien  une  opération  linéaire  et  continue  pour  les  fonctions  y(.r)  con- 
tinues entre  x°  et  x\  Mais  on  aura,  en  appliquant  cette  opération 
à  la  fonction  de  x  :  aF['j.(;  —  x)]  : 

Or  lorsque  v,  croît  indéfiniment,  le  second  membre  Icnd  uni- 
formément vers  0(ii).  Par  suite  la  condition  nécessaire  el  suffisante 
pour  que  l'opération  Uy  ait  hi  forme  (2 '16)  est  que  l'expression 

tende  uniformément  vers  Qi^i). 

247.  Si  la  fonctionnelle  considérée  a,  au  contraire,  l'expression 

(2^7)  Uy  =  y(a) 

où  a  est  un  nombre  compris  entre  œ°  et  x' ,  on  a 

de  sorte  que  H  (œ,  a),  infiniment  petit  en  même  temps  que  -  pour 
X  ;zf  a,  augmente  au  contraire  comme  a  pour  ./■  ==  a. 
Plus  généralement,  considérons  la  fonctionnelle 

(248)  Uy  =  y<''»(«) 

en  supposant  la  fonction  y  (j:)  non  seulement  continue  entre  x°  et  x^ 
mais  encore  dérivable  jusqu'à  l'ordre/)  en  une  abscisse  de  cet  in- 
tervalle. En  appliquant  l'opération  Uy  à  la  fonction  v,F[y,  «  —  a;)], 
on  a  : 

U^F[ix(.-x)]  =  (-  0"  F^^''[;^(«  -  «)]  X  i^^-*. 

La  dernière  expression  est  égale  à  : 

( iV ^ 

V       ^1    (u_a)i'+' 
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lorsque  u  —  a  ^f  o  [en  posant  t  =  'j.(ii  —  a)],  et  à 

lorsque  u  :^  a. 

Nous  admettrons  que  :  //'+'F*'''(/)  tend  vers  o  lorsque  /  croît  in- 
définiment et  c[ue  F''(o)  soit  différent  de  zéro  et  ceci  cjuel  que  soity>. 
Tout  ce  qui  précède  reste  d'ailleurs  vrai,  si  celte  condition  n'est 

pas  vérifiée.   Si  on  la  suppose  maintenant  vérifiée  (il  suffit  par 
exemple  de  prendre  :   F {I)  =    ,-  e-''\.  on  voit    que  cette   fois, 

^F(|,  y.)  tend  vers  zéro  lorsque  a  croit  indéfiniment,  sauf  pour 
^  =  a,  valeur  pour  laquelle  H:  (ç,  u.)  croît  indéfiniment  comme  oJ'^  ' . 
On  a  un  exemple  dans  lequel  la  fonction  M'(i,  u.)  augmente 
indéfiniment  (pour  |  =  a)  à  la  façon  de  a*  (a  étant  un  nombre 
compris  entre  zéro  et  un)  en  considérant  la  fonctionnelle  repré- 
sentée par  l'intégrale 


(où  l'on  pourrait  encore  évidemment  multiplier  la  c^uantité  sous  le 
signe  I  par  une  fonction  déterminée  S{x)  finie  et  différente  de 
zéro  pour  x  =  a). 

L'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles  conduit  de  même 
à  envisager  des  expressions  un  peu  plus  compliquées  pour  lesquelles 
au  voisinage  de  x  =  a,  la  quantité  W{x,  ij.)  augmente  indéfiniment 
comme  'j.P'^^  (p  étant  entier  et  a  compris  entre  zéro  et  un). 

De  telles  expressions  se  présentent  donc,  à  notre  point  de  vue, 
comme  inlermédiaires  entre  la  fonctionnelle  (248)  ou  a^y))  et  la 
fonctionnelle  de  forme  analogue  où  l'on  change/)  en/)  4-  i.  Il  se 
trouve  qu'elles  se  montrent  précisément  avec  ce  caractère  dans  les 
questions  où  elles  s'introduisent. 

248.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  d'elles-mêmes 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  —  par  exemple,  à  une  fonc- 
tionnelle Uz  portant  sur  une  fonction  z  de  deux  variables  ./:,  r  con- 
sidérées dans  une  certaine  aire  S. 
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En  prenant  encore 

W{1  T.,  [a)  =  li''JJp[,^!,_^,^  a(T.-v)] 

OÙ  F(ac,  y)  est  une  fonction  déterminée  satisfaisant  à  des  conditions- 
analogues  à  celles  du  n"  244  (par  exemple  F  (x,  y)  = -c~''~"^' ), 


on  aura 


/X^'--' 


Uz  =lim  Z(,-,  r,)W{';,  r„  :x]d'çdr,. 

On  obtient  aisément  les  formes  que  prend  la  fonction  M'  suivant 
que  U  est  une  intégrale  double,  une  intégrale  de  contour,  etc. 
Nous  n'entrerons  point  ici  dans  la  discussion  de  ces  résultats. 

Revenons  un  instant,  au  contraire,  sur  les  fonctionnelles  telles 
que  (2^8  .  pour  observer  qu'à  leur  égard,  les  résultats  obtenus  sur 
la  forme  de  la  quantité  H'  ne  sont  plus  aussi  caractéristiques  qu'en 
ce  qui  regarde  la  fonctionnelle  [i'\^).  Si,  en  effet,  la  quantité  F<''>(o) 
était  nulle,  '^ [a,  n.)  le  serait  également.  La  forme  de  notre  fonc- 
tionnelle est  donc  caractérisée,  non  pas  uniquement  par  la  manière 
dont  ^ [x,  u.)  varie  avec  ij.  pour  x  =  a,  mais  aussi  d'après  celle 
dont  il  varie  pour  x  voisin  de  a. 

249.  Variation  infinitésimale  des  fonctions  de  Green  et  de 
Neumann.  —  L'étude  des  équations  de  la  Pliysicpie  Mathéma- 
tique conduit  à  appliquer  ces  notions  à  des  problèmes  qui  ne  ren- 
trent dans  aucune  des  catégories  traitées  dans  les  chapitres  pré- 
cédents. 

Considérons  la  fonclion  de  Green  relative  à  une  surface  fermée 
S  et  à  un  point  A. 

On  appelle  ainsi  (')  une  fonclion  g  des  coordonnées  d'un  second 

point  M,  nulle  sur  S  et  telle  que  la  fonction  G  =  fj ,  soit  har- 
monique et  régulière  en  tout  point  M  situé  à  l'intérieur  de  S  (en 
appelant  r  la  distance  AM).  Nous  indiquerons  par  la  notation  g^'^  la 
valeur  qu'elle  prend  en  Ma-  On  sait  que  Ton  a  : 

(^^9)  9:  =91' 


(1)   Voir,    par  ex.,    I*oi?>c\uÉ,    Leçons  sur  le  potenlicl  neictonien  ;  Hadamard, 
Leçons  sur  la  propacjation  des  ondes,  Chap.  I. 
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La  quantité  ^"  est  bien  déterminée  lorsque  A,  M,  S  sont  fi\es 
'd'après  le  principe  de  Dirichlet\  Lorsque  S  est  fixe,  c'est  une 
fonction  bien  déterminée  des  coordonnées  de  A  et  M  ;  c'est  une 
fonction  (ordinaire)  de  six  variables.  Mais,  si  A,  M  sont  fixes  et  S 
variable,  on  voit  que  7  est  une  fonctionnelle  de  S.  Proposons -nous 
de  calculer  l'expression  de  la  variation  infinitésimale  de  7"  lorsque 
S  varie  seul. 

Soient  deux  jioints  A,  B  intérieurs  à  S  et  une  surface  fermée  S' 
voisine  de  S  ;  A  et  B  seront  aussi  intérieurs  à  S'  et  on  pourra  dé- 
Jinir  une  fonction  de  Green  g'^  relative  à  la  surface  S'  et  au  point 
B.  Nous  allons  maintenant  calculer  la  différence  /y*  —  y". 

Supposons  d'abord  S'  entièrement  intérieure  à  S.  Les  deux  fonc- 
lions  7"  et  r/'^'  sont  alors  toutes  deux  définies  à  l'intérieur  de  S'. 

Nous  suivrons  une  marclic  toute  semblable  à  celle  qui  sert  à 
démontrer  l'égalité  (249)  :  nous  appliquerons  aux  deux  fonctions 
7  et  7'  l'identité  fondamentale  de  Gœen 

valable  sur  la  surface  limite  de  tout  domaine  où  7  et  7'  sont  liar- 
raoniques.  On  sait  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  adjoindre 
à  la  frontière  donnée  (en  l'espèce,  S')  deux  surfaces  sphériques  de 
rayons  très  petits  décrites  respectivement  des  deux  points  A,  B 
comme  centres.  D'autre  part,  les  intégrales  sur  ces  dernières 
.sphères  ont  des  valeurs  connues  ('). 

Leur  somme  algébrique  est  hî:  ig"'  —  7"  )  ou  (en  vertu  de  (24*)  ')' 

Ici  g'  est  nul  sur  S',  mais  7  est  dilïérenl  de  zéro   :   la  formule 
-devient  ainsi 


^-[9':-9:) 


La  valeur  de  g  est  liée  à  la  distance  normale  on  (supposée  i)ar- 
tout  très  petite)  de  S  et  de  S'.  En  effet,  7  étant  nul  sur  la  suifacc 
S,  on  a  sensiblement,  sur  S', 


,    on. 
an 


(•)    PoiNCARlî,    loc.    cit. 
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Nous  obtenons  donc,  fmaleiucnt  (en  conl'ondanl  S'  avec  S),  la 
formule 

rr  dff  chf 

qui  donne  la  variation  cherchée  de  g,  cette  variation  se  présentant 
sous  forme  d'une  intégrale  définie  tout  analogue  à  celles  qui  nous 
ont  occupés  jusqu'à  présent  (plus  exactement,  à  celles  par  les— 
cjuelles  nous  exprimerons  la  variation  d'une  intégrale  multiple). 

Nous  avons,  il  est  vrai,  supposé  S'  intérieur  à  S.  Mais  si  aucune 
des  deux  surfaces  données  n'était  intérieure  à  l'antre,  nous  consi- 
dérerions une  troisième  surface  S"  comprenant  S  et  S\  On  obtien- 
drait alors  (/'  —  fj  comme  égale  à  g"  —  a  — •  {(/"  —  (f),  et  l'on 
retrouverait  la  formule  (aôo),  sous  condition  de  considérer  o/i 
comme  positif  lorsque  S'  est  intérieur  à  S  et  comme  négatif  dans 
le  cas  contraire. 

La  formule  (aoo)  est  donc  vraie  quelle  que  soit  la  situation 
relative  des  deux  surfaces. 

Si,  au  lieu  de  celles-ci,  nous  avions  considéré  des  courbes  fer- 
mées '£  dans  un  plan,  g  étant  alors  la  fonction  de  Green  relative  A 
l'aire  limitée  par  une  de  ces  courbes,  la  formule  subsisterait  en 
réduisant  à  2  le  coefficient  4  du  premier  membre  et  représentant 
par  r/S  un  élément  de  ligne  et  non  plus  un  élément  de  surface. 

On  reconnaît  bien  alors  dans  le  facteur  S'il  r/S  celui  qui  est  inter- 
venu dans  la  formule  (5^)  du  n"  87.  La  comparaison  avec  les  résul- 
tats du  n"  235  nous  conduit  à  interpréter  notre  formule  en  consi- 

I     ('f    dcf 
dérant   —     ,  "^      ,-   comme  la  dcnvéc  de  (i  par  rapport  à  la  lorme 
2  -    an     an  ^  ^  ^  "^ 

de  la  ligne  'X. 

Dans  les  formules  (75)  et  (yS')  'n°  97),  _       et  -p-  repré- 

sentent  tous  deux  la  dérivée  de  la  longueur  d'une  ligne  '£,  tracée 
sur  la  surface  donnée,  par  rapport  à  la  forme  de  cette  ligne  ;  et  le 
raisonnement  par  lequel  nous  avons  obtenu  la  relation  (76)  re- 
vient, au  fond,  à  égaler  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  la  dérivée. 

250.  Ou  peut  tirer  de  la  formule  {•.iôo),  des  relations  entre  les  dérivées 
de  (f  par   rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z  de  A,    x' ,  y' ,  z  de  B.   En 

IIadamaud  —  Cukiil  lies  variations  20 
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eflet,  considérons  le  cas  où  la  surface  S'  s'obtient  à  partir  de  S  par 
une  translation  5.r  parallèle  à  Ox.  Soient  d'autre  part  A',  15'  les  points 
obtenus  en  elTectuant  sur  A,  B  la  translation  —  o.r.  La  figure  S',  A,  B 
se  déduit  par  une  translation  de  la  ligure  S,  A'.  B'.  On  a  donc  : 

y"  =  /'• 

«^    A  'J  A 

D'où 


Faisons  tendre   o.r  vers  zéro  cl  appliquons  la  formule  ("ajo),  où  l'on 
aura  évidemment  : 

on  ==  cos  [n,  x)  ox 

(n,  x)  désignant  l'angle  de  la  normale  intérieure  avec  la  direction  po- 
sitive de  0.r.  On  aura  à  la  limite  : 

HX  dX  ^'^  JJ      "'*  "" 

De  même,  en  déduisant  S'  de  S  par  une  rotation  autour  de  OZ  ;   on 
trouverait 

()q  dq         ,i)(l  ,àq         i      Tr  "S'a  "i/,,  ,  .       .  .       vn  j< 

V  2 — x--^ -hr    "^  I — a? -*^7  =  7—    Il    -, ,— (ycosf/i.x) — oîcosf/i.vlVib 

"  <ix         9r      -^  ôx'  ôj       l\iijj^dn   dn   ^'        ^      '  \   '. // 

et  en  prenant  pour  S'  l'iiomolliétiquc  de  S  : 


-,  '^  -,—      .TC0s(n,  x)  -+-  vcos(/J,  y)  -t-  ;cos(/k  ;)     (h  = 

dn   dn     L  \   '     /        ^         \      . /  ^        'j 

ôg  d(/  ôr/  ,  Dr/  ,  Dr;  ,  <v/ 

î)X      •'  :)y  or  àx        "    Dr  ôz        -^ 

251.  On  pourrait  également  tirer  de  la  formule  (2.")o)  une  méthode 
pour  calculer  la  fonction  de  Green  et,  par  conséquent,  pour  résoudre 
le  problème  de  Diricblet. 

On  sait,  en  eflet,  trouver  cette  fonction  de  Green  pour  certaines 
surfaces,  par  exemple  pour  la  sphère.  La  méthode  consisterait  à  passer 
d'une  telle  surface  à  une  surface  voisine  au  moyen  de  la  formule  (200). 
On  considérerait  une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  paramètre  a 
et  il  faudrait  résoudre  au  moyen  d'une  série  d'approximations  succes- 
sives l'équation  fonctionnelle  : 

DX  ^^  ^   "'*  '<'*    '^^ 

où  g  est  connu  pour  a  ^  o. 


FONCTION    ItK    NFUMAN.N  OOy 

252.  Fonction  de  Neumann.  —  Au  lieu  de  clicrclier  à  dcler- 
miner  une  fonction  harmonique  U  dans  un  domaine  donné  par  ses 
valeurs  sur  le  contour  S,  on  peut  se  proposer  de  la  déterminer  par  les 
valeurs  de  sa  dérivée  normale  sur  le  contour.  A  ce  deuxième  problème 
aux  limites  correspond  la  fonction  de  .Neumann,  qui  joue  le  même  rôle 
que  la  fonction  de  Green  dans  le  problème  de  Diriclilet  ('). 

La  fonction  de  Neumann  relative  à  une  surface  S  et  à  un  point  \  est 
définie  de  la  manière  suivante  :  c'est  une   fonction  y  dont  la  dérivée 

normale  est  constante  sur  S,  telle  que  •; =  F  soit  harmonique  et 

régulière  en  tout  point  M  intérieur  à  S. 

Comme  y  ne  serait  ainsi  déterminé  qu'à  une  constante  près,  on  prend  : 


•,'(/S  =  o. 

s 

La  valeur  constante  k  de  -j    est  d'ailleurs  (')  : 

an  ^  ' 

k  =  ^ 

S 

où  la  quantité  désignée  par  S  est  l'aire  de  S. 
La  fonction  ainsi  définie  satisfait  à  la  condition 


En  effet,  puisque    ,'  est  constant  sur  S,  on  a  (moyennant  la  relation 

(252)). 

s  \ ' *    an  '  B    dn  / 

Or,  d'après  l'identité  de  Green,  le  premier  membre  est  égal  à 

'a  ^       '    li  ' 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Nous  allons  encore  calculer  la  variation  de  y-  On  a  comme  précé- 
demment : 

S 


''H-C'^:}=iih'tii-'2U^ 


(')  Voir  Hadamard,  Leçons  sur  la   propagalion   des   ondes   et    les   équations   de' 
V hydrodynamique,  Gh.  I,  n°  2'\. 
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en  supposant  par  exemple  S  intérieur  à  S'  et  en  désignant  par  -(■'  la 
fonction  de  ^eumann  relative  à  S'.  Avec  les  mêmes  notations  que  pré- 
cédemment,  nous  aurons,  en  indiquant  par les  termes  de  l'ordre 

de  £-  : 

où  M'  est  le  point  de  S'  situé  sur  la  normale  à  S  en  M  et  ).  =  In.  On 
a  donc  : 

/j;'-:?'-ï[,œ-"'»-'?.0'-»]- 

Or,  on  sait  (')  que  c/S   est  lié  à  t/S  par  la  relation 

f/S'  =  f/S[l    —  £).f]  H-    ... 

en  appelant  c  la  courbure  moyenne  (  p  +  ,j,  |  de  S  (les  ravons  de 
courbure  étant  comptés  positivement  vers  l'intérieur).  Par  suite  : 


/X'-'^=jï-''"-^^'-=ir 


Àcy\.  ./S+  .. 


La  première  des  intégrales  du  second  membre  étant  nulle,  il  vient  : 

Pour    calculer    M    —  7    ,'    t/S,    cherchons   l'expression  de  (  ,     )   . 
1  a 

^^  d^)„=[(È').-(a:;')J-[(£)„-(£)„.]-E]...- 


On  a 


Or  on  a  évidemment 


et  par  hypothèse 

S'' 


(')  A  oir  DahuOlx,  Lcroiis  sur  la  thcoric  ilcs  surfaces,  t.  I,  ii'  185- 
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Reste  à  calculer  le  premiei*  crochet  de  la  formule  (aoS).  Pour  cela, 
rapjîortons  la  surlace  S  à  un  triètire  trirectangle  d'origine  M  et  d'axes 
M?,  Mr,,  M«  (M/i  étant  la  normale  intérieure  à  S),  Dans  ces  conditions, 
on  aura  : 

(f'!)   =  1^)    cos(.',  ?)  +  (^'■')    cos(n',  r.)  +  ('"^'')   cos(«',  n). 

(  )n  obtiendra  les  parties  principales  des  ti-ois  cosinus  en  remplaçant 
au  voisinage  de  M  la  surface  S  par  son  plan  langent  et  la  surface  S' 
par  une  surface  dont  la  cote  est  sÀ.  Ces  parties  principales  sont  pro- 
norlionnelles  à 


9?  f>ri 


D'où 


d/i/M  \ô, /m       i);,         \dr,  /       ôïj         \ôn 


On  a  ainsi 


•^tn'^=^ff'-'!i:^-^''-'w  lu'^ 


La  deuxième  intégrale  du  second  membre  est  nulle  par  hypothèse. 
Nous  arrivons  enfin  à  la  formule  : 

hT.\      r>;ô^         .Tf;r»'fi  (//i-/  b\       b'         "'/J 

ou,  pour  E  infiniment  petit, 


s  ■  ^»^ 


"^ 

?)"/)     f>  Tj  ~^  (In- 


dien) ôY„       f'^To . 


JS. 


On  voit  que  le  pi'emier  membre  sera  bien  déterminé  si  l'on  connaît 
on  d'une  part  et  les  valeurs  de  y'^',  y^|  sur  la  surface  S  d'autre  part.  Mais 
la  symétrie  qui  existe  entre  les  points  A  et  B  n'apparaît  pas  sur  le 
second  membre. 
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253.  Pour  l'obtenir,  introduisons  les  paramètres  dilTérentiels  relatifs 
à  la  surface  S.  Soit,  d'une  manière  générale, 

Ef/fi'  -r-  sFdudv  -h  Gdv- 

l'élément  linéaire  de  la  surface  S.  Le  paramèlre  différentiel  du  premier 
ordre  relatif  à  la  fonction  U  (*)  est  la  quantité  : 

(j  (  —        —  2  b h  Li 


,-  \àa  /  du    dV  \dV 

^i^  =  EG  —  F^ 

et  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre,  l'expression  : 

/r  '^'  —  F  *^\  /  E  *^  -  —  F  —  "^ 

j.  ^      *^     (  '^"  dV      \  '      *^     1  "^^  ^^ 


avec  H  =  \/eG  —  F^. 

Si  A,  (U,  V)  est  la  forme  polaire  (n"  14)  de  A,  U,  on  a  (')  une  for- 
mule analogue  à  celle  de  Green  : 

où  Jb  est  une  portion  de  la  surface  S  limitée  par  le  contour  L  et  v  la 
normale  à  L  située  dans  le  plan  tangent  à  S.  En  particulier,  si  X  est 
la  surface  S  tout  entière,  L  se  réduit  à  un  point,  ce  qui  donne  : 

(255)  rr  A,  (U,Y)  f/S  -h    N   VAoUf/S  ==  o. 

Au  point  M,  l'élément  linéaire  se  réduit  à  (/?"  +  dr,^  et,  par  suite, 

A,(U,Y)à 

A,(U,V)  =  ^^  +  ^'^'^' 

en  indiquant  par  l'indice  i  les  dérivées  prises  par  rapport  à  ;,  r,  en 
considérant  la  o'  coordonnée  n  comme  fonction  des  deux  ijintrcs  sur  S. 


(')  Voir  Dauboux,  Leçons  sur  Ja  llu'oric  des  surfacrs,   ]Â\.  ^  II,  (]liap.  I. 
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Ces  dérivées  sont  lices  à  '  >  ....  i)ar  les  relaLioiis 


ft[U ôU        dn  i)[] 

cl,  pour  le  second  ordre, 

(),-{]        ô-U  dn  ô-U         /ô/i\-  ô-U        fl'/J  <">lj 

ôj  ;-         ôr  <~>;   o'dn        \d;  /    d/i-         d;-  dn 

où  Ton  a,  toujours  au  point  ^I, 

dn  <")-/(  I 

(en  appelant  R',   le  rayon  de  courbure   de  la    section    normale  par 
r^  =  o).  Donc,  en  ce  même  point 

et  par  suite  : 

pendant  que 

ôj  r  ÔjT/  ô;-  ôr,-  D» 

On  pourra,  dès  lors,  dans  la  première  parenthèse  sous  le  signe    |    / 
de  la  formule  (204),  remplacer  l'ensemble  des   deux  premiers   termes 

7.)     M  0      M  o     M 

par  Al  ('■-'»,  T|J'  et  'c  troisième    ,  .,  ,  égal  a  —  (  — ,, — h    -.^  j  (puiscjue 
la  fonction  7^^  est  harmonique  à  l'intérieur  de  S)  par  : 

T.)     M  1     M 

D'où  : 

c/    t.'    b 

La  formule  (264)  donne 

A,(o/!Y^  Y'!)f/S  +     /  I    o,v!l  ■  ^-^U  =  o. 


,ff 
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D'autre  part  on  a  évidemment  : 

Moyennant  ces  deux  relaiions,  l'expression  de  ^y  ^  devient  : 

Cette  forme,  symétrique  en  A  et  B,  détermine  cette  fois  la  valeur 
de  07"  connaissant  seulement  on  et  les  valeurs  de  y'^',  7^'  sur  la  sur- 
face S.  La  formule  s'étend  comme  tout  à  l'heure  au  cas  où  les  surfaces 
voisines  S  et  S'  sont  disposées  l'une  par  rapport  à  l'autre  de  façon 
quelconque. 


LIVRE  III 


LES  CO\Dn  IONS  DE  L'EXTREMUM  LIBRE 


CHAPITRE  PREMIER 


LA    MÉTHODE    DE    J AGOBI-GLEBSCH 


I.  CAS  DUNE  FONCTION  INCONNUE 

254.  La  variation  seconde.  —  Supposons  que  l'on  ail  trouvé 
une  extrémale  À  remplissant  les  conditions  du  premier  ordre  telles 
que  nous  les  avons  formulées  au  Livre  précédent. 

?Sous  avons  maintenant  à  rechercher  si  cette  ligne  fournit  bien 
un  extremum  de  notre  intégrale. 

A  cet  etlét,  nous  allons  d'abord  poursuivre  la  marche  générale 
indiquée  au  Livre  Premier  (n"  39)  en  étudiant  la  variation  seconfJc 
de  l'intégrale  considérée  /  (dérivée  seconde  de  /  par  rapport  an 
paramètre  a)  et  exprimant  que  cette  variation  est  essentiellement 
positive  ou  essentiellement  négative. 

Nous  avons  constaté,  il  est  vrai,  qne  cette  méthode  ne  peut  pas 
nous  fournir  d'une  façon  certaine  les  conditions  suffisantes  pour 
l'extremum.  Nous  ne  sommes  assurés  que  d'une  chose  :  c'est  que 
l'invariance  du  signe  de  la  variation  seconde  (celle-ci  devant  être 
positive  dans  le  cas  du  minimum  et  négative  dans  le  cas  du  maxi- 
mum) est  ])Our  cet  extremum  une  condition  nécessaire. 

Comme  les  conditions  nécessaires  qne  nous  obtiendrons  ainsi 
découleront,  elles  aussi,  de  la  méthode  qui  nous  fournira  les  con- 
ditions suffisantes,  l'étude  de  la  variation  seconde,  telle  que  nous 
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allons  la  faire  maintenant,  serait,  à  strictement  parler,  inutile,  de 
sorte  qu'on  pourrait,  à  la  rigueur,'  faire  commencer  le  présent 
Livre  au  Chap.  II. 

Elle  est  nécessaire  cependant,  car  elle  fait  apparaître  des  notions 
et  des  propriétés  qu'il  importe  de  connaître  pour  l'intelligence  du 
problème,  et  qui  sont  liées  d'une  manière  étroite  à  toutes  les  ques- 
tions qu'on  peut  se  poser  sur  le  Calcul  des  Variations. 

255.  Considérons  d'abord  l'intégrale 


à  une  seule  fonction  inconnue,  dans  les  conditions  du  Livre  II, 
Chap.  I,  c'est-à-dire  en  supposant  les  extrémités  A(j/*,  3'°)  et 
B  (x',  y^)  de  la  ligne  d'intégration  fives.  La  variation  première 
peut  s'écrire  (n"  53)  en  posant  toujours 

'">  =  fLy)=f,-;lf.y. 

SOUS  l'une  quelconque  des  deux  formes 

0/  =     I       /(,'/)  5j  dx=     /       F;y)  oJ'  (Ir. 

Ces  deux  expressions  sont  équivalentes  entre  elles,   ou,   si  l'on 

veut,  les  deux  quantités  sous  le  signe    /   sont  équivalentes  au  sens 

du  n°  27  :  leur  différence  est  la  dérivée,  par  rapport  à  x,  de  l'ex- 
pression/J/o\. 

Nous  déduirons  de  là,   par  une  seconde  application  de  l'opéra- 
tion r),  les  deux  expressions  suivantes  de  la  variation  seconde 

(2)  o-^/=  (      ?jyoF(y)dx^    j      F{y)^h'dx, 

>J  X  «,    X 
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Mais  si  la  ligne  dont  nous  partons  est  une  exlrémalc,  In  se- 
conde inlérirale  disparail  dans  chacune  des  deux  formules  prccé- 
dentes.  Elle  peut  cire  considérée  comme  obtenue  en  substituant  la 
fonction  â'-y  à  r)y  dans  la  variation  première,  laquelle  est  identi- 
quement nulle.  On  peut  donc  écrire  simplement  : 

(2')    l'-I=  j    ^    oyoF{y)dx, 

(3')    oV=    (        (Aov'-^-|-2Boyry+Coy2)c7.r=    1^    f (8/,  ov)f/x      • 
en  posant 

f (y',  y)  =  Ay'-  +  2Byy'  +  Cy-. 

A  leur  tour,  d'après  la  manière  même  dont  elles  ont  été  obte- 
nues, les  expressions  (2)  et  (3)  sont  équivalentes  entre  elles,  pourvu 
que  les  extrémités  soient  fixes  et,  de  plus,  que  oV'  soit  conlinu  : 
Dans  les  formules  (2),  (o),  la  dilïérence  des  deux  quantités  sous  le 

signe    /   est  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  quantité 

(4)  °  (fAy)  =  ^^/Ay  +  JAy 

(laquelle  est  alors  nulle  aux  limites)  ;  et  la  même  chose  a  lieu  pour 
les  expressions  (2'),  (3').  à  ceci  près  que  le  terme  r)-y  est  sup- 
primé. 

Si,  au  contraire,  <^y'  n'est  pas  nul  aux  limites,  ou  s'il  présente 
des  discontinuités,  l'expression  (2)  reste  valable;  mais  l'expression 
(3)  doit  être  corrigée  par  des  termes  contenant  les  valeurs  de  la 
c[uantité 

(4')  o/;.5j 

aux  extrémités,  ou  les  variations  brusques  de  cette  quantité. 

255  6/s.  On  peut  envisager  les  variations  successives  et,  en 
particulier,  la  variation  seconde,  sous  un  point  de  vue  un  peu 
différent  de  celui  qui  précède. 


3i6 
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Considérons,  non  jilus  une  dilTéienliellc  D'y  (relative  à  la  varia- 
ble a),  mais  un  accroissement  fini  Aj  de  y,  de  sorte  que,  y  étant 
l'ordonnée  de  À,  y  -h  Ay  est  l'ordonnée  d'une  ligne  variée  ï.  La 
différence  des  valeurs  de  /  relatives  à  !X  et  à  /  est 

/  -  /  =    r    [/(/  +  A/,  y  -f-  Aj,  ^r)-f(y',  r.  a-)]  dx. 

Supposons  la  quantité  sous  le  signe  I  ,  au  second  membre, 
développable  par  la  formule  de  Taylor.  On  pourra  écrire  : 

1-1=   \      (/,/Aj'+/,Ar)(/^ 

-^\\^    (y;/2A/--i-2/vijAv'+/,2Aj2)(/a;  +  ... 

~^    c  J' 

OU,  si  on  limite  la  formule  au  second  terme 

m  (A)    J./--0 

-+--/„    (7y'2Aj-^4-2/,/,Aj'Ay'+/,2A/)(/.r+    l^    Rdx, 


R  désignant  le  reste. 

Le  premier  terme,  dans  le  second  membre  de  l'une  quelconque 
de  ces  deux  formules,  n'est  autre  (au  cbangement  près  de  r}y  en 
Ay)  que  l'expression  précédemment  trouvée  pour  la  variation  pre- 
mière ;  Aj  étant  une  fonction  de  x  continue  et  nulle  aux  extré- 
mités, il  est  nid  si  ).  est  ime  extrémale. 

Le  second  terme  n'est  autre  (au  même  cbangement  près)  que 
la  moitié  de  l'expression  (,'5'). 

Celle-ci  se  présente  donc  conmie  la  partie  (jiiadralirjuc.  par  rap- 
port aux  valeurs  de  oV  et  de  r)y' .  de  raccroisseineni  de  I  développé 
par  la  formule  de  Taylor. 

256.    Considérant  à  nouveau  la  variation  r}y.  nous  poserons, 

pour  abréger  oV  =  y.  Nous  désignerons  par  I      =  P(y)  la  varia- 
tion o^F(j),  soit,  en  dévelo[)pant 

(5^     I^y)  =  F(y)  .:=  S/, -  ^^  8/,/ -^ Cor  +  Bo>'  -  ^^^  (Boy  -^  A8y'] . 
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F(y)  csl  un  [)olvnome  dilïci-eiitiel  linéaire  du  second  ordre  par 
rapport  à  y.  L'équation 

(E)  F(y)  =  o 

n'est  aulre  que  ce  que  nous  avons  désigné  au  n'^  21  notions  pré- 
liminaires) sous  le  nom  (^équation  aux  variations  correspondant  à 
l'équation  F('y)  =  o  des  extrémales  ;  et  nous  avons  établi  en  cet 
endroit  que  si  l'on  avait  obtenu  une  intégrale  de  F[y)  ^=  o,  dépen- 
dant d'un  paramètre,   soit  ^Vix,  a),  la  dérivée  T'a  est  solution  de 

l'équation  I  '^  =  o.  Si  l'on  a  trouvé  l'équation  générale  des  oxlré- 
males  y  =^y[x,  a,  fi),  on  aura  par  là  môme  intégré  l'équation  aux 
variations,  son  intégrale  générale  étant    n"  21  •  : 

c  ~'~  +  c'  -''^, 
d'JL  dp 

où  c,  c  désignent  deux  constantes  arbitraires. 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe  et  oii  l'on  suppose  l'extré- 
male  /  déterminée,  on  l'aura  obtenue  en  géiîéral  après  avoir  trouvé 
l'équation  générale  des  extrémales  et,  s'il  en  est  ainsi,  on  connaîtra 
l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  variations. 

257.  Considérons  de  même  l'intégrale  à  plusieurs  fonctions 
inconnues  : 


^  .1 


dx 


prise  entre  deux  points  fixes  A  et  B  et  supposons  qu'il  existe  une 
extrémale  ).  joignant  A  et  B.  Par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a 
été  fait  pour  n  =  i,  on  obtiendra  les  expressions  suivantes  : 

['Kl         J  j:         \      ■  I  t,  J-  ■ 

et  (pour  F\  =  F^  ...  =  F„  =  o) 

(2  bis)     IH  =    \       (^  Fj/)  (-b- 


fx^ 

(3  bis)     ZH=  j  ^    [V  (A,,y',y',  +  2B,,y;y',  +  C,,y,y,,)]  dx  =  I 
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en  posant  : 

F,  =  5F,-         avec         ov,  =  y,- 
et  : 

Les  équations 

'E)  F,  =  G 

ou  cqualions  aux  varialions  correspondant  aux  équations  F,  =  o, 
sont  des  équations   linéaires   et   du   second  ordre  en  y,,  —  y„. 

D'autre  part,  le  discriminant  de  la  forme  quadratique  1>=  >  A,7.y',y'/, 

i,k 
est  le  déterminant  l'onctionnel  par  rapport  à  y/',  ...  r„"  des  pre- 
miers membres  F,  des  équations  des  extréniales.  Xous  continue- 
rons à  supposer  qu'il  ne  s'annule  pas  entre  A  et  B,  de  sorte  que 
la  forme  <1>  est  toujours  déconiposable  en  une  somme  de  n  carrés 
de  formes  linéaires  indépendantes. 

La  forme  0  n'est  autre  que  l'ensemble  des  termes  quadratiques 
par  rapport  aux  y'  dans  la  forme 

(6)    f(y, y') = ^/v ,y,  y'-y'/. -^- 2  ^fy.y,  y- y'''- -^ ^fj:y>:  y-y'^- 

;'.  k  i,  k  i,  k 

qui  figure  sous  le  signe    /    dans  la  formule  ( 3  hh\ . 

La  connaissance  de  f  permet  à  elle  seule  d'écrire  les  équations 
aux  variations  :  on  a,  en  elTct, 


(7) 

^4  = 

k 

.  '^y^ 

-h 

A- 

■\  ^'^ 

(7') 

^■■.= 

/  i  J  y  ;■ 

k 

v.^'^ 

+ 

k 

v'.^>''^- 

2  y  ' 

et,  par 

conséquent, 

(8)    l!y.)  =  P,(y)  =  5F.  =  3(/„  -  y;)  =  I(f,„  -  l  ty 

Ainsi,  les  cqiialions   E)  ne  sont  autres  que  celles  que  l'on  obtien- 
drait en  annulant  la  variation  première  de  l'intégrale  (5  bis)  — 
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c'est-à-dire  (au  facleur  2  près)  de  la  pailic  quadratique  par 
rapport  aux  r}y,  r)y^j  de  l'accroissement  de  /  — ,  les  y  élanl  cou- 
sidévés  comme  fonctions  inconnues. 

258.  Nous  allons  niainlcnant  établir  que  :  Les  polynômes  diffé- 
rentiels tels  que  F,  ou  les  systèmes  di/férentiels  tels  que 

(E)  F,  =0,  Po  =  o,...,F„  =  o 

sont  identiques  à  leurs  adjoints. 

C'est  nn  résultat  auquel  nous  avons  été  conduits  au  n"  142.  Nous 
allons  le  vérifier  ici,  et  retrouver  directement  l'équation  (109')  obte- 
nue en  cet  endroit. 

Le  fait  même  que  les  F,  sont  les  premiers  membres  des  équa- 

tions  des  extrémales  relatives  à  l'intéfirale  |  -  îdx  nous  conduit, 
en  effet,  à  l'identité 

(9)  Z.F,(y)==-^^^Z,fy.        -i-      Vz.fy,     +     Z',fy. 


qui  n'est  autre  que  la  formule  (5)  de  la  page  60,  en  y  remplaçant 
respectivement  y,,  /,  F,  par  y,,  -f,  F,  et  oV,  par  z,  .  Or  on  a  n"  14    : 

y  (z,fy^  +  z'fy)  =  _]^',y4,  +  y'4',)- 

i  i 

Si  donc  on  ajoute  entre  elles  les  différentes  égalités  déduites  de  9) 
en  donnant  à  l'indice  /  toutes  les  valeurs  de  1  h.  n  et  que  l'on 
retranche  du  résultat  obtenu  celui  qu'on  en  déduit  en  permutant 
les  y  avec  les  z,  il  vient 

(10)  ]ï][z.FKy)-y.F,(z)]  =  j^ 

O  ayant  la  valeur 

(11)  o(y,z)  =  ^V(y,4,  -Z,fy.). 

i 

Si,  en  particulier,  les  y  et  les  z  sont  des  solutions  des  équa-  . 
lions  (E),  on  a 

(12)  il  =  const. 
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Or  ceci  n'est  autre  chose  que  la  relation  109' )  précédemment 
obtenue  au  n"  142,  comme  le  montrent  les  formules  -')  qui  font 
connaître  les  variations  des  quantités  fy-. 

Dans  le  cas  d'une  écjuation  unique,  la  formule  (10)  se  réduit  à 

{^^)  zP(y)-yP(z)=:;J^ 

('3')  ii  =  A(zy'-yz'). 

Le  résultat  quelle  exprime  apparaît  d'ailleurs  intuitivement  sur 
l'expression  (5)    n"  256  .  laquelle  s'écrit  encore 

(i4)  F(y)=:Hy--;^^(Ay')      ,      H  =  C-g 

c'est-à-dire  sous  la  forme  caractéristique  m"  28 1  d'un  polynôme 
diflérentiel  du  deuxième  ordre  identique  à  son  adjoint. 

Ceci  montre  môme  que,  réciprocpiement,  tout  polynôme  dillé- 
rentiel  du  second  ordre  identique  à  son  adjoint  —  c'est-à-dire  tout 
polynôme  de  la  forme  [\[\\  —  peut-être  considéré  comme  déduit 
d'une  variation  seconde  d'intégrale  définie,  —  celle  de  l'intégrale  (3'), 

avec  B  quelconque  et  C  =  H  4-   ,-;  • 


259.  L'observation  de  Legendre.  —  Plaçons  nous  dans  le  cas 
de  /i  =  I.  Pour  que  l'extrémale  À  fournisse  un  extremum,  il  faut 
que  r}^l  ait  forcément  un  signe  déterminé,  quel  que  soit  r)y.  Il  en 
est  évidemment  ainsi,  toutes  les  fois  que  la  forme  quadratique 
en  y.  y 

(.t5)  f=  Ay'2  +  2Byy' +  Cy- 

est  déflnie,   (piel  que  soit  x  ou  même  si  elle  est  le  cairé  d'une 
expression  linéaire  en  y  et  y'. 

Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Legendre  a  observé  que  la 
question  serait  résolue  si  l'on  pouvait  amener  la  cjuantité  lâi  à 
vérifier  cette  condition  en  transformant  l'intégrale  (3')  comme  on 
l'a  fait  pour  la  variation  première,  c'est-à-dire  en  ajoutant  à  l'élé- 
ment diiVérentiel  une  expression  de  même  forme  dont  l'intégrale 
soit  nulle. 
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Nous  chercherons  donc  à  délerminer  une  Ibnclion  j  do  x  lelle 
(jue  l'expression  : 

(i6)    Ay-  +  2Byy'+Cy^  +  /^(jy^)=Ay'^  +  2(B+j)yy'+(c+^^Jy^ 

soit  un  carré  parfait  : 

(i6')  Ay'-^  +  2Byy'+Cy^+;^(jy^)==A(y-Ty)^ 

où  Y  est  une  certaine  fonction  de  x. 

La  quantité  j  cherchée  devra  satisfaire  à  Véqualion  de  Riccati  : 

(^7)  (B+j:.^-A(C-f-f')^o. 

Si  l'on  peut  trouver  à  cette  équation  une  intégrale  continue  et  finie 
entre  x^  et  a;^  on  aura  : 

oU=   I  ^^  A  (y'  —  '!yydx 
en  posant  : 

^~  A 

et  par  conséquent,  si  A  ne  s'annule  pas  entre  x"  et  x^ ,  o"-I  aura 
un  signe  indépendant  de  la  variation  y. 

260.  "Les  résultats  de  Jacobi.  —  Reste  à  intégrer  l'équation 
de  Riccati  (lyj.  Jacobi  a  montré  que  cette  équation  peut  être  con- 
sidérée comme  intégrée  lorsqu'on  connaît  l'équation  générale  des 
extrémales.  C'est  ce  que  nous  étaljlirons  de  la  façon  suivante. 

Pour  écrire  que  la  forme  quadratique  f  16)  est  le  carré,  au  coeffi- 
cient A  près,  d'vme  combinaison  linéaire 

y'  —  ty. 

considérons  une  fonction  y  qui  vérifie  l'équation  différentielle 

y'  —  7y  =  o. 
Cette  fonction  annulera  manifestement  la  variation  de  l'intégrale 

Q  A  (y'  -  'lYY-dx  =  £^  [kr-  +  .Byy'  -i-  Cy^  +  /^  (jy'-)]cfx. 

Hadamard  —  Calcul  des  variations  ai 
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Elle  annulera  donc  aussi  celle  de  l'intégrale  I  (Ay'-+2Byy'-f-Cy-)(/a!*,. 
Celle-ci,  en  effet,  ne  diffère  de  la  précédente  c|ue  par  un  terme  exac- 

d^iiY')-"^'  dont,  comme  nous  l'avons  rap- 
pelé au  n"  51,  la  variation  est  identiquement  nulle  si  les  extrémités 
de  la  ligne  d'intégration  sont  fixes. 

On  obtiendra  donc  toute  fonction  y  en  considérant  une  inté- 
grale z  de  l'équation  (E)  du  n"  256  et  posant 

(.8)  ;  =  (. 

261.  Réciproc[uement  toute  fonction  y  ainsi  obtenue  fournit 
une  solution  de  la  question  posée.  Cela  résulte  déjà  de  ce  que  ces 
fonctions  ont  exactement  le  même  degré  de  généralité  que  les 
solutions  de  l'équation  (17)  et  c'est  ce  qu'on  vérifie  sans  difficulté 
directement. 

Mais  cela  ressort  aussi  immédiatement  du  fait  que  le  polynôme 
linéaire  F  est  identique  à  son  adjoint,  autrement  dit,  de  l'iden- 
tité (i3)  (n"  258). 

Dans  cette  identité,  substituons  pour  z  une  solution  de  l'équa- 
tion aux  variations  :  nous  obtenons  ainsi  une  valeur  de  F  (y)  et,  ea 
la  reportant  dans  la  variation  seconde  prise,  cette  fois,  sous  la 
forme  (2')  celle-ci  devient 

Cl.)  t'I  =  £'lllA{yz'-zy')]d- 

OU  par  une  intégration  par  parties 

(20)     0^7  =  J^-  A(yz'  -  zy')  (J)  dx  =  £^  A  (y'  -  ^^  y ^ 
car  le  terme  tout  intégré 


Ayly^  — y' 


z 

La  fonction  7  =      fournit  donc  bien  la  transformation  dcman- 


est  nul  aux  limites 

I 
dée 
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On  pourrait  d'ailleurs,  bien  entendu,  arriver  au  niènie  résultat 
en  reprenant  d'une  manière  convenable  les  calculs  mêmes  que 
nous  avons  faits  au  numéro  précédent.  C'est  ce  que  nous  ferons 
un  peu  plus  loin,  dans  le  cas  plus  général  de  ii  fondions  inconnues. 

262.  Condition  de  Jacobi.  —  La  question  est  résolue  au  point 
de  vue  Ibrmel. 

Mais  pour  que  la  transformation  de  Legendre  ainsi  obtenue  soit 

légitime,  il  faut  que  la  quantité  j  reste  finie  entre  x^  et  x^  :  par 

/  z'  \    . 

conséquent,  en  prcnani  j  =  —  (  B  +  A  -  ),  il  faut  que  z  rcsie  diffe- 

rcnl  de  zéro  entre  ces  mêmes  limites. 

Or  toute  solution  z  de  l  équation  aux  variations  peut  être  consi- 
dérée comme  la  dérivée  (pour  a  =  o)  d'une  intégrale  de  F[z)  =r-  o 
dépendant  d'un  paramètre  a  et  qui  se  réduit  à  j  pour  a  =  o.  Par 
conséquent,  dire  qu'il  y  a  une  solution  z  de  l'équation  aux  varia- 
tions qui  ne  s'annule  pas  entre  x"  et  x\  c'est  dire  qu'il  y  a  une 
famille  d'extrémalcs  A  à  un  paramètre  a  contenant  l'extrémale  X  et 
dont  l'enveloppe  touclie  /  en  des  points  tous  extérieurs  à  l'arc  AB. 
Ou  encore,  c'est  dire  que  les  extréniales  A  infmiment  voisines  de  ). 
ne  coupent  pas  ).  entre  A  et  B. 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura  l'identité  (20). 

Considérons  en  particulier  la  solution  z,  de  l'équation  aux  varia- 
tions qui  s'annule  pour  x  =  x°.  Si  le  foyer  conjugué  (n°  100)  du 
point  A  est  extérieur  au  sens  strict  à  notre  intervalle  d'intégration, 
cette  solution  sera  différente  de  zéro  dans  ce  même  intervalle,  le 
le  point  A  excepté.  Par  raison  de  continuité,  sera  également  diffé- 
rente de  zéro(')  au  point  A  la  solution  z  qui  s'annule  en  un  point 
situé  sur  le  prolongement  de  notre  arc  d'extrémale  au-delà  de  A, 
mais  très  près  de  A.  Les  considérations  précédentes  seront  donc 
applicables  à  cette  solution. 

Nous  dirons  que  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée  si  l'équation 
aux  variations  possède  une  solution  z  différente  de  zéro  dans  l'in- 
tervalle (x",  x^).  Pour  que  la  condition  soit  vérifiée  au  sens  strict, 
z  devra  être  différent  de  zéro  même  en  A  et  B  ;  il  pourra,  au  con- 


(')  En  vertu  de  ce  fait  que  la  dérivée    ,  -  est  différente  de  zéro  en  A. 
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traire,  s'annuler  en  ces  points  si  la  condition  ne  doit  être  vérifiée 
qu'au  sens  large. 

On  voit,  en  particulier,  que  la  condition  est  vérifiée  au  sens  strict 
si  le  foyer  conjugué  de  A  est  extérieur  à  l'intervalle  et  cju'elle  l'est 
encore,  au  sens  large,  si  ce  foyer  coïncide  avec  B. 

La  condition  de  Jacobi  est  évidemment  vérifiée  clans  tout 
intervalle  suffisamment  petit.  Pour  trouver  un  tel  intervalle  autour 
d'un  point  donné  x  =  x',  il  suffit  de  prendre  une  solution  de 
l'équation  (E)  qui  ne  soit  pas  nulle  pour  cette  valeur  dex.  Elle  sera 
également  ditTérente  de  zéro  dans  un  certain  intervalle  compre- 
nant x' . 

11  résulte  de  ce  qui  précède  C|ue  si  la  condition  de  Jacobi  est 
vérifiée  au  sens  strict  et  fjue  z  soit  la  solntion  cliiTérente  de  zéro, 
on  aura,  quelle  que  soit  la  variation  oV  =  y  nulle  aux  limites,  la 
formule  (20). 

263.  Cette  formule  subsiste  si  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée 
au  sens  large. 

Pour  le  démontrer,  commençons  par  prendre  l'intégrale  (19) 
entre  deux  limites  x"^  et  x'^  dont  l'une  est  un  peu  supérieure  à  x^,  et 
l'autre  un  peu  inférieure  à  x\  Les  transformations  précédentes 
sont  encore  applicables  à  fintégrale  ainsi  prise,  sauf  qu'il  faut 
tenir  compte  du  terme  tout  intégré  (21)  qui  s'introduit  dans  le 
passage  de  la  lormule  (19)  à  la  formule  (20),  savoir 


[^l^y^'"^y')Zo 


Mais,  si  l'on  fait  tendre  £c'°  vers  x'^  et  x'^  versa;'^  ce  terme  tend 
vers  zéro,  et  cela  lors  même  que  z  est  nulle  en  x'^,  par  exemple. 

z'  1 

En  effet,  la  cmantité      est  alors  de  l'ordre  de  — ^^  tandis  crue. 

moyennant  l'hypothèse  indiquée,  le  facteur  Ay"  qui  la  multiplie 
est  du  second  ordre  par  rapport  à  x'°  —  ./;".  On  a  donc  bien  en- 
core la  formule  (20). 

264-  Si  maintenant,  dans  cette  formule,  nous  supposons  que  A 
est  constamment  positif  entre  jj"  et  x\  â'I  sera  nécessairement  po- 
sitif. 
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Il  ne  pourra  nicmc  être  nul  que  si  ùy  est  lui-mènie  idontiquc- 
nicnl  nul  dans  tout  rintervalle.  En  effet,  on  devrait  alors  a\()ir 
idcnliquement  r}y  —  y  r}y  =:::  o,  ce  qui  donne 

y  =  r,y  =  CeJ  ' 

C  désignant  une  constante.  Or  celle-ci  devrait  être  nulle  puisque  o^y 
est  nul  aux  limites. 

Ces  conclusions  sont  encore  vraies  si  A,  tout  en  ne  pouvant  devenir 
négatif,  est  susceptible  de  s'annuler  entre  x°  et  x\  pourvu  qu'il  ne 
soit  identiquement  nul  dans  aucun  intervalle  (cas  que  nous  avons  déjà 
écarté  précédemment  (voir  u"  66)). 

Toutefois,  la  portée  de  cette  remarque  est  notablement  réduilesi 
l'on  observe  que,  pour  A  nul  en  un  point  de  l'intervalle  d'intégration,  la 
condition  de  Jacobi  cesse  le  plus  souvent  d'avoir  un  sens.  Un  tel  point 
est,  en  elfel,  un  point  singulier  pour  l'équation  ditTérentielle  des  extré- 
males  et  pour  l'équation  aux  variations  (E).  Les  intégrales  de  celte  der- 
nière ne  sont  plus  régulières,  en  général  ('). 

On  appelle  condition  de  Legcndrc  pour  le  minimum  i maximum), 
la  condition  que  le  coefficient  A  =//2  soit  constamment  positif 
(négatif)  dans  l'intervalle  {x\  x").  Elle  est  vérifiée  au  sens  strict 
si  A  ne  peut  même  pas  s'annuler  ;  au  sens  large,  si  elle  implique 
seulement  A  ^  o  (ou  A  <<  o,  pour  le  maximum), 

265.  Conditions  suffisantes.  —  D'après  cette  définition  et 
celle  qui  a  été  donnée  de  la  condition  de  Jacobi  (n*"  262),  nous 
voyons  que  : 

La  variation  seconde  est  toujours  positive  si  l'on  a  les  conditions 
de  Leg-endre  (pour  le  minimum)  et  de  Jacobi.  même  au  sens  large. 

Elle  ne  peut  être  nulle  sans  que  r)y  soit  identiquement  nul,  si 
la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée  au  sens  strict   -). 


(')  L'équation  A  =  o  ayant,  dans  ce  cas,  une  racine  multiple  (puisque  A  ne 
cliange  pas  de  signe)  on  n'a  même  pas,  en  général,  afl'aire  à  un  point  singulier 
satisfaisant  aux  conditions  de  Fuchs  (voir  Coursât,  Cours  d'Analyse,  t.  Il, 
p.  /i.")o,  n"  409). 

(-')  Si  la  condition  de  Jacobi  n'est  vérifiée  qu'au  sens  large,  o7  est  nul 
((Faprcs  la  formule  (20))  lorsqu'on  prend  oj  égal  à  la  solution  z  de  l'équa- 
tion (E)  qui  s'annule  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle  d'intégration. 


326  CALCUL    DES    VARIATIO.NS 

266.  Conditions  nécessaires.  —  >«ous  allons  montrer  qu'in- 
versement, le  signe  de  la  variation  seconde  ne  peut  pas  être  dé- 
terminé si  les  deux  conditions  précédentes  ne  sont  pas  vérifiées  à 
la  fois  (tout  au  moins  au  sens  large  . 

a)  Condilion  de  Legcndrc.  —  Supposons  que  A  soit  négatif  en 
un  point  de  notre  extrémale  et,  par  conséquent   (A  étant   con- 
tinu],  sur  tout  un  arc  Mj  M^  {fifj-  3o) 
autour    de    ce    point.    Nous    pourrons 
^__.ii:---X^£      ;  prendre  cet  arc  assez  petit   pour  qu  il 

I  i  soit  intérieur  à  AI3   et  aussi     ii"  262) 

^^ô y — -     pour  que  la  condition  de  Jacobi  y  soit 

Y,r..  3o.  vérifiée.  Dès  lors  si  l'on  forme  une  fa- 

mille de  courbes  variées  joignant  A,  B 
qui  coïncident  avec  À  sauf  sur  lare  Mj  M^  —  autrement  dit,  si 
l'on  prend  y  nul,  sauf  entre  Mi  et  M,  —  on  aura  : 

Or  la  condition  de  Jacobi  étant  vérifiée  dans  MiM^,  où  A  reste 
négatif,  la  dernière  expression  sera  négative  ;  et  il  n'y  aura  pas 
minimum.  Ainsi  A  ne  doit  jamais  être  négatif  entre  A  et  B. 

La  condition  de  Legendre  (au  sens  large)  est  nécessaire  pour 
l'existence  de  Vextrenium. 

267.  h)  Condition  de  Jacobi.  —  A  étant  supposé  toujours  dillé- 
rent  de  o  et.  pour  fixer  les  idées,  positif,  je  dis  que  le  minimum 
n'a  pas  heu  s'il  existe  une  solution  de  l'équation  aux  variations 
qui  s'annule  en  deux  points  A',  A"  de  l'intervalle  donné,  l'un  au 
moins  de  ces  deux  zéros  étant  intérieur  au  sens  strict  à  cet  inter- 
valle —  autrement  dit,  si  la  condition  de  Jacobi  n'est  pas  remplie 
au  moins  au  sens  lar(/e. 

Il  est  clair  tout  d'abord  qu'on  peut  avoir  dans  ces  conditions 
une  variation  seconde  nulle.  Il  suffit  de  prendre  pour  r}y  une 
quantité  z  égale  (comme  au  n"  265,  note  (-))  à  la  solution  en 
question  entre  les  deux  points  A',  A"  et  identiquement  nulle  dans 
le  reste  de  l'intervalle,  —  ce  qui  est  possible  puisque  la  fonction  z 
ainsi  déterminée  est  continue  (')  en  A'  et  en  A". 


(')  Nous  rappelons  qu'en  vertu  des  résultats  du  livre  T,  11°  48,  les  disconti- 
nuités subies  par  la  dérivée  de  z  en  A'  et  en  A'  peuvent  toujours  être  écartées. 
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Les  discontinuités  cpronvées  par  la  quantité  (4  )  en  ces  deux 
points  seront  elles-mêmes  nulles,  de  sorte  qu'on  aura  bien 

puisque  â-I  est  la  somme  de  ces  discontinuités  et  de  Tintégrale 
fzY{z)dx. 

Mais  (contrairement  à  ce  qui  se  passait  au  n°  263)  cette  valeur  o 
ainsi  prise  par  l'intégrale 


1=     j    f(o/.   OY)dx 


n'est  certainement  pas  un  minimum,  car  la  ligne  Ax\'à"B  {/i;J-  3i) 
à  laquelle  elle  correspond  n'annule  pas  la  variation  de  l'inté- 
grale (3'). 

La  ligne  en  question  est,  en  elfet,  à  tangente  discontinue  en 
A'  et  en  A'.  Or,  en  ces  tleux  points,  les  conditions  du  n"  170  ne 
sont  pas  vérifiées. 

a"        a'  A"  ~  B  ^       a',  V  A"  A','    k 

FiG.  3i.  FiG.  32. 

Par  conséquent,  si  avec  M.  Sclnvarz,  au  lieu  de  prendre  r}y  égal 
à  la  quantité  z  qui  vient  d'être  introduite,  on  donne  à  cette  varia- 
tion ây  la  valeur 

y  =  z  +  zy 

où  £  est  un  nombre  très  petit  et  y  une  fonction  arbitraire  nulle 
aux  limites,  le  terme  en  s  dans  cette  nouvelle  valeur  de  I  =  &-!, 
sera  en  général  dilTérent  de  zéro.  Ce  terme  sera  donné  ici  par  la 
formule  aux  limites  (y)  n"  131,  soit 

(22)  (eyf,-):"  ; 

il  sultira  de  prendre  £y  de  signe  contraire  à  f^'  ^^  Az'  en  V  ou  en  A 
pour  rendre  négative  la  quantité  (22)  (et,  par  conséquent,  la  valeur 
totale  de  I  pour  s  suffisamment  petit). 

La  courbe  représentative  de  la  fonction  y  (trait  mixte  de  la  Jîg.  3i) 
a  deux  point  anguleux  de  mêmes  abscisses  respectives  que  A',  A". 
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Mais  on  peut  aussi  placer  ces  cliscontinuilés  en  deux  points  A'j,  A", 
d'abscisses  un  peu  différentes  de  celles  de  A',  A",  mais  situées  sur 
l'axe  des  as,  et  composer  alors  la  courbe  d'un  Irait  curviligne  A'i  A", 
ijig-  32)  rejoignant  deux  portions  AA'i,  A'jB  de  l'axe  des  x.  La 
formule  (y)  (n°  131)  donnera  alors  pour  le  terme  en  i  de  la  nou- 
velle valeur  de  I 

(23)  [(f-z'f,')S-r]::  =  -(Az'^S:r);; 

(^£C  désignant  successivement  les  segments  A'A'j,  A'A'i.  Ce  terme 
est  bien  différent  de  zéro  :  il  sera  certainement  négatif  si  l'on 
prend  âx  négatif  en  A'  et  positif  en  A",  c'est-à-dire  de  manière  à 
accroître,  dans  les  deux  cas,  l'intervalle  A'A". 


Soit,  en  particulier,  y  une  solution  de  l'équation 

(Ee)  F  (y)  =  ^y. 

D'aprè's  le  théoi'ème  du  n°  19,  une  telle  solution  pourra  être  prise  très 
voisine  de  z  pour  s  très  petit.  Comme  d'ailleurs  A'  et  A"  sont  pour  z 
des  zéros  simples  (n»  102  hls),  y  s'annulera  en  deux  points  A'j,  A",, 
respectivement  voisins  de  A'  et  de  A".  Si  on  prend  oy  égal  à  y  entre 
ces  deux  points  et  identiquement  nul  dans  le  reste  de  l'intervalle 
donné,  il  viendra 

de  sorte  que  0-/  aura  le  signe  de  la  quantité  arbitraire  s. 

268.  D'une  manière  générale,  ce  que  nous  venons  de  dire  nous 
monlre  qu'entre  un  point  C  pris  sur  l'arc  VA"  de  la  //^.  3i  et  io 
point  B  (si  celui-ci  est  distinct  de  A"),  il  existe  des  chemins  donnant 
à  l'intégrale  I  une  valeur  plus  petite  que  C'A"B. 

Le  plus  avantageux  de  ces  chemins  sera  la  ligne  Aj  (fig.  33) 
qui,  tracée  de  G'  à  B  satisfait  à  l'équation  (E),  si  cette  ligne  donne 
le  minimum  de  I  entre  les  deux  points  en  question. 

C'est  ce  qui  aura  heu  si  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée  entre 
l'abscisse  c  du  point  C  et  l'abscisse  x\ 

Dans  ces  conditions,  en  effet,  la  ligne  Ai  annulera  la  variation 
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première  de  I  et  en  lenclra  la  variation  seconde  positive  (').  Ceci  ne 
suffirait  pas,  dans  le  cas  général,  pour  affirmer  que  Ai  réalise  le 
minimum  de  I;  mais  il  en  est  autrement  ici  (comparer  n"  272), 
grâce  au  fait  que  la  quantité  sous  le  signe  I  de  I  est  entière  et  du 
second  degré  par  rapport  à  y,  y'. 

Si  donc  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée  au  sens  strict  dans 
l'intervalle  A"B,  on  pourra  prendre  le  point  C,  projection  de  C 
sur  Ox,  assez  voisin  de  A"  pour  cpi'elle  le  soit  encore  dans  l'inter- 
valle B,  et  on  aura,  en  choisissant  ainsi  le  point  C,  une  détermi- 
nation de  y  (l'ordonnée  de  la  ligne  AA'C  B)  qui  rendra  I  négatif. 


-Al 


A      A'  C        A"  B 

FiG.  33. 

On  peut  d'ailleurs  toujours  supposer  qu'il  en  est  ainsi.  Dans  le 
cas  contraire,  en  eU'et,  nous  remplacerions  le  point  B  (en  vertu  de 
la  remarque  II  du  n"  36)  par  un  autre  plus  rapproché  de  A"  (com- 
pris entre  A'  et  le  foyer  conjugué  à  droite  de  A")  sur  lequel  nous 
opérerions  comme  il  vient  d'être  dit. 

Lorsque  le  point  A'  coïncide  avec  A  (de  sorte  que  A"  est  en  5(), 
nous  sommes  ainsi  conduits  (relativement  à  l'intégrale  I)  à  la  cons- 
truction de  Darboux-Erdmann. 

Celle-ci  consiste  à  prendre  dans  l'intervalle  AB,  un  point  C  et 
sur  l'ordonnée  de  ce  point,  un  point  voisin  C  et  à  tracer  des 
arcs  d'extrémales  (relatives  à  I,  c'est-à-dire  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (E))AC',C'B.  Dans  les  hypothèses  où  nous  nous  sommes  placés 
(par  conséquent  en  supposant  la  condition  de  Jacobi  vérifiée  entre 
G  et  B)  ces  deux  lignes  forment  entre  G'  un  angle  rentrant,  autre- 
ment dit,  dont  la  concavité  est  tournée  à  l'opposé  de  AB. 

Nous  vérifierons  plus  loin  (ch.  IV)  dans  l'étude  directe  de  /,  que 
la  variation  seconde  ainsi  obtenue  est  bien  négative.  Si  B  est  très 
voisin  de  %,  elle  peut  s'évaluer  par  la  formule  (20),  soit 

(2/,)  8^/  =  -A(:r'-j-)y'V 


C)  Il  est  clair  que  la  \arialion  seconde  de  I  est  de  même  forme  que  I  luL- 
mème. 
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269.  Relation  avec  le  théorème  de  Sturin.  —  Ainsi,  s'il 
existe,  entre  A  et  B,  deux  foyers  conjugués  (l'un  au  moins  distinct 
de  A  et  de  B),  â^I  aura  tel  signe  que  l'on  voudra,  et  //  n'y  aura  par 
conséquent,  pas  d'extrenium. 

Il  en  est  ainsi  en  particulier,  si  A  a  un  foyer  conjugué  à  l'inté- 
rieur (le  Hutervalle. 

Sous  cette  dernière  forme,  on  peut  dire  que  nous  avons  bien  la 
réciproque  de  la  condition  de  Jacobi  prise  sous  lune  des  formes 
que  nous  lui  avons  données  au  n°  262. 

Mais  sous  la  première,  nos  raisonnements  prouvent  encore  autre 
chose. 

Nous  voyons  en  effet  (moyennant  la  condition  A  $  o)  que 

i"  â'I  garde  un  signe  constant,  si  l'équation  (E)  admet  une  solu- 
tion qui  ne  s'annule  jamais  entre  A  et  B  ; 

2°  rpl  ne  garde  pas  un  signe  constant,  s'il  y  a  une  solution  de 
l'équation  (E)  qui  s'annule  deux  fois  entre  A  et  B,  l'un  au  moins 
de  ces  deux  zéros  étant  intérieur  à  AB  au  sens  strict. 

Les  conclusions  des  deux  énoncés  précédents  étant  contradic- 
toires, les  hypothèses  le  sont  nécessairement.  Dès  lors,  dans  tout 
inlervallc  MN  oii  A  garde  un  signe  constant  sans  jamais  s'annuler, 
si  deux  intégrales  distinctes  de  F  (y)  =  o  s'annulent  deux  fois  dans 
MN  :  —  Yi  en  ai,  hi  et  y.,  en  ai,  bi  —  les  intervalles  (ai,  6i),  {cio,  6>) 
ne  peuvent  cire  intérieurs  l'un  à  l'autre. 

Car,  si  par  exemple  (ai,  bi)  était  intérieur  à  (a>,  b:)  on  pourrait 
trouver  un  intervalle  AB  intérieur  à  a>bi,  comprenant  aibi  et  dis- 
tinct de  ceux-ci.  En  appliquant  à  l'intervalle  AB  et  aux  solutions 
Yi,  Y2  les  raisonnements  précédents,  on  arriverait  évidemment  à 
une  contradiction. 

On  peut  encore  dire  que  si  un  point  A  se  déplace  sur  la  courbe, 
son  foyer  conjugué  {soit  ci  droite,  soit  à  gauche)  se  déplace  dans  le 
même  sens. 

Le  résultat  que  nous  venons  dénoncer  n'est  autre  que  le  célèbre 
théorème  obtenu  par  Sturm(')  pour  une  équation  linéaire  du  se- 
cond ordre  quelconque 

(25)  —  P  (y)  =  Ay "  +  A,y'  +  A.y  =r-.  o. 

C)  Sturm.  —  Mémoire  sur  les  cijaailons  différenlielles  du  second  ordre.  Journal 
•de  LiouvUlc  (tome  t,  p.   loO),  i83G. 
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L'équation  aux  varialions  (E)  n'est  pas  la  plus  générale  du  se- 
cond ordre;  elle  est  identique  à  son  adjointe  et,  par  conséquent, 

dA         .    . 
telle  que  Ai  =  ;y—  •  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  ramener  toute 

«quation  de  la  forme  (25)  à  remplir  cette  condition  en  multipliant 
son  premier  membre  par  un  facteur  convenable  ('). 

Par  contre,  nous  avons  supposé  que  le  coefficient  A  garde  un 
signe  constant.  Cette  supposition  est  essentielle,  non  seulement 
pour  la  validité  du  raisonnement,  mais  pour  le  résultat  lui-même. 
Car  il  est  clair  qu'il  suffit  de  considérer  deux  fonctions  y^  et  y^ 
nulles  respectivement  en  (a,  6),  (ai,  5i)  (dont  les  positions  respec- 
tives sont  quelconques),  pour  obtenir  une  équation  présentant  la 
propriété  contraire  au  théorème  de  Sturm  :  l'équation 


y 

y 

y 

y  1 

y. 

y 

y-i 

y^ 

y 

270.  Les  résultats  acquis  dans  ce  qui  précède  permettent  également 
de  donner  au  théorème  de  Sturm  les  deux  extensions  suivantes  aux- 
quelles s'applique  d'ailleurs  la  démonstration  classique  du  théorème. 

L  Considérons  en  même  temps  que  l'équation 

(20)  F(y)  =  o 

la  suivante  : 

(26)  P(y)  +  Qy  =  o 

où  Q  est  une  fonction  de  x,  ayant  le  même  signe  que  A. 

Si  réqaation  (26)  admet  une  solution  différente  de  zéro  dans  tout  V in- 
tervalle {x^,  x^),  l'éqaation  (26)  ne  peut  en  admettre  une  qui  s'annule  deux 
fois  dans  le  même  intervalle. 

Si,  en  elïet,  t  était  cette  solution,  on  pourrait  reprendre  le  dernier 
raisonnement  du  n"  267  en  remplaçant  s  par  Q  et  y  par  t.  On  verrait 
ainsi  que  o-I  serait  de  signe  contraire  à  A  pour  oy  =  t,  au  lieu  que 
celte  variation  a  essentiellement  le  signe  de  A,  puisque  la  condition  de 
Jacobi  est  vérifiée  en  ce  qui  concerne  l'équation  (aô), 
IL  Si  l'équation  linéaire  sans  second  membre 

f25i  F  y)  =  o 


(';  On  prendra  ce  facteur  égal  à  la  quantité  .   e 


/•A,   , 
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adinel  une  sohilion  z  différente  de  zéro  dans  V intervalle  [x'^,  a''),  ré<jua- 
lion  à  second  nieniljre 

(25')  _P(y)_Q(.,.) 

(où  Q  esl  de  signe  constant)  ne  peut  adniettre  de  solution  qui  s'annule 
pour  deux  valeurs  a',  a"  de  x  intérieures  (mènie  au  sens  large)  à  cet  intei-- 
valle  et  qui  soit,  entre  a'  et  a',  de  signe  contraire  à  QA. 

Car  une  telle  solution,  substituée  à  y  clans  le  dernier  raisonnement 

r" 

du  n"  267  donnerait  pour  la  variation  o-7  la  valeur  I      Qydx  au  lieu 

que  cette  variation  seconde  est  essentiellement  du  même  signe  que  A. 

Si  la  solution  z  s'annule  en  x°  et  en  x^  et  qu'il  en  soit  de  même  d'une 
solution  t  de  l'équation  (20'),  celle  dernière  aura,  entre  x°  el  ;r',  le  signe 
de  QA. 

Sans  quoi  la  contradiction  que  nous  venons  de  relever  s'appliquerait 
à  l'intervalle  (coïncidant  ou  non  avec  [x^,  x^))  où  t  serait  du  signe 
contraire  à  QA  ('). 

Toutes  ces  démonstrations  ne  sont  valables  que  pour  une  équation 
aux  variations,  c'est-à-dire  identique  à  son  adjointe.  Mais  la  transfor- 
mation par  laquelle  nous  avons  ci-dessus  ramené  le  cas  général  à  celui- 
là  continue  à  s'appliquer  ici,  grâce  à  ce  ("ait  que  le  facteur  (cf.  p.  33 1 
note  ('))  par  lequel  on  multiplie  le  premier  membre  de  l'équation  est 
toujours  de  signe  constant. 

Les  conclusions  sont  donc  encore  exactes  sous  la  seule  condi- 
tion A  ;zf  o. 

('j  II  résulte  de  là  que  t  ne  peut  s'annuler  trois  fois  clans  l'intervalle  {x*-',  .r')  : 
sans  quoi  t  —  ou,  à  son  défaut  (dans  le  cas  de  zéros  doubles),  une  solution 
voisine  convenablement  cboisie  de  l'équation  ('lô')  —  contreviendrait  aux  ré- 
sultats du  texte  dans  l'un  au  moins  des  intervalles  partiels  délimités  par  ces- 
zéros. 

On  peut  encore  dire  que,  y  ('Itiiit  une  fonction  quelconque,  tout  intervalle  i  inté- 
rieur  à  (x'^,   .r'))   qui   comprend    trois   ;éros   de   y   comprend    au    moins    un    :éro 

On  a  ainsi  une  propriété  tout  analogue  au  tbéorème  de  Rolle.  On  la  dédui- 
rait  directement  de   ce   dernier    en    remarquant  que  F  (y)  peut  s'écrire  sous  la 

forme  u.   ,-  (  v    ,    •'^  )  ,  où  ix  et  v  sont  des  fonctions  déterminées  de  ,;•. 
'    «x  \     dxz  j  ' 

On  obtiendrait  de  même  des  polynômes  différentiels  linéaires  F(yj  d'ordre  /> 
tels  que  tout  intervalle  qui  comprend  ^J  +  i  zéros  de  y  comprenne  nécessaire- 
ment un  zéro  de  F  (y).  Comme  on  s'en  assurera  aisément,  F  (y)  possède  certai- 
nement cette  propriété  si  réquation  F  (y)  =  o  admet  un  système  de  solutions 
fondamentales  telles  que  non-seulement  leur  déterminant  général,  mais  chacua 
des  p  —  I  mineurs  qu'on  en  déduit  en  y  supprimant  les  r  dernières  lignes  et 
les  r  dernières  colonnes  (r  =  i,  '<,...,  p  —  1)  soit  différent  de  zéro  dans  tout 
l'intervalle  considéré. 


RELATION    AVEC    LE    THÉoUÈME    DE    STUUJI  3.')3 

271.  Les  raisonnements  des  deux  numéros  précédents  consislcnt, 
nous  venons  de  le  voir,  à  remonter  des  propriétés  de  la  variation 
seconde  à  la  manière  dont  s'annulent  les  solutions  des  éqnations 
aux  variations. 

La  conclusion  fournie  à  cet  égard  par  la  double  proposition  dont, 
nous  sommes  partis  au  n"  270  n'est  évidemment  autre  que  la 
double  proposition  réciproque  : 

«  La  condition  de  Legendre  pour  le  minimum  étant  supposée 
vérifiée, 

i"  si  la  variation  seconde  est  positive  pour  toute  variation  accep- 
table de  y,  une  solution  de  l'équation  aux  variations  ne  peut  s'annu- 
ler plus  d'une  ibis  dans  l'intervalle  donné  (ou  tout  au  plus  deux 
fois,  aux  deux  extrémités)  ; 

2°  si  la  variation  seconde  peut  être  rendue  négative,  une  solu- 
tion de  l'équation  aux  variations  a  au  moins  un  zéro  intérieur  au 
sens  strict  à  l'intervalle  donné  ». 

Appliquons  cette  conclusion  à  l'intégrale 


dx 


où  f  a  le  même  sens  cjue  précédemment  (avec  A  >  o),  pendant 
que  h  est  un  paramètre  arbitraire. 

Si  h  est  suffisamment  grand  et  négatif,  la  forme  quadratique 
sous  le  signe  I  est  définie  positive  pour  toutes  les  valeurs  envisa- 
gées de  X.  Si  donc  on  définit  les  foyers  conjugués  à  l'aide  des  solu- 
tions de  l'équation 

(E;.)  _F(y)  +  Ay  =  o, 

[-P(y>=A/  +  ...  =  i/liy,_^l^]. 

qui  exprime  que  la  variation  oV„  est  nulle,  le  point  A  n'aura  pas  de 
foyer  conjugué  dans  notre  intervalle. 

Si,  au  contraire,  /;  est  suffisamment  grand  et  positif,  l'inté- 
grale (28)  peut  assurément  être  rendue  négative  (il  suffit  de  donner 
à  y  une  détermination  arbitraire  et  de  prendre  h  supérieur  au 
rapport 


f(y^y)''^  ■■  I    y'''^')- 
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Comme  ici  la  condition  de  Legendre  est  vérifiée,  ceci  prouve  que 
le  conjugué  de  A  est  entre   V  et  B. 

Donc,  comme  la  position  du  foyer  conjugué  en  question  (du 
moins  dès  que  ce  foyer  est  à  distance  fmie)  varie  continûment  (') 
avec  h,  il  existe  une  valeur  déterminée  (-)  de  ce  paramètre  pour 
laquelle  le  conjugué  de  A  sera  précisément  B. 

De  plus,  comme  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  dislance  de 

deux  foyers  conjugués  tend  vers  zéro  avec  j^  (pour  Ii  >■  o),  il  en 
résulte  aussi,  par  des  raisonnements  tout  analogues,  qu'à  chaque 
valeur  de  l'entier  positif/)  correspond  une  valeur  déterminée  h  telle 
que  le  pième  foyer  de  A  coïncide  avec  B. 

Les  théorèmes  obtenus  dans  cette  voie,  et  auxquels  ceux  que 
nous  venons  d'énoncer  servent  de  point  de  départ,  forment  au- 
jourd'hui un  chapitre  important  de  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles (').  Nous  nous  bornerons  à  ces  indications  sur  lesquelles 
nous  aurons  d'ailleurs  à  revenir  à  propos  des  intégrales  multiples. 

272.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  livre  I,  la  variation  se- 
conde ne  suffit  pas  à  nous  renseigner  en  général  sur  l'existence  de 
l'extremum.  Mais  il  est  un  cas  où  la  question  doit  être  regardée 
comme  résolue  par  ce  qui  précède  :  c'est  celui  où  la  quantité  sous 
le  signe  /  est  du  second  degré  par  rapport  aux  fonctions  inconnues 
et  à  leurs  dérivées  :  car  alors  la  somme  de  la  variation  première 
(supposée  nulle)  et  de  la  variation  seconde  représente  rifjourcase- 
menf  et  non  à  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  près,  la 
quantité  dont  s'augmente  d'après  ce  qui  a  été  vu  au  n^  255  bis, 
l'intégrale  lorsqu'on  passe  d'une  ligne  d'intégration  à  une  autre. 

Les  conclusions  obtenues  dans  ce  cas  particulier  peuvent 
d'ailleurs,  comme  nous  le  verrons,  servir  à  l'étude  du  cas  général. 
On  aura,  dans  ce  but,  à  les  appliquer  à  l'intégrale 


1=  r  (y"-i'f) 


>8)  /=  {/' —  hf)dx 


(')  En  effet  son  abscisse  est  racine  de  l'équation  y  ^  o,  dont  le  premier 
membre  est  (.Not.  jirélim.,  cliap.  II)  une  fonction  continue  de  h,  et  il  en  est 
racine  simple  (ii"  I02j- 

y-)  Cette  valeur  est  unique,  d'après  notre  théorème  I  du  n"  270. 

('^)  Voir  Picard,  Traité  d^Analyse,  tome  III. 
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h  étant   une   constante  positive,   et  la  fonction  inconnue  y  étant 
assujettie  à  s'annuler  aux  limites. 
L'équation  des  extrémales 

—  -Fiy)  =  y"  -+-  hy  =  o 
donne 
(29)  y  =  C  s'm[\'h{x  —  x')) 

G  et  x'  étant  des  constantes  d'intégration.  On  peut  choisir  celles-ci 
de  manière  que  y  ne  s'annule  pas  entre  jf  et  x^  si  l'on  a 

{2g  bis)  v/^(x^  — ar°)  <  -. 

Donc,  dans  ces  conditions,   l'intégrale  (28)   sera  essentiellement 
positive  :  d'après  les  formules  du  n"  261,  elle  peut  s'écrire 

j       [y'  —  \'hy  cotg  \'  h{x  —  x'Wdx 

en  désignant  par  x'  un  nombre  assujetti  aux  inégalités 

x'  <Cx"       ,       x'  -h  ~>  x\ 
V  h 

On  peut  donc  (en  tirant  A  de  l'inégalité  (29  bis)  énoncer  la  con- 
clusion suivante  : 

y  étant  une  fonction  assujettie  à  s' annuler  pour  x  =  x^  et  pour 
X  =  x^,  linté(jrale 


r'(.. 


(.T^    —  X°Y 


y^  I  dx 


est  toujours  positive 

Autrement  dit  ; 
le  rapport 


y-dx 


i 


■''hlx 


est  toujours  au  plus  égal  à  ^- ^ — ^. 
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Il  n'atteint  cette  valeur  que  si  y  a  la  forme  (29)  (avec  x'  =  x^, 

1,  =  ^^ 


II.   CAS   D'UN   NOMBRE  QUELCONQUE  D'INCONNUES 

273.  La  généralisation  de  Clebsch.  —  La  méthode  que  nous 
venons  d'exposer  a  été  étendue  par  Clebsch  au  cas  de  n  fonctions 
inconnues.  jNous  n'insisterons  que  sur  les  détails  qui  ne  se  rc- 
Irouvent  pas  dans  le  cas  de  n  =  i . 

Nous  nous  proposerons,  pour  généraliser  l'observation  de  Le- 
gendre,  de  trouver  une  forme  quadratique 

J(y)  =  J(y..  y..--,  y.)  =^j./.y,y/, 

telle  qu'en  ajoutant  ,-  à  la  quantité  entre  crochets  dans  l'éga- 
lité (3  his)  (n"  257),  ou  obtienne  une  forme  quadratique  en  y  et  y' 

(30)     f,  if.  y)  =  f  +  J^(J(y))  =  f  +2t  y^'  ^^/.} 

décomposable  en  n  carrés  indépendants  seulement  (au  lieu  de  2/;) 
(le  formes  linéaires  en  y,  y',  autrement  dit,  qui  puisse  être  expri- 
mée au  moyen  de  n  arguments  tels  que 

;  y'i  —  Y,  =  y'i  —  Yly,  —  viy.,  4-  ...  —  Y,',y„, 

,„  ,        1  y'2  —  Y,  =  y'n  —  v'y.  —  T?y2  +  •••  —  Tnyn. 

(3i)  < 

(  y'„  —  Y„  =•  y'„  ~  Y'/yi  —  —  y^yn- 

Cette  expression  sera  (puisque  les  termes  cjuadratiques  en  y'  de 
la  forme  f  sont  identiques  à  ceux  de  fi  et  proviennent  évidemment 
des  termes  correspondants  en  y',  —  Yi,  y'->  —  Yo,.-.) 

(32)  f.(y',y)  =  'i'(y'. -Y„.  .y'„-Y„)- 


Pour  exprimer  qu'il  en  est  ainsi,  il  suffit  (n°  13)  d'écrire,  avec 

Clebsch,    que    les   dérivées  r^   »  — r  s'annulent    toutes    lorsqu'on 
^  ôy,-     ôy  ;  1 

donne  aux  nombres  y,  y'  des  valeurs  vérifiant  les  équations  y';  — Yj^^o. 


(;i;.m:uai.isati().n    dr  ci.KiiSCii  o,5t 

Or,  dautre  part,  ces  dernières  peuvent  être  considérées  comme 
des  équations  dilîérentielles  définissant  les  fonctions  y  de  a;;  et  l'on 
sait  que,  à  ce  titre,  elles  admettent  des  solutions  telles  que,  pour 
une  valeur  déterminée  quelconque  de  x,  les  y  prennent  des  valeurs 
numrri'tjufs  quelconques  données,  les  valeurs  numériques  corres- 
pondantes des  y'  se  déduisant  de  celles-là  par  les  équations  en 
question. 

Dès  lors,  on  voit  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  d'exprimer  que 
tout  système  de  solution  y  des  équations  diflerenlielles 


y'i  - 

-Y, 

--yi  - 

-Tlyi-- 

•  —  t;j«  = 

-  G 

y2- 

-Y, 

=  y':;  - 

-  Tiy.  —  •• 

•  —  v^iy^  = 

=  o 

(33)  ■' 

'  y',,  —  Y„  :=-  y ,,  —  T'i'y,  —  ...--  7;;y„  =  o 
satisfait  également  au.v  équations  dilTérentielles 

(34)  f.  =•*=...  =^t=o 
(3V)  ^V-'^^'  ^...^'^V^o. 

Ur,  de  ces  équations,  nous  pouvons  tout  d'abord  tirer  les  com- 
binaisons 

(35)  ;^     —   ,    -  ',   =  o  ((  =  I,  2,...  n) 

c'est-à-dire  les  équations  oblenues  en  annulant  la  variation  pre- 
mière de  l'intéo^rale 


|f.(y.y>^^- 


Mais,  comme  précédemment,  les  termes  correspondant  à  l'inté- 
grale de    la   difTérentielle  exacte   ,-  disparaissent   et   nous  voyons 

encore  que  les  fondions  y  rcprcsenlcnt  une  exiréniale  pour  l'inlé- 
f/rale  I  elle-même. 

Les  polynômes  (oi)  sont  donc  nécessairement  obtenus  en  con- 
sidérant n  solutions  des  équations  aux  variations  (E),  soit 

i  Zi,  Zi,...  z„  ; 
(36)  t,,  t....  t„; 
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et  déterminant,  pour  cliaqiie A-aleur  Je  i,  les  coel'ficients  yî,'/^,...  y„ 
par  les  n  équations  du  premier  degré 

[    Z'i  —  Y'.Z,   —   ...   —  '!'„Zn  =  o, 

(87)  )t'i  —  YJt,  —  ...  —  7;,t„  =  o, 


274.  Réciproquement,  si  les  coefficients  y  sont  ainsi  déterminés, 
chacun  des  systèmes  de  fonctions  Zi,  z>...,  z„;...  vérifiera  les  équa- 
tions dilTérentielles  (35)  et,  par  conséquent,  nous  n'aurons  plus  à 
nous  occuper  des  équations  (34)  :  elles  auront  certainement  lieu  si 
nous  satisfaisons  aux  équations  (34  )• 

Ces  dernières  vont  faire  apparaître  la  seule  dillérence  qui  existe 
entre  le  cas  de  n  quelconque  et  celui  de  n  =  i,  à  savoir  que  les 
systèm.es  de  fonctions  (36)  ne  sont  })as  des  solulions  quelconques 
des  équations  aux  variations. 

L'identité  (3o)  donne  en  effet  (puisque  le  terme  7  -^^^  y,y/t  ne 
contient  pas  les  y' 


-V=— r-^ û=  1,  2,...  /(). 

Dans  ces  équations,  substituons  aux  y  l'un  quelconque  des  sys- 
tèmes de  fonctions  (36),  par  exemple,  y,  =  Z;  :  les  premiers  mem- 
bres s'annulent.  Multiplions  alors  les  équations  ainsi  obtenues  par 
ti,  t>,...  t„,  ces  dernières  quantités  étant  encore  prises  dans  le 
'tableau  (36),  et  ajoutons.  Si  mainlenanl  nous  permutons  les  z  avec 
les  t  et  que  nous  retranchions,  les  termes  provenant  de  la  forme  J 
se  détruiront  j)ar  une  nouvelle  application  de  la  remarque  rappelée 
au  n"  14  (Notions  préliminaires).  Il  restera  donc 

(38)  2l](t4', -z<ft',)  =  o- 

i 

Le  premier  membre  de  cette  relation  n'est  autre  que  la  quantité 
désignée  précédemment  par  il(z,  t)  :  nous  avons  vu  au  n"  258  que 
pour  deux  solutions  quelconques  des  équations  aux  variations, 
celte  quantité  est  indépendatile  de  x. 

Nous  dirons  que  deux  lellcs  solutions  sont  associées  lorsque  la 
constante  ainsi  obtenue  aura  la  valeur  zéro. 
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D'après  ce  qui  vient  d'être  démontre,  les  fonctions  (36)  doivent 
former  pour  les  équations  aux  variations,  un  système  de  solutions 
associées  deux  à  deux. 


275.  Je  dis  maintenant  que  l'ensemble  des  conditions  qui 
viennent  d'être  ainsi  trouvées  est  suffisant  pour  la  transformation 
annoncée. 

Supposons  que  nous  ayons  obtenu,  pour  les  équations  aux 
variations,  un  système  de  n  solutions  associées  deux  à  deux,  les 
quantités  (36),  que  nous  nommerons  solutions  spéciales. 

Deux  combinaisons  linéaires  quelconques  des  solutions  (36)  sont 
également  associées  entre  elles  :  c'est-à-dire  que  si  nous  consi- 
dérons les  quantités 

'  Zj  =  azi  +  6ti  +  ... 

(39)  \\  ;  _  ;  _ 

'  Z„  =  az„  +  hi„  +  ...  _ 

OÙ  a,  6,...  sont  des  constantes,  et  les  quantités  analogues  Tj,...  ï^, 
obtenues  en  remplaçant  ces  constantes  par  d'autres  analogues 
a  ,  h' ,...,  on  aura  encore  Û(Z,  T)  =  o.  Les  identités  évidentes 

(Zio)     Q(«z  +  ^t,u)  =  flO(z,u) -hW)(t,u),  0(z,t)=— i>(t,z) 

donnent,  en  effet,  aisément 

H  ii(az-}-6t  +  cu  +  ...,«'z+6'tH-c'uH-...) 
^^°    "^  l  =  {ab'  —  ba')  Q  (z,  t)  +  {ac'  —  ca')  Q  (z.  u)  +  . . . 

Nous  appellerons  déterminant  spécial  formé  avec  les  solutions 
spéciales  considérées,  le  déterminant  du  tableau  (36) 


(4ij 


Zi  Zj  ...  Z,i 

tl  t....  t„ 


et  nous  supposerons  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Les  raisonnements  mêmes  qui  précèdent  nous  permettront  de 
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Uoiuer  la  Iransfomialion  clierclire.  Déterminons,  en  effet,  les  y 
par  les  équations 


^ ,  ^  T'Zi  —  -ilz^  —  ...  —  '!'„%„  =  o  j 


Z'; 


-K-JJ  I  t',   —  V^t,    ^  Tlito   —   ...   —  7nt.   =  o  /  (t  =    I,    2....    /)) 

ce  qui  csl  possible  en  veilu  de  l'inégalité  D  ;zf  o  ;  puis,  avex:  ce 
choix  des  y,  considérons  les  n  polynômes 

^t^       _i      _-  j 


Yi,...  Y,i  étant  les  fonctions  linéaires  qui  figurent  dans  les  for- 
mules (oi).  Ces  polynômes  ne  contiennent  plus  que  les  y,  car  il 
est  clair  que  les  y'  s'éliminent  dans  la  soustraction.  Je  dis  que.  par 
rapport  à  ces  quantités  y  (j:  ayant  une  valeur  délerminée  quel- 
conque) ils  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme  quadra- 
tique. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  (Notions  préliminaires  n"  14)  d'éta- 
blir l'identité 

(43)         zJtj  +  ZoJt,  -+-...  -^  zJi  =^  tiJz^  4-  ...  +  tJz.r 

Or,  celle-ci  a  lieu  si  on  prend,  pour  les  z  d'une  pari,  pour  les  t 
de  l'autre,  deux;  lignes  quelconques  du  tableau  (36)  :  car  alors  elle 
se  réduit  à  la  relation  Û(z,  t)  =  o,  les  premiers  termes  des  expres- 
sions (^2)  étant  nuls  en  vertu  de  (33). 

Elle  aura  lieu  également  si  Ton  remplace  z,.  z,,...  z„  par  les 
quantités  Zi,...  définies  par  les  équations  (3f))  et  t,,  t>,---  t„  par  des 
combinaisons  analogues  T  :  car  ces  quantités  Z,  T  vérifient  encore 
les  équations  (33)  et  la  relation  12  iZ,  T)  =  o. 

Mais  (toujoiirs  pour  une  valeur  déterminée  de  x)  on  peut  choisir 
les  coefiicients  a,  />,...  de  manière  que  Zj,  Z^,...  Z,,  aient  des 
valeurs  données  quelconques  :  il  suffit  de  résoudre  par  ra[)port 
à  (I,  h,...  les  éipialioiis  (3;))  ddiit  le  délcrniiiKint  est  supposé  dilTé- 
renl  de  zéro.  Diî  même  '\\.  1^.  ..  T,,  [ieu\ent  recevoir  des  valeurs 
arbitraires  moyennant  un  choix  convenable  de  a',  h  .... 
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Donc,  l'cgalité  {'['S)  est  bien  une  idenlilé. 

Donc,  enfin,  il  existe  une  Ibinie  quadiatique  J,  telle  que  l'on  ait 


(Vi)  Z=^y,  (/-  I,  :3,...  n). 


Les  [)!einii'rs  iiinuhiL'S  l•e[)l•('"^L'lllanl  les  ([éri\('es  partielles  par 
ia|)[)nrl  ;ui\  y   de  la  roiinc    ,  .,  il   suriiia  de  dc'Ierminer  la   lorme  J 

par  les  relations  [\'\)  pour  satisl'aire,   d'après  ce  qui  précède,   à 
toutes  les  conditions  du  ])roblènie. 

275.  On  peut  égalemeut  étendre  au  cas  de  plusieurs  fonctions 
inconnues  la  méthode  employée  au  n°  261  dans  le  cas  d'une  in- 
connue unique,  et  basée  sur  la  propriété  que  possède  le  système 
des  équations  aux  variations  d'être  identique  à  son  adjoint. 

A  cet  etl'ct,  partons  de  la  première  forme  de  la  variation  seconde, 
celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (-2  his),  à  savoir 

(2  Ins)  I  =  0^7  :---=  £^   [2Ly,F,  (y)]  dx 

y,,...  y„  désignant  des  variations  quelconques  (nulles  aux  limites). 
Le  déterminant  D  du  tableau  (36)  étant  diflerent  de  zéro,   nous 
pourrons  établir  entre  yj,...  y„  et  les  quantités  de  ce  tableau  les 
relations 

I    yi  =  pZi  -+-  :rt,   +  ... 
\  y.,  =  pz..  H-  ato  -h  . . . 

y„   ^   pZn  +   ^tn    +    • .  . 

û,  7,...  étant  II  fonctions  convenablement  choisies  de  x,  et,  au  lieu 
de  considérer  comme  fonctions  arbitraires  yi,...  y„,  nous  pourrons 
faire  jouer  ce  rôle  aux  fonctions  o.  7...,  les  unes  étant  liées  linéai- 
rement  aux  autres. 

Je  vais  montrer  qu'on  peut  transformer  la  variation  seconde,  île 

manière  cpie  la  quantité  sous  le  signe  /  soit  une  forme  quadra- 

1 .  •    -      dp      di  „„   .  ,       , 

tique  par  rapport  aux  n  dérivées   1,     .    ,...  les  coellicients  étant 

des  fonctions  déterminées  de  x. 


3/^2  CALCUL    DES    VARIATIONS 

Dans  le  cas  d'une  seule  inconnue,  les  quantités  o,  c,...  se  rédui- 
saient à  une  seule 

■    ^  =  1 

dont  la  dérivée  figure  au  carré  dans  la  formule  (20).  C'est  donc 
bien  la  généralisation  naturelle  de  cette  formule  que  nous  allons 
obtenir. 

Remplaçons  les  y  pai'  leurs  valeurs  (7|5)  dans  la  formule  (2  his), 
là  où  ils  sont  écrits  explicitement  (mais  non  dans   les  expressions 

dilïérentielles  F,  (y)).  La  quantité  sous  le  signe  I  devient  ainsi  une 

expression  linéaire  en  0,  7,...  Le  coefficient  de  p  est 

z,Fi  (y)  +  Z2Fo(y)  +  ...  -h  z„F,,  (y). 

Les  z  formant  une  solution  des  équations  aux  variations,  l'iden- 
tité (10)  nous  montre  que  ce  coefficient  peut  s'écrire 

à      ,       ^ 
et  la  variation  seconde 

ou,  en  intégrant  par  parties 

le  terme  tout  intégré 


-c>' 


(^7)  ?Û(y,  z)  +7i2(y.  t)  -\-  ... 

disparaissant  aux  limites. 

Or  les  quantités  0(y,  z),  Û(y,  t),...  sont  des  fonctions  linéaires 

et  homogènes  des  dérivées  ^^|,  ^-^,...  Les  formules  (45)  donnent, 
en  effet. 


p'Zi   +  cr'ti  +   ... 

=  y'. - 

-  pz'i  - 

-H\-... 

p'z„  -t-  a't,  +   ... 

=  y'"  - 

"  pZ  /j  — 

-   7t'„  ... 

(;icm:iî.u.isati(>.\    i»e  clepscii  3/|3 

expression  où  les  leimes  en  o.  c, ..,  disparaissent  d'après  notre 
hypothèse  sur  les  solutions  z,  t...  Donc  i^(y,  z)  est  hien  une  fonc- 
tion linéaire  de  p',  G" ,...  et  l'intégrale  (46  )  porte  sur  une  fonction 
cpiadratique  t>  des  mêmes  quantités. 

On  passe  d'ailleurs  aisément  de  celles-ci  à  celles  que  nous  avions 
introduites  précédemment  :  car  en  différentiant  les  relations  (4-3), 
on  a 


(45') 


Les  seconds  membres  représentent  nécessairement  les  quantités 
que  nous  avons  appelées  plus  haut  y',  —  Yi,.--  Yn  —  Y,i  :  celles-ci 
sont  liées,  comme  on  voit,  à  p',  a' ,...  par  la  substitution  linéaire  (45) 

et  la  forme  quadratique  0,  quantité  sous  le  signe    /  dans  (40),  se 
déduit  de  <I>  par  cette  même  substitution. 

277.  Les  mêmes  méthodes  s'appliquent  aux  intégrales  contenant 
des  dérivées  d'ordre  sapéricui-.  Par  exemple,  la  variation  seconde 
de  l'intégrale 

fiv^i'^y'p-'K...  y'.y,  x)dx 
aura  (cf.  n°  255)  l'expression 

(48)  ZH=  fi{Y^"\r'-'K...,Y,Y)dx 


f  étant  une  forme  quadratique  ;  ou  encore,  —  comme  on  le  voit 
d'ailleurs  immédiatement  en  remplaçant  f  par  „  (y^y  +  y^y'  "+"  ••• 

+  y<"'fyO':0.— 

(48')  oH  =  JyF{y)dx 

si  du  moins  la  quantité 

(49)  M,y-f-M,y'  +  ...  +  M,y<''-') 
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est  continue  el  nulle  aux  limiles.  F,  M,  sont,  dans  ces  expressions, 
calculés  à  l'aide  de  f  et  de  y  comme  F,  M,  l'ont  été  à  1  aide  de/ 
et  de  y  au  n'^  123.  Le  signe  de  cette  variation  dépendra  exclusi- 
vement du  coefficient  A  de  y(^')'  si  on  peut  lui  donner  la  forme 

I  ^  A  (yC''  —  Y,y'"-"  —  72y<''-''  —  ■  --fax  =i  ^  (y''''  —  T;-dx. 

Pour  cela,  comme  aux  n  "  260,  273,  les  j)  solutions  de  l'équa- 
tion différentielle  y'/''  —  Y  =r  o  devront  être  solutions  de  léqua- 
tion  F  (y)  =  G,  solutions  associées  deux  à  deiuc,  cest-à-dire  annu- 
lant l'intégrale  première 

1^9')        i^(y.  z)=-N,y  +  N,y'  +  ... 

+  N^^yw-i)_-M,z  — M,z'^...~~M,,z'^'-'> 

(Ni,  ...  N,,  étant  les  quantités  que  Ton  déduit  de  Mj,...  M,  en  rem- 
plaçant y  par  z). 

De  plus,  il  faudra  ajouter  la  condition  que  le  dclcrminanl 
spécial,  —  cest-à-dire,  ici,  le  déterminant  formé  avec  ces/)  fonc- 
tions et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  —  i,  —  soit  dilTérent  de 
zéro  entre  x^  et  x'. 

^ous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  cette  démonstration,  ni 
de  la  démonstration  inverse  d'après  laquelle  on  obtient  bien  ainsi 
la  transformation  cliercliée,  ceci  étant  compris  (n^  191)  dans 
l'étude  analogue  relative  au  problème  de  Mayer.  Nous  forons 
d'ailleurs  (cli.  A  )  une  étude  directe  de  l'exlremum  de  /. 

278.  Les  solutions  associées.  —  Peut-on  former,  pour  le  sys- 
tème (E).  un  tableau  de  n  solutions  vérifiant  les  relations  (38)? 

La  question  ne  se  pose  pas  pour  /?  =  i.  Pour  n'^  \  le  sys- 
tème (E)  admet  2/î>4  solutions  indépendantes.  Soient  S''',S'-*,S*'> 
trois  d'entre  elles.  Les  deux  premières,  introduites  dans  Q.,  donnent 
à  cette  quantité  une  valeur  constante  (en  général  dilTérenle  de  o). 
Il  en  est  de  même  de  S*'*  et  S-'*.  Soient  0J2,  0J3  les  constantes  ainsi 
obtenues  :  la  combinaison  2l*^'  =  oj.jS'-'  —  0)28'"  (c'est-à-dire  une 
combinaison  de  la  forme  (Sq).  les  z  et  les  t  étant  les  éléments 
de  S*-'  et  de  S'*'  et  les  constantes  a,  h  ayant  respectivement  les 
valeurs  0)3,  — 03^)  donnera  évidemment  une  solution  associée  à  S'''. 
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o/i5 


Si  l'on  dispose  de  deux  nouvelles  solutions  distinctes  des  pre- 
mières, on  [)Ourra  en  déduire  (en  leur  adjoignaut  S'''  ou  S''^')  une 
combinaison  linéaire  analogue  Z^^'  qui  soit  associée  à  S"'  et  à  2l'^'  ; 
et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  a  déjà  obtenu  v  solutions  associées,  il  fau- 
dra, pour  en  obtenir  une  de  plus,  former  avec  les  2/2  —  v  solutions 
restantes  une  combinaison  assujettie  à  v  conditions  linéaires.  On 
peut  donc  obtenir  une  telle  combinaison  tant  que  v  ne  sera  pas 
égal  à  11. 

279  Recherches  de  M.  von  Escherich  (')•  —  _\ous  allons 
démontrer  que,  par  contre,  il  est  impossible  de  former  un  svstrmc  de 
solutions  associées  distinctes  en  nombre  supérieur  à  n.  Cette  démons- 
tration repose  sur  une  relation  établie  entre  le  déterminant  général 
(n°  26)  d'un  système  de  2/1  solutions 


(5o) 


se-»  :yr,  y1'.---r(;' 


{h 


1,   2,. 


des  équations  (E)  et  les  symboles  <î  formés  avec  ces  solutions.  Nous 
nudtiplierons  le  déterminant  général  en  question 


(1) 


y  ,'  y'v' y;.' y;' y.  ■•T. 

f'V  y'V 

y'.:»»))   V'<^"'              v''-"' V'-"'  V'-"' 

J      \         J      ■>         ■■■    J     II       J    1         J    II 

OU,  sous  une  forme  abrégée 

A  =  I  y'r  y'1'---  y''n'  yf  y1'---  y'^'lS  '^  =  '-■  ^^ 

par  le  discriminant  A  de  la  forme  "^I'  :  celui-ci  sera  écrit  sous  la  forme 


A,,  A,,., 
o        o 


A,,j  B,i  ...  B,„ 

o       II,,   ...     t,,n 


I,...    /( 


cette  notation  exprimant  d'une  manière  analogue  à  la  précédente,  que 
le  déterminant,  compose  de  211  lignes  et  de  2/1  colonnes,  a  l'une  quel- 
conque de  ses  n  premières  lignes  formée  des  quantités  Aa.--  A,,,,... 
B,i,...  B„i  et  l'une  quelconc[ue  de  ses  n  dernières,  de  n  zéros  et  de  n 
quantités  i/^i,...  ikn-   b  n   tel  déterminant  sera  bien  égal  à  A  si  l'on  fait 

\  o,  pour  k  ;zf  / 
^  I ,  pour  k  =  l 


(^)  Sit:uii(jsbcr,  /le.  iler   Wiss.   ]Vicn,  t.   107  (trois  comniunicationsV 
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les  quantités  A,i,...  A/,î,  B,i,--  B„,  étant  celles  qui  figurent  dans  l'inté- 
grale (3  his). 

Le  produit  AA  sera,  dans  ces  conditions, 

AA=I    fyM/<i   fy/(/-)...  fyw    yW    y'i')  ...y<J<)    |j  (A^i,  2,...  2«). 

Multiplions  encore  le  déterminant  ainsi  obtenu  par  le  déterminant 
identique 

AA=|-y'î»  -y'^..  -  y';;)    fyM^)  f^u^...  îy'i^^  \\{h  =  i,2,...2n). 

Nous  aurons,  en  tenant  compte  de  la  définition  des  s\mboles  i2,  la 
relation  (') 

(5i)  A2A^  =  I.Q„     L>/,o...     Q,„| 

=  hVI     (/(,/;'=  1,2,...  2h) 
où  l'on  a  posé 

o,;;  =  o(y"').  y'"')). 

Si  n  H-  I  des  solutions  (00)  —  par  exemple,  les  n  -+-  i  premières  — 
étaient  associées  deux  à  deux,  le  déterminant  du  second  membre  de  (ôi) 
aurait  ses  (n  H-  i)^  premiers  éléments  nuls  et  serait  lui-même  nul. 
comme  on  le  voit  en  développant  suivant  la  règle  de  Laplace  en  pro- 
duits de  mineurs  formés,  les  uns  avec  le?  n  premières,  les  autres  avec 
les  n  dernières  colonnes. 

Or,  le  premier  membre  de  l'identité  (5i)  que  nous  venons  d'obtenir 
est  nécessairement  dilTérent  de  zéro  si  la  forme  'P  est  générale  et  les 
solutions    5o)  indépendantes. 

280-  Reprenons,  avec  jM.  von  Esclierich,  un  système  quelconque 
donné  de  n  solutions  S^'*,  ...  S'"'  indépendantes  et  associées  et  n 
autres  solutions  quelconques  S"',...  S<"'  formant  avec  les  premières  un 
système  fondamental.  D'après  ce  qui  précède,  aucune  de  nos  n  der- 
nières solutions  ne  sera  associée  à  la  fois  aux  n  premières  -*"'.  Mais 
nous  pouvons  (en  raisonnant  comme  au   11°  278)  supposer  que  l'une 


(')  Lec]ôlerniinant(,Ti)  est  évidemment,  en  vertu  de  ridentilc  i2(z,t):= — li(t,z), 
ce  que  l'on  nomme  un  délerminant  symétrique  gauche  (voir  Encvclop.  des  Se. 
Math.,  I  2,  n°  29  de  V Edition  fran<-aise). 

On  sait  (loc.  cit.)  qu'un  tel  déterminant,  lorsque  son  onlre  est  pair,  est  tou- 
jours un  carré  parfait,  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  la  forme  du  premier 
membre  de  l'identité  (5i). 

Pour  n  =  3,  par  exemple,  le  second  membre  de  (5i)  est  le  carré  de  la 
quantité 
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d'entre   elles.   S*''   par   exemple,  est    associée   aux    n  —  i    solutions 

Désignons  de  même  par  S""  (/t  =  i,  2,...,  n)  une  combinaison  de 
S*'',...  S'"'  associée  à  toutes  les  solutions  S  à  l'exception  de  S^''*,  de 
sorte  que 

(52)  Q(£(''',  S"''))  =  o  (li'^z^h). 

Quant  à  £>(£(''),  S"''),  il  est,  d'après  ce  qui  précède,  nécessairement 
ditîérent  de  zéro.  Comme  nous  pouvons  multiplier  chacune  des  S*''> 
par  un  facteur  constant  arbitraire,  on  peut  admettre  qu'on  a 

(53)  <2(s(''».  S"")=  T. 

On  peat  également  admettre  que  les  S^'''>  sont  associées  entre  elles.  On  ren- 
dra, en  efTet,  S"*  associée  aux  solutions  suivantes  en  la  remplaçant 
par  la  combinaison  (au  sens  du  n°  278) 

S<''  /wS*-* XjSC''  ... 

avec 

),,  =  Q(S(",  S'")). 

On  obtiendra  ensuite  le  même  résultat  pour  S*^>  en  lui  retranchant 
une  combinaison  linéaire  de  S'**,  S('^>,...  ;  et  ainsi  de  suite. 

Les  solutions  1,  S  ainsi  déterminées  forment  d'ailleurs  un  système 

fondamental  car  elles  rendent  éq:al  à  it  -j-  le  déterminant  A. 

A 

Un  tel  ensemble  de  deux  systèmes  de  n  solutions  associées  qui  véri- 
fient en  outre  les  relations  (02),  (53)  se  nomme  un  système  de  solutions 
en  involution.  Il  peut  être  considéré  comme  formé  de  n  couples 

V(l)      S(l)-    V{2)      S(2)  . 

chacune  des  solutions  dont  il  se  compose  étant  associée  à  toutes  les 
autres  à  l'exception  de  celle  qui  fait  partie  du  même  couple. 

Nous  venons  de  voir  que,  an  système  quelconque  de  n  solutions  indé- 
pendantes associées  étant  donné,  on  peut  toujours  en  trouver  un  autre  en 
involution  avec  lui. 

En  particulier,  /)  solutions  associées  étant  données,  il  existe  toujours  n 
autres  solutions  associées  formant  avec  les  premières  un  système  fonda- 
mental. 

281-  Nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes  en 
involution.  Soient 
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et 


deux  crenlre  eux.  Les  C,  T  sont  des  combinaisons  linéaires  des  S,  2,  à 
coelficicnls  constants.  Désignons  pai"  o/,/^.,  o(/,/.  ;  6/,/.,  P/j,  ces  coefficients, 
(Je  sorte  que 

(5Zi)    ^,  '.  (}i=i,2,...n) 

(toujours  au  sens  du  n"  278,  de  sorte  que  chacune  des  égalités  précé- 
dentes équivaut  à  n  équations  de  la  forme  (Stj)). 
Ecrivons  que  Ton  a 

f  r      ,     SI  h  =  //' 

en  tenant  compte  des  relations  analogues  qui  ont  lieu  pour  les  S,  S.  Si 
nous  nous  servons,  pour  évaluer  le  premier  membre  de  (55), de  l'iden- 
tité ('lO  bis),  nous  trouvons  que  les  coefficients  considérés  doivent 
remplir  les  conditions 

i  nia hti  — ^hi^hi  -\-ahi^hi  — '^hêjhi  -+-  •  •  •+«/,/(?/(«  —  '^luiKn  =  i 

au  nombre  de  n^  en  tout. 
De  même  les  relations 

(07)  12  {m\  ÇC''))  =  il  (TC'),  T<'"))  =  o 

donneront  les  conditions  (au  nombre  de  n~  —  n,  en  tenant  compte  de 
ce  qu'elles  se  réduisent  à  des  identités  pour  h  =  h'  et  ne  changent  pas 
quand  on  y  permute  h  et  Ji) 

('58')   ^   '^^'l^'''!  '''/'' I^'/'l   +  «/«2^/i'2 «/('2a/t2  -h  •••  H-  fl/m'^//n  «///,«/,„  =  O 

^  ft/<ip//i  —  ^//ip/a  H-  6/,oj3//2  —  6//.>p/r2  -i-  •••  +  ^/»,P//,.  —  hu\%„  =  o. 

Les  substitutions  linéaires  analogues  à  (54)  dont  les  coefficients 
vérifient  les  2  7i- — n  relations  (56),  (58)  forment  évidemment  un 
groupe  ('),  puisqu'elles  sont  caractérisées  par  la  propriété  de  conserver 
les  relations  (Sa),  (53),  (57). 

(')  Voir,  par  exemple,  Jordan,  Cours  dWnalysc,  tome  III,  n"  i5(i. 
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Ce  groupe,  découvert  par  Hermite  dans  ses  rcclierclies  sur  les  fonc- 
tions al)éliennes  ('),  est  connu  (-)  sous  le  nom  de  (jroupc  ahéUen. 

Chacune  des  substitutions  en  question  a  visiblement  pour  détermi- 
nant riz  I  puisque,  d'après  l'égalité  (5i)  elles  ne  changent  pas  la  valeur 
absolue  du  déterminant  général  A. 


282.  Nous  verrons  plus  loin  (u°  371)  que  pour  obtenir  un  sys- 
tème de  solutions  associées  des  équations  aux  variations,  il  suffit 
de  les  déduire  des  solutions  des  équations  primitives  (E)  en  déri- 
vant (n"''  21,  256)  par  rapport  à  n  constantes  d'intégration  conve- 
nablement choisies,  qui  no  sont  autres  que  les  constantes  a,  (ou 
les  constantes  /',)  du  n"  149  (Liv.  II). 

On  obtient  immédiatement  des  systèmes  de  solutions  associées 
par  la  remarque  sim[)le  suivante  : 

Deux  solutions  z.  t,  son!  nécessairement  associées  si  z,-  z,,--  z,;  ; 
tj,  to,...  t„  sont  nuls  pour  une  même  valeur  x'  de  x. 

En  effet,  chaque  terme  du  premier  membre  de  (38)  contient  en 
facteur  soit  un  z,  soit  un  t.  Il  suffit  donc  de  faire  x^xJ  pour  voir 
que  la  quantité  constante  il  est  nulle. 

Nous  considérons  donc  toutes  les  solutions  telles  que  les  valeurs 
des  inconnues  soient  nulles  en  x' .  Il  y  en  a  exactement  n  indépen- 
dantes puisque,  pour  achever  d'en  définir  une,  il  faudrait  se  donner 
les  valeurs  des  n  dérivées  premières  pour  cette  même  valeur  de  x. 

Nous  aurons  donc  bien  ainsi  un  tableau  possédant  les  propriétés 
demandées. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  former  ce  tableau  en  partant  dun  sys- 
tème de  2/2  solutions  indépendantes  quelconques 

[y'!',   y'I',---   tV\ 
ly'r'".  tl'"'---  y'«"- 


Il  suffira  d'en   faire  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients 
constants  telles  que  toutes  les  inconnues  s'annulent  en  x' ,  combi- 


(';  C.  II.  <lr  rAcad.  drs  Se,  i855. 

C^)  Voir  Jordan,  Trallé  des  Substitulions. 
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naisons  dont  le  nombre  est  précisément  //  comme  nous  venons  de 
le  voir. 


283.  Condition  de  Jacobi.  —  Reste  la  condition  que  le  dé- 
terminant spécial  D  =  D(5c)  soit  difîérent  de  zéro. 

Celte  condition  devra  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  x!^  et  x^ .  Elle  est,  en  effet,  nécessaire  pour  que  les 
coefficients  y  ou  ^définis  parles  équations  (3-),  (4ô)^  existent  et 
soient  finis.  Elle  correspond,  en  un  mot,  à  la  condition  z  ;zf  o  qui 
s'introduisait  dans  le  cas  d'une  seule  inconnue. 

Nous  désignerons  par  D,'(x)  le  déterminant  D,  lorsque  les  solu- 
tions associées  auront  été  formées  par  le  procédé  du  numéro  pré- 
cédent à  l'aide  de  la  valeur  5C  =  x  .  Pour  qu'il  soit  ditférent  de 
zéro  dans  notre  intervalle  d'intégration,  il  faut  d'abord  que  x'  soit 
extérieur  à  cet  intervalle,  puisque,  pour  x  =  x  ,  tous  les  éléments 
de  Dr'  sont  nuls. 

D'autre  part  dire  que  le  déterminant  du  tableau  (36)  est  égal  à 
zéro,  pour  une  valeur  déterminée  de  x,  c'est  dire  que  l'on  peut 
former  avec  des  fonctions  de  ce  tableau  des  combinaisons  linéaires 

(4o)  Z,-  =  aZi  -f-  6t,-  -h  ... 

qui  soient  toutes  nulles  pour  cette  valeur  de  x. 

Mais  d'après  la  signification  actuelle  des  fonctions  z,  t,...,  de 
telles  combinaisons  peuvent  être  considérées  comme  formées  avec 
les  éléments  du  tableau  (09)  et  définies  par  la  double  condition  : 
1°  de  s'annuler  en  x  ;  2"  de  s'annuler  en  x! . 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elles  existent 
s'obtiendrait  donc  en  annulant  le  déterminant  c[ui  s'écrit  (avec  la 
notation  du  n°  279) 

D(x\a-)=Iy'î*(^')y*'2'(^')---y<^i'(=^')y<î'(^)y<'2'(^)---y<^'(^)lî(/»=i.2....2«) 

de  sorte  que  ce  déterminant  est  nul  ou  dilTérent  de  zéro  en  même 
temps  que  Tix'{x)- 

Il  est  même  aisé  de  trouver  la  relation  entre  ces  deux  quantités. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  on  choisit,  pour  former  le  tableau  (30),  les 
solutions  définies  —  outre  les  conditions  i^x)  ■=\>\xî)  =  ...  ^=0, 
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par  les  suivantes 

z'i{x')=  i,z'2{x')  =  z',{x')  =  ...=o; 
t',{x')  =  I.  t',  (:r')  =  t',{x')  =  ...=o: 


on  trouvera  facilement  ('),  en  désignant  par  A  le  déterminant  géné- 
ral des  solutions  (5g) 

D(x'.a-)-:D.'(a:)A(x'). 

Nous  aurons  à  exprimer  que  la  valeur  commune  des  deux 
membres  de  cette  égalité  est  au  contraire  constamment  diflerenle  de 
zéro  lorsque  x  varie  de  cc°  à  x^  (limites  incluses).  Si  l'on  peut 
choisir  x'  de  manière  qu'il  en  soit  ainsi,  nous  dirons  que  la  coiuli- 
(ion  (le  Jacobi  est  vérifiée  au  sens  strict.. 

284.  Le  déterminant  D  n'est  aulre  que  celui  que  nous  avons 
rencontre  dans  la  discussion  du  n°  105  et  le  déterminant  D  corres- 
pond à  la  seconde  forme  de  l'équation  D  =  o  indiquée  en  cet 
endroit.  L'équation  D  =  o  ou  D  =  o  détermine,  nous  l'avons  vu, 
les  points  où  l'extrémale  X  est  touchée  par  l'enveloppe  d'une  famille 
d'extrémales  ayant  avec  la  première  un  point  commun  d'abscisse  x'. 

Si,  par  contre,  il  est  différent  de  zéro  dans  l'intervalle  (x°,  x^) 
cela  veut  dire  (n"  105)  que  tout  point  suffisamment  voisin  de  l'arc 
d'extrémale  considérée  peut  être  joint  au  point  x'  par  une  seconde 
extrémale  voisine  de  ).. 

La  condition  de  Jacobi  est  toujours  vérifiée  si  £c"  et  x^  sont 
suffisamment  voisins  de  x' .  Nous  avons  fait  cette  constatation  au 
n°  105  ;  mais  cela  apparaît  également  lorsqu'on  écrit  celte  condi- 
tion sous  la  forme 

(6o)  D(.r',a-);zfo. 

La  partie  principale  de  y,(.':)  pour  x  voisin  de  x',  est,  en  effet, 

Yi{^)  =  y<(^')  +  [^  —  ^')yi{^')- 


(')  11  suffit  d'adjoindre  aux  solutions  (36)  n  autres  solutions  formant  avec 
elles  un  système  fondamental  et  d'égaler  entre  elles  deux  expressions  (pour 
l'une  d'elles,  voir  n"  26;  du  déterminant  de  la  substitution  par  laquelle  on 
passe  de  ce  système  fondamental  au  système  (5f)). 
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Portons  ces  expressions  dans  le  délonninant  ï>  et  retranchons  la 
colonne  de  rang  /,•(/,■  =  i,  a,...  //)  de  la  colonne  correspondante 
de  rang"  n  +  /.•.  Chacune  de  n  dernières  colonnes  contenant  alors 
X  —  x'  en  facteur,  le  déterminant  est  de  l'ordre  de  {x  —  x')",  le 
coefficient  de  {x  —  x'Y  étant 

\f>l\x')  t^{x')...  y<;i'(.-')  y^>i^{x')  y'<^>(^')--  y'';i'(^')l!  h  =1,2, ...  an. 

\ons  reconnaissons  dans  ce  coefficient  le  déterminant  général  A 
lequel,  du  moment  que  les  solutions  (.')())  sont  indépendanles.  ne 
peut  pas  être  nul  pour  x  =  x' . 

En  particulier,  I>(.r',  x)  est  toujours  dilTérent  de  zéro  pour  .r=.r", 
si  x'  est  su[)posé  très  voisin  de  x*^  ;  pour  les  autres  valeurs  de  x 
comprises  dans  notre  intervalle,  la  condition  ï^{x',  x)  ;zf  o 
peut  évidemment  être  remplacée,  dans  les  mêmes  conditions  par 
n{x'',x)  ;zf  G. 

L'intervalle  dans  lequel  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée  est 
limité  [)ar  la  première  valeur  de  x  (s'il  en  existe)  qui  vérilie  l'équa- 
tion I>  (.c".  x)  =  o.  Le  point  correspondant  de  notre  ovlréuiale 
est  le  foyer  conjiK/nc  du  point  A.  Ce  foyer  peut  d'ailleurs  ne  [)as 
exister,  la  condition  de  .lacobi  ayant  alors  lieu  si  loin  que  s'élcnde 
l'intervalle  d'intégration  à  partir  de  x". 

D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  que  !((  coiidilion  de  Jtirohi 
esl  vérijiéc  au  sens  sirici  si  le  foyer  conjiujué  de  V  est  ou-delii  de  W. 

On  tlira  que  la  condition  de  Jacobi  est  vériliée  au  sens  lurije,  si  B 
est  le  ('o\er  conjugué  de  A. 

285.  Au  lieu  de  formuler  la  condition  de  Jacobi  connue  nous 
venons  de  le  faire  ci-dessus,  nous  aurions  pu  la  faiie  consister 
dans  l'existence  de  n  solutions  associées  quelconques  dont  le  déter- 
minant spécial  soit  ditïérent  de  zéro  dans  tout  notre  inlerxalle. 

Une  telle  condition  serait  encore  suffisante  pour  la  \ali  lil(''  ties 
raisonnements  précédents. 

Elle  serait  ccrlainement  remplie  si  celle  du  n"  283  l't'tait  (les 
solutions  spéciales  coriespondanles  étant  celles  qui  s'annulent 
en  x). 

Lorsque,  au  contraire,  le  l'o\er  conjugué  de  A  est  entre  A  et  l>,  la 
condition  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  être  remplie  par  des  solutions 
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s'annulanl  loulcs  en  un  même  point  voisin  de  \.  Mais  il  n'est  pas 
évident  a  priori  qu'elle  ne  puisse  pas  l'être  par  im  autre  système 
de  solutions  spéciales. 

jNous  démontrerons  plus  loin  (n"  292)  qu'il  n'en  saurait  être 
ainsi  :  cela  résultera  a  posteriori,  de  ce  que  la  variation  seconde 
peut  être  rendue  (même  si  la  condition  de  Legendre  est  vérifiée) 
de  signe  contraire  à  celui  de  la  forme  4»  :  ce  qui  serait  impossible 
s'il  existait  un  système  de  solutions  associées  tel  que  D  ;zf  o. 

Les  deux  formes  de  condition  de  Jacobi  dont  nous  venons  tle 
parler  sont  donc  cnlièrcmcnl  cfjuivalcnics  l'une  à  l'autre. 

286.  Nous  avons  dit  (n"  102  l/is)  que  l'équation  z  =  o  qui  déter- 
mine les  foyers  conjugués  dans  le  cas  dune  seule  inconnue,  n'avait 
jamais  que  des  racines  simples. 

Il  n'en  est  plus  de  même  pour  l'équation  D  =  o  (D  étant  un 
déterminant  spécial)  qui  lui  correspond  dans  le  cas  de  /«  >  i .  Il 
est  clair  tout  d'abord  (cf.  n"  284)  que  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions équivalentes  I>(.b",  x)  =  o,  Dxo(j')  =  o  admet  x  =  x'  comme 
racine  multiple  d'ordre  n. 

Mais  cette  même  circonstance  peut  également  se  présenter  pour 
une  racine  différente  de  x^,  autrement  dit  pour  un  foyer  conjugué 
de  \. 

C'est  ce  qui  arrive  évidemment,  par  exemple,  pour  un  foyer 
(d)sola  (n"  103),  c'est  à-dire  lorsque  les  extrémales  issues  d'un 
même  point  A  viennent  toutes  se  couper  en  un  second  point  x  =  J"  : 
alors  les  solutions  des  équations  aux  variations  qui  s'annulent 
pour  X  =  x^,  s'annulent  aussi  toutes  pour  x  :=  J"  et,  au  voisinage 
de  celte  dernière  valeur,  le  déterminant  spécial  est  encore  de 
l ' o id re  de  (x  —  y ) " . 

Un  élément  d'intégrale  qui  se  comporte  de  cette  manière  est 
l'é/rinent  linéaire  de  l'espace  rieniannien  ('j 


f{dx.  dv,  d:)  =  ^xT^r7-2-qi-22^fr^2  v/^'^'  +  ^J'  +  ^'-'' 


|i|  Voir  RiEM.v^N,  OEavrcs,  page   2g'>  de   la    Irad.    Laugcl.    Paris,  (".aulhier- 

Villars,  1898. 
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(a  ('tant  une  constante)  :  les  cxlroniales  (^^  sont  les  droites  ricman- 
jiicn/tes  (cercles  oitliogonaux  à  la  sphèie  x-  +  y-  -\-  z-  -f-  a-  =  o)  cl 
loules  celles  d'entre  elles  qui  passent  par  le  point  (./;„,  ju,  ::(,)  passent 
également  par  celui  dont  les  coordonnées  sont 

«^T„  rt-Vn  fl-^n 


H  +  Jâ  +  ^0  '      -^0  ^  Jo  +  -0  '      ^u  +  yî  +  4 
287.  Moyennant  la  condition  de  Jacobi,  on  a  la  formule 

(Cl)  r/i=   i  '    4.(y',  ^^.  Y,,  y',  -  Y,,...  y'.  -~-  Y„)<l.r. 

J.rO 

Nous  ne  rechercherons  pas  si,  comme  dans  le  cas  tlune  seule 
inconnue  (n*'  233)  cette  formule  subsiste  lorsque  la  condition  de 
Jacobi  n'a  lieu  qu'au  sens  large. 

Celte  question  se  résoudrait  aisément  si  A  et  B  étaient  des  /éms 
simples  du  déterminant  spécial  :  on  verrait  encore,  dans  ces  con- 
ditions, que  le  terme  tout  intégré  (''17)  s'annule  en  ces  points. 

Mais  on  vient  de  voir  que  les  choses  ne  se  passaient  pas  ainsi  et 
que,  en  particuHer,  l'équation  T),o(x):=o  avait  x  =  x*^  comme 
racine  multiple  (^);  qu'elle  pouvait  même  avoir  une  lellc  racine 
différente  de  .b",  à  savoir  l'abscisse  du  foyer  conjugué  de  A. 

2S8.  Conditions  suffisantes.  —  La  condition  de  Leifendrè 
pour  le  minimum  sera,  au  sens  strict,  que  la  forme  '!>  soit  définie 
positive  pour  toute  valeur  de  x  telle  que  j?"  <;  x  <>  x^  ;  au  sens 
lanjc,  que  cette  même  forme  soit  définie  ou  semi-définie. 

La  variation  seconde  sera  nécessairement  positive  si  l'on  a  la 
condition  de  Leg-endre  pour  le  minimum  (même  au  .<ens  large)  et 
la  condition  de  Jacobi  (au  sens  strict). 


(')  Ces  extrémales  se  déterminent  par  l'intcgralion  des  équations  (/ii)dii 
n"  82.  l^our  la  méthode  d'iatégration,  voir,  par  exemple  Appell,  Traité  <U' 
MécanUjiU',  t.  I,  n"  141,  p.  190  et  suiv.,  2^  édit. 

(-)  Dans  ce  cas  particulier,  d'ailleurs,  la  racine  multiple  en  question  se 
trouve  ne  pas  compromettre  l'exactitude  de  la  formule  (t>i),  les  quantités  p.  g,... 
<jui  figurent  dans  la  quantité  (/17)  n'étant  alors  infinies  que  du  premier  ordre. 
11  en  est  de  même,  pour  la  môme  raison,  en  ce  qui  regarde  la  racine  muUiple 
qui  correspond  au  foyer  conjugué  dans  l'exemple  du  numéro  précédent. 
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Il  csl  inrmc  ccilaiii  que,  si  ct's  deux  coiidilioiis  (nil  lieu  au  sens 
strict,  0^-/  ne  peut  .s'anntilei"  que  |>our  des  \arialions  idenliqutMiienl 
nidlcs.  Car,  en  vciiu  de  la  formule  (Oi),  ^)-I  =^  o  exilée  alors 
y'i  —  Yi  ^  y'o  —  Y.  —  ...,  y'„  —  Y,,  --=  o,  c'est-à-dire  les  équa- 
tions diirércntielles  (33).  Mais,  d'autre  part,  les  y  doivent  être  nuls 
pour  X  =  .ff  \  l'ensemble  de  ces  conditions  initiales  et  des  équa- 
tions difl'crentielles  (33)  donne  bien  y,  ^  y.>  ^  ...  y„  ^  o. 

289.  Nécessité  des  conditions  précédentes.  —  1°  Supposons 
<|ue,  en  un  point  M  de  notre  intervalle  d'intégration,  la  condition 
J<'  Le(jrn(ln'  relative  au  minimum  ne  soit  pas  vérifiée,  même  au 
^ens  large,  c'est-à-dire  (pie  la  forme  <I>  soit  ii}définic  (ou  délinic 
négative)  en  ce  point,  et  (piil  existe  par  consc'quent  un  sxstème  de 
valeurs  z;!,...  rjn  des  arguments  donnant  à  cette  forme  vmc  \a1cui 
négative  (p,. 

Si.  dans  la  variation  seconde 


I  f(y'i.--.  y'u,  yi,-..  yn)fb 


on  donne  aux  y;  les  valeurs  uy;  ,  u  étant  une  nouvelle  fonction  deic, 
elle  prendra  la  forme 

(62)  (  h(u',  vi)dx 

le  coefficient  de  u'  dans  la  forme  h  étant  égal  à  Çi  en  ^M  et,  par 
conséquent,  négatif  au  voisinage  de  ce  point. 

Elle  sera  donc  certainement  négative,  d'après  les  conclusions 
précédemment  obtenues  (n"  266),  si  l'on  prend  u  différent  de  zéro 
dans  un  certain  intervalle  pris  autour  de  M  et  nul  partout  ailleurs, 
pourx'U  que  l'intervalle  en  question  soit  assez  petit  pour  vérifier  la 
condition  de  Jacobi  relative  à  l'intégrale  (62). 

290.  2°  Supposons  maintenant  que,  la  condition  de  Legendre 
étant  vérifiée,  la  condition  de  Jacobi  ne  le  soit  pas,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  entre  x"  et  x^  deux  foyers  conjugués  A',  A',  de  sorte 
que  les  abscisses  x' ,  x'  de  ces  deux  points  soient  distinctes  et  liées 
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par  la  relation 

(65)  t){x',x")  =  o. 

iNous  serons  encore  certains  qu'il  n'y  a  pas  extremuni. 

Le  raisonnement  général  du  n°  267  peut  en  effet  s'appliquer 
d'une  manière  complète  au  cas  actuel. 

La  variation  seconde  peut  être  rendue  nulle  puisqu'il  existe  des 
fonctions  Zi,  Zj,...  z„  qui  vérifient  les  équations 

(E)  Pi  (z)  =  P,  (z)  =  . . .  =  F„  (z)  =  G 

(d'oii  résulte  l'évanouissement  des  intégrales  (2  bis),  (3  bis)),  et  qui 
s'annulent  en  A',  A". 

Elle  peut  être  rendue  négative, —  du  moins  si  l'un  au  moins  des 
points  A' ,  A  '  est  dillérent  de  A  et  de  B  ;  —  car  en  prenant  les  y  comme 
il  vient  d'être  dit  (à  savoir  égaux  à  la  solution  z  des  équations  (E) 
entre  A  et  A"  et  à  zéro  pour  jf  <.  x  <  x'  ou  x"  ><  x  <  x^)  on 
n'obtient  pas  une  extrémale  pour  l'intégrale  (3  bis). 

Si  l'on  remplace  les  fonctions  y,  par 

(«i/4)  y-  =  Zi  +  £j-i 

(ies  y,  étant  nuls  aux  limites)  on  aura  une  valeur  de  O'I  dans 
laquelle  le  terme  en  ê  sera 

terme  qui  ne  sera  pas  nul  si  les  j',  sont  arbitraires. 

291.  Si  on  altère  les  variations  y  non  plus  comme  il  vient  d'être 
indiqué,  mais  en  substituant  aux  points  A',  A  deux  points  voi- 
sins A'i,  A"i,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  iait  au  n  267,  la  nouvelle 
valeur  de  I,  sera  d'après  les  formules  du  n"  131, 

<6r>')      r/f  --2^z',fz',V.'^l'  =  --  [*(z'.,-  z',.)ô.T]:': 


(â'x  désignant  encore  successivemeiil    les   segments  A'A  1,  A"A"i). 


MîCESSITi:    DES    CONniTIOXS    PRÉCÉDENTES  ib'] 

Elle  ceia  donc  de  signe  contraire  à  celui  de  <!>  (et  môiiic  diflerenlc 
de  zéro  ('))  si  A'i,  A'',  sont  extérieurs  au  segment  X'W 

Les  choses  se  passeront  ainsi,  en  particulier,  si  l'on  emploie  la 
mclhode  sous  la  forme  de  Darboux-Erdmann.  Prenons  x'  =  x^  et, 
par  conséquent,  x"  égal  à  l'abscisse  y  du  foyer  conjugué  %  de  A. 
Considérons  deux  solutions 

yi..--  y»; 

Zi,...  z„ 

des  équations  aux  variations  telles  que  les  y  soient  tons  nnls  eu  A 
et  en  3(  tandis  que  les  z,  égaux  respectivement  aux  y  en  un  point 
x  =  c  choisi  comme  au  n"  268,  s'annulent  poura;  =  x^  Si,  comme 
nous  avons  le  droit  de  le  supposer,  x^  est  très  voisin  de  r,  z  aura 
la  forme  (65  ),  avec  r^x  =  5(B  =  a;'  —  y. 

Au  contraire,  on  ne  peut  pas  étendre  en  toute  généralité  le  procédé 
indiqué  en  dernier  lieu  au  n°  267  et  fondé  sur  l'intégration  de  l'équa- 
tion (E.). 

Cette  extension  se  fait  sons  difficulté  (en  considérant  les  solutions 
des  équations 

F.(y)  =  ^y'- 

au  lieu  de  celles  des  équations  aux  variations  données)  si  x"  est  pour 
l'équation  (63)  une  racine  simple. 

Mais,  ce  raisonnement  serait  mis  en  défaut  (ou  tout  au  moins  de- 
manderait à  être  modifié)  si  cette  équation  admettait  x"  comme  racine 
multiple.  Or  nous  aAons  vu  que  pour  /!  >  i  ce  cas  peut  effectivement 
se  présenter. 

292.  Puisque,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placés  aux 
deux  numéros  précédents,  la  variation  seconde  peut  devenir  néga- 
tive lorsque  la  forme  <I>  est  positive,  il  ne  peut  exister,  dans  ces 
condilinns,  aucun  système  de  n  solutions  associées  dont  le  déter- 
minant spécial  reste  différent  de  zéro  de  x  =  x'^'  k  x  =  x^ . 

C'est  la  conclusion  annoncée  au  n"  285. 


( ')  Le  contraire  exigerait  (en  supposant,  bien  entendu,  ox^^o)  qucz'i,...  z,/ 
tussent  nuls  en  A'  ou  en  A'.  Comme  il  en  est  déjà  de  même  de  Zi,  Z;,...,  Znct 
que  ces  fonctions  sont,  d'autre  part,  solutions  du  système  linéaire  (E),  elles 
seraient  alors  identiquement  nulles. 
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Les  résultats  qui  précèdent  conduisent  ici  encore  à  une  proposi- 
tion analogue  au  théorème  de  Sturm  (n"  269)  :  on  montrera, 
exactement  comme  au  n"  269  que  les  racines  des  é^jimlions 

(66)  li(a,x)=zo       ,       D{l>,x)z=o 

se  séparent  réciproquement. 

Plus  généralement,  si  D  est  le  déterminant  spécial  de  //  solutions 
associées  quelconques,  deux  racines  consécutives  de  l'équation 

(O7)  D  =  o 

ne  peuvent  comprendre  plus  d'une  racine  d'une  érpiation  l)(a,a')=o. 
Toutefois,  la  démonstration,  qui  n'est  faite  que  pour  des  équa- 
tions aux  variations  (comparer  n"  270),  suppose  en  outre  la  condi- 
tion de  Legendre.  Notamment  il  n'est  pas  établi  par  ce  qui  précède 
que  le  théorème  ait  lieu  lorsque  la  forme  tl>,  tout  en  étant  toujour- 
générale  (condition  nécessaire  pour  que  les  solutions  soient  régu- 
lières), renferme  des  carrés  des  deux  signes. 

293.  Notons  tout  de  suite  que  la  méthode  des  n"-  267,  290 
s'étend  d'elle-même  au  cas  oîi  l'intégrale  donnée  contient  des  déri- 
vées d'ordre  supérieur  et  montre,  dans  ce  cas,  la  nécessité  d'une 
condition  de  Jacobi  analogue  aux  précédentes. 

La  forme  (4<^  )  de  la  variation  seconde  est.  en  ell'et,   identique  à 
celle  que  nous  axions  trouvée  pour  le  cas  de  p ^=  i .  l^lle  est.  d'aulie 
art,  valable  toute  les  fois  que  la  quantité 

/19)  M,y  -f-M,y'  +  ...  +  M,,y^^'-" 

est  continue  et  nulle  aux  limites.  Or  c'est  ce  qui  a  lieu  si  on  a 
trouvé  une  solution  de  l'équation 

E)  P(y^=o 

qui,  pour  deux  valeurs  j;',  a;cleiCCom[)risi'S  entre  ./:"  et  ./',  s'annule 
ainsi  que  ses /j —  i  premières  dérivées,  et  si  l'on  fait  y  égal  à  la 
solution  ainsi  trouvée  pour  .rJ  <^  x  <<^  x"  et  à  zéro  dans  le  reslc  d<' 
notre  intervalle. 


IiKlilVElîS    SUMCIUF.IRKS  ÔOC) 

Ce  choix  de  y  donnera  donc  à  la  variation  seconde  la  valeur 
zéro.  De  plus,  comme  précédemment  (si  lune  au  moins  des 
valeurs  x' ,  x"  est  intérieure,  au  sens  strict,  à  l'intervalle  (j;°,  »')), 
cette  valeur  n'est  pas  un  extremum,  la  dérivée  y''  étant  discon- 
tinue et  cette  discontinuité  ne  vérifiant  pas  les  conditions  cpie  l'on 
déduirait  du  n°  131  pour  l'évanouissement  de  la  variation  ])ro- 
mière.  à  moins  que  A  ne  soit  nul  au  point  de  discontinuité  ou  y 
identiquement  nul. 

Donc  la  variation  seconde  peut  être  rendue  négative  si  l'équa- 
lion  (E)  possède  une  solution  qui  vérifie  les  conditions  ci-dessus 
indiquées. 

293  bis.  _\ous  avons  fait  les  calculs,  dans  ce  qui  précède,  eu 
partant  d'une  variable  indépendante  donnée  x.  Le  cas  de  la  forme 
pnrainclriquc  n'est  pas  distinct  du  premier  (n"  75)  pour  tous  les 
problèmes  d'extremum  faible  et,  //  fniiidri,  pour  tous  ceux  qui 
rog-ardent  la  variation  seconde  :  On  emploiera,  pour  le  ramener 
au  premier,  les  formules  de  passage  des  n"'  71.  74,  ou  mieux 
(étant  donné  que  la  forme  paramétrique  s'applique  aux  questions 
d'origine  géométrique)  le  système  de  coordonnées  considéré  au 
n"  114,  l'arc  .s  d'extrémale  étant  alors  pris  pour  variable  indépen- 
dante :  dans  le  cas  du  plan  par  exemple,  la  nouvelle  fonction 
inconnue  sera,  dans  ces  conditions,  la  distance  normale  de  la 
courbe  variée  à  /.. 

^^'eierstrass(')  a  étudié  la  variation  seconde  dans  ces  conditions. 

I ')  \  oir  BoLZA,  L('clures  on  lUe  CaUiilus  of  Yniialioni.  pp.   l'ji-i'j'â. 


CHAPITRE  II 


LA  MÉTHODE    DE   WEIERSTRASS 

ET  LES 

CONDITIONS    SUFFISANTES     DE     L  EXTREMUM 


T.  FAISCEAUX  D'EXTIil- MALKS  ET  CONSTRUCTION  DE  A\  EIERSTRASS 

294.  Nous  avons  oblenii  jusquici  des  condilions  nécessaires 
pour  lexlrcnuini  ;  mais  noire  méthode  ne  nous  Iburnit  pas  de 
condilions  sul'fisanles,  puisqu'elle  ne  nous  renseigne  que  sur  le 
signe  de  la  varialion  seconde. 

Nous  pourrons,  en  la  modifiant  convenablement,  arriver  par 
elle  aux  conditions  du  minimum  yb//>/<'.  (Voir  plus  loin  n"  365). 
Mais,  même  dans  ce  cas,  —  le  seul  qu'elle  permette  de  traiter  — 
l'analogie  avec  les  mélliodes  du  calcul  dilTérenticl  ordinaire  est  ici 
trompeuse.  Nous  verrons  qu'il  est  notablement  plus  simple  de 
rechercher  une  expression  exacte  de  l'accroissement  subi  par  l'in- 
tégrale et  non  plus  son  expression  approchée. 

C'est  ce  qu'ont  fait,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  Weierstrass 
et  M.  Darboux. 

295.  Faisceau  spécial.  —  Dans  cette  nouvelle  manière  d'opé- 
rer, au  heu  de  par\enir  linalement  à  la  condition  de  .lacobi,  nous 
la  [)ren(hons  comn)e  point  de  départ,  et  nous  la  supposerons,  dès 
l'abord,  vérifiée. 

Plaçons-nous,  [)our  commencer,  dans  le  cas  d'une  seule  l'onction 
inconnue,  /  étant  l'extrémale  considérée;  A,  B  les  deux  points 
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donnés  entre  lesquels  elle  doit  fournir  l'exticmum  de  rintégralc 
(I)  1=    ljly',y,x)dx 


ou 


( 


(I')  1=  J\.;y,,;y)dL 

J   V 

Les  exlréinales  dépendenl  ici  de  deu\  paramètres.  On  peut  donc, 
d'une  infinité  de  manières,  consliluer  avec  elles  des  familles  à  un 
seul  paramètre  a.  l  ne  telle  lamiil(>  sera  dite  un  faisceau  spcrial 
ou,  simplement,  un  faisceau.  Ce  faisceau  sera  dit  rc'/ulier,  dans 
une  région  déterminée  du  plan  si,  les  evtrémales  \  cpii  le  com- 
posent s'y  comportant  régulièremenl,  on  peut  faire  passer,  par 
chaque  point  de  cette  région,  une  d'entre  elles  et  une  seule,  —  ou, 
plus  exactement,  une  et  une  seule  telle  que  a  soit  compris  entre 
certaines  limites  déterminées  —  la  valeur  correspondante  de  a 
variant  continûment  avec  les  coordonnées  x,  y  du  point,  et  admet- 
tant des  dérivées  partielles  en  x,  y. 

Le  tracé  de  cette  exlrémalc  A,  lorsqu'on  donne  le  point  (.'■,  v) 
se  nomme  la  conslrucdon  de  Weierslrass  relative  à  notre  problème. 

296.  Uevenons  à  l'extrémale  considérée.  Nous  admettrons  que 
l'arc  AB  de  cette  ex  tréma  le  est  entouré  iPun  faisceau,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  au  moins  un  faisceau  spécial  dont  /  fait  partie  et  qui 
est  régulier  dans  toute  une  région  i)l  autour  de  l'arc  AB. 

La  région  iPi  devra,  si  l'intégrale  est  prise  sous  la  forme  (  i  ), 
comprendre  un  segment  (non  nul)  de  parallèle  à  l'axe  des  y  au- 
tour de  chaque  point  de  À  :  elle  aura,  par  conséquent,  la  fornte 
d'une  bawlc  telle  que  celle  qui  est  ombrée  sur  la  figure  '.)'\. 

La  condition  que,  par  chaque  point  d'une  bande  telle  que  31  il 
passe  une  extrémale  yV  et  une  seule  rerient  à  la  condition  de  Jacol/i 
(celle-ci  élant  prise  au  sens  strict)  :  elle  est  vérifiée  si,  x  élant 
quelconque  entre  x"  et  x\  la  quantité 
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solullon  de  lY'qualion  aux  vatialions  (n"  99)  a  un  signe  consLant 
pour  a  =^  û  (et  par  cousécpient  aussi  lorsque  a  est  situé  dans  un 
certain  intervalle  qui  comprend  zéro).  G  est  ce  que  nous  avons  vu 
au  n"  99,  pour  le  cas  où  le  faisceau  est  formé  d'cxirémales  issues 
d'un  même  point  et  qui  subsiste  (n"  106)  pour  les  autres  faisceaux. 


l'ILi.      3 'l  . 


Fin.  ;^5. 


(lomnie  liné^alilé  --  -zzt  o  revient,  nous  le  savons,  à  la  condition 

°  07.    ■ 

de  Jacobi,  il  \   a  bien  équivalence  entre  cette  condition  et  l'exis- 
tence diin  faisceau  régulier. 

Si,  au  lieu  de  la  forme  (i),  notre  intégrale  a  la  forme  paramé- 
métricjue 


(•') 


/(t/.r,  dy,  X,  y) 


!a  région  :R  comprendra  autour  de  cliaque  point  de  ),  un  certain 
cercle  :  elle  aura  donc  la  forme  représentée  fiq.  .').").  Ici  encore 
nne  telle  bantle  existera  (cf.  n"  114)  si.  sur  À  le  fo\er  conjugué 
de  A  est  au-delà  de  B. 

297.  Mons  siqiposerons,  enfin  (').  qu'on  connaisse  nne  courbe  F 
transversale  à  toutes  les  exlrémales  A,  le  point  où  elle  est  transver- 
sale à  /.  étant  soil  l'une  des  extréniilés  A  de  notre  arc  d'intégration, 
soit  un  point  A'  situé  sur  un  des  prolongements  de  cet  arc. 

l.a  courbe  F  pourra  d'ailleurs  se  réduire  au  seul  i)oint  A'  :  ces! 
la  première  livi)C)t1ièse  envisagée  au  numéro  précédent. 


('i^'Ctlc  liypollièsc  sei'j,  vn  gûiicral,  vcrifu'e  (relle-mùinc  :  la  condition 
d'être  Iransvcrsule  aux  ii;;iies  A  donne,  en  cITet,  ponr  Y,  une  é([nalion  diiïr- 
renticlle  du  premier  ordre,  cl  il  \  aura  une  couiîie  solution  de  eelle  équation 
<jui  passera  par  A'. 


CAS  m,  pi.i'siians  i(».\(',tio>s  inc.o.nm  i.s  3G,'i 

297  hh.  Kniiii.  dans  hcaiicoLi[)  de  cas,  on  pourra  remplacer  le 
|)oint  A  par  le  poiiil  A  et  faire  partir  les  extrcmales  A  de  ce  point. 
Mous  cessons  ainsi,  il  est  vrai,  de  satisfaire  à  l'une  des  conditions 
que  nous  nous  étions  imposées  {n"  295)  :  le  paramètre  a,  à  savoir 
par  c\em[>lc,  le  coerficicnt  angulaire  de  la  tangente  à  l'extrénjale 
en  A,  n'est  plus  une  fonction  continue  des  coordonnées  du  point  M 
lorsrpie  celui-ci  s'approche  de  A.  Le  faisceau  n'est  donc  plus 
complètement  régulier.  ]Mais,  ce  qui  sera  souvent  suffisant,  l'inlé- 
gialo  7  prise  suivant  cette  extrémale  spéciale  reste  continue  dans  ces 
cniidilions  :  elle  est  infiniment  petile  avec  la  distance  AM. 

(]c[{e  firme  de  la  méthode  est  celle  même  de  \\  eierstrass. 

298.  Cas  de  plusieurs  fonctions  inconnues.  —  Lorsque  l'in- 
légrale  contiendra  n  fonctions  inconnues  —  de  sorte  que  les  extré- 
malos  dépendront  de  2n  constantes  arbitraires —  nous  donnerons 
le  nom  de  faisceau  spécial  à  une  famille  dépendant  de  n  para- 
mètres (ceu.x-ci  p(iu\ant  être  assujettis  à  des  conditions  d'inégalité, 
mais  telles  que  chacun  d'eux  puisse  varier  au  moins  dans  un  certain 
intervalle  lorsque  les  autres  sont  fixes)  et  composée  d'extrémales  A 
rcnconlrant  traversalement  une  multiplicité  fixe(')  \  :  une  siuface 
(ixe  ([)ouvant  exceptionnellement  se  réduire  à  une  courbe  ou  même 
à  un  point)  dans  le  cas  de  l'espace  ordinaire  {n  =  2). 

On  voit  apparaître  ici  une  diCFérence  importante  avec  le  cas 
de  /(  =  I.  Une  famille  quelconque  (d'extrémales)  à  n  paramclres 
n'est  pas  susceptible  déformer  unftisccdu.  On  sait  en  etTet(-)  que 
dans  l'espace  ordinaire,  par  exemple,  une  famille  de  courbes  à 
deux  paramètres  n'admet  pas,  en  général,  de  surface  orthogonale, 
la  condition  d'orthogonalité  se  traduisant  par  une  équation  aux 
difTérentielles  totales;  et  il  est  évident  qu'on  en  peut  dire  autant 
pour  la  condition  de  transversalité. 

Comme  les  extrémales  transversales  à  une  multiplicité  fixe  dé- 
pendent de  n  paramètres,  on  voit  que  le  faisceau  est  composé  des 
extrérnales  les  plus  générales  cpii  soient  transversales  à  F  ou  à  une 
portion  déterminée  de  1'. 


(  ';  l'oiir  //  quelcouquc,  la  mulliplicltc  1'  sera  définie  par  une  (cas  général)  ou 
e\ccpllonnel!ement  plusieurs  équations  entre  les  ;i  4-  i  coordonnées  .r,  v,. 
(-)  DAr.noux.  —  Tht'oric  des  Surfaces.  Tome  II,  p.  2.")(î. 
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Le  faisceau  scia  encore  dit  rcijiiUcr  dans  une  région  01  de  l'espace 
à  n  -\-  1  dimensions  si  on  peut  faire  passer  par  chaque  point  de 
cette  région  une  evtrémale  spéciale  et  une  seule,  dont  les  para- 
mètres soient  des  fonctions  continues  et  dcrivables  des  coordonnées 
de  ce  point  :  autrement  dit,  si  on  peut  elTectuer  la  conslriiclioii  de 
Weierslrass. 

Nous  admettrons  encore  que  l'extrémale  /  fait  partie  d'un  tel 
faisceau,  lequel  est  régulier  dans  toute  une  région  SI  entourant 
l'arc  considéré  AB  (la  nniltiplicité  correspondante  F  coupant  ),  au 
point  A  ou  en  un  point  A'  situé  sur  le  prolongement  de  notre  arc,  et 
pouvant  d'ailleurs  se  réduire  à  ce  point)  :  autrement  dit,  que  À  est 
entourée  d'an  faiseeaa. 

Celui-ci  restera  d'ailleurs  arbitraire  dans  une  large  mesure.  On 
l'obtiendra  en  faisant  passer,  par  le  poini  A,  par  exemple,  une 
surface  quelconque  F  transversale  à  }.,  puis  traçant  par  un  autre 
point  quelconque  de  cetle  surface  l'extrémale  cjui  lui  est  transver- 
sale. Il  restera  à  disposer  de  F  de  ma- 
nière à  vérifier  la  condition  de  régularité. 
Si  F  se  réduit  au  point  A',  cette  con- 
dition se  réduit  encore  à  la  condition  de 
.Tacobi  indiquée  au  n"  284  ('). 

Quand  à  la  région  £R,  elle  aura  dans  le 
cas  de  n  ^=  2,  c'est-à-dire  dans  l'espace 
à  trois  dimensions,  la  forme  d'une  sorte 
de  cylindre  ou  de  surface  canal,  telle  que 
celle  qui  est  représentée y/7.  36  (ou  par  une  figure  analogue  à  (.35) 
pour  l'intégrale  sous  forme  paramétiique). 


36. 


II.   LA    FORMULE  DE   WEIERSTRASS 

299.  Admettons  que  l'arc  donné  est  entouré  d'un  faisceau  et 
soit  ï  une  ligne  joignant  A  et  B  qui  ait  avec  X  un  voisinage  délîni 
par  le  nombre  £.  Si  ce  nombre  est  suffisamment  petit,  '£  sera  en- 


(')  Nous  A'crrons  plus  loin  que,   pour   un   faisceau   spccial  ijuclconqvK  .   on 
trouve  la  forme  de  condition  de  Jacobi  indiquée  au  n"  285- 
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tièrement  contenue  dans  la  région  de  régularité  du  faisceau.  Nous 
avons,  sous  cette  condition,  à  calculer  l'accroissement 


(6) 


M  =  r- 

m-' 


La  forDude  aux  limites  (Livre  II,  cliap.  lîl)  permet  à  Weier- 
strass  de  mettre  cet  accroissement  sous  forme  d'une  intégrale 
unique  prise  suivant  '£. 

Pour  cela,  soit  A  l'extrémalc  spéciale  qui  passe  par  un  point 
quelconque  M  de  S£,  et  soit  m  le  point  oii  cette  extrémale  est  trans- 


FiG.  37. 

versale  à  la  ligne  ou  à  la  surface  fixe  F.  Plaçons-nous  d'abord  dans 
le  cas  où  r  passe  par  A  et  considérons  {fi(j.  07)  la  différence 

Celte  différence  est  nulle  lorsque  M  est  en  A  et  égale  à  A/  lorsque 
jVI  est  en  1>  (puisque,  dans  ces  deux  cas,  A  coïncide  avec  ),)  :  on  a 
donc 


en  désignant  par  (?[/]  la  différentielle  de  [I]  lorsque  M  se  déplace 
sur  'X. 

Si  r  est  transversal  à  }.  en  un  point  A'  différent  de  A  (mais 
situé  sur  le  |)rolongement  de  l'arc  AB  au-delà  de  A)  la  formule 
précédente  est  encore  exacte  {fi<J-  38). 


3G6 
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En  ctïel,  la  différence  (G())  est  alors  égale  à  —  7  \  lorsque  M  est 
en  A,  et  à  —  I  '\  -[-  \T  lorsque  M  est  en  B. 


FiG.   38. 


Si  l'on  prend  simplement  pour  les  extrémales  V  celles  qui  partent 
de  A'  { /}(j.  .M))  on  aura,  de  même 


FiG.   39. 


300.  Formule  de  Weierstrass.  —  delà  posé,  traitons  d'.tbord. 
avec  Weierstrass,  le  cas  de  Fintégrale 


-I 


(!')  i=J  f{d^,iy,^'^'y) 

donnée  sous  forme  paramétrique.  Lorsque  le  point  M  se  déplacera 
sur  i,  la  différentielle  de  I  ne  sera  autre  que  r(!'iémcnt  d'intégrale 


suivant  'X. 


{'£) 


Ouant  à  la  différentielle  de  /,  clic  sera  donnée  par  la  formule 

(A) 
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aux  limites  (page   l'ia).  Le  déplacement  de  l'une  des  exliémités 
étant  nul  ou  transversal  à  A,  celte  formule  se  réduira  h 

(A) 

OÙ  \,  \  sont  [proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la  tangenlc 
à  A  en  jM.  On  aura  donc  fmalemcnl 


(70)     A/=    I   8(x.  v;  \,  Y,  (/.T.  dy)  =  i  8 (a-,  v,  \,  Y,  x,, 


dt 


avec 


(71)  Z{x,  y  ;  X,  Y,  à;  y)  =f{x,  y,  x,  y)  -  x/j     -  yf^ 

X,  y  étant  relatifs  à  la  ligne  îX. 

Telle  est  la  formule  de  Weierstrass  qui  va  nous  donner  la  solu- 
tion complète  du  problème. 

Si  l'on  avait  affaire  à  l'intégrale 


)dx 


la  formule  (y)  serait  remplacée  par 

(      =[j:/y  +  /(v.,v..-) -VAi^fx. 

La  formule  de  Weierstrass  serait  donc  ici 

(70  bis)  M  =  I  -  I  =  8  {x,  y  ;  Y,  y',) dx 

'[£)     (A)       J-^-" 

8  ayant,  cette  fois,  l'expression 

(716/s)     8(.r,y;Y,v)=/(/.J.^)-/0os-^-)-(/-n/Y(Y,,v,r) 

en  appelant  v'  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  u:  en  un 
point  quelconque  M  et  Y  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
l'extrémale  spéciale  A  qui  passe  en  M. 
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Remarqi  e.  —  On  serait  arrivé  au  même  résultat  si,  au  lieu  de 
la  \ariation  infinitésimale  de  la  différence  [/],  on  avait,  comme  le 
faisait  Weicrslrass  lui-même  (')  considéré  celle  de  la  somme 

(72)  7  ^'  +  /  " 

variation  évidemment  identique  à  la  première  (au  signe  près). 
La  somme  (72)  a  la  valeur  /  lorsque  M  est  en  A  cl  la  valeur  / 

lorsque  M  est  en  B. 

301.  Les  deux  expressions  {',  et  i'.  semblent  notablement  dilTé- 
lentes  ;  on  peut  rétablir  l'analogie  en  ajoutant  à  8,  l'expression 
identiquement  nulle  : 

X/x  (X,  T,  X,  y)  +  Y/Y  (^'  V,  .-,  r)  -/(X.  \,  ce,  y) 

ce  qui  donne  : 

ï{,;  y,  X,  Y,  :r,  v)  =/(.;■,  r,  x,  y)  -/(X,  V,  x,  y) 
-  {''•  ~  X)7x  (X,  Y.  X,  y)  -  {},  -  Y)/v  (X,  V,  .-,  r). 

Les  deux  fornndes  (70)  et  (70  bis)  ont  maintenant  des  formes 
semblables;  on  })asse  d'ailleurs  de  l'une  à  laulrc  à  l'aide  des 
formules  ('M\),  (3o)  (livre  11)  moyennant  lesquelles  on  a  bien 
comme  il  résulte  a  priori  de  ce  qui  jirécède 

B(/.r  =  Edt. 

302.  Cas  de  plusieui's  inconnues.  —  Nous  n'aurons  rien  à 
changer  au  raisonnement  qui  précède  pour  lappliqucr  aux  inlé- 
li'rales 

r  - 

(73)  7=1      ./'/(vi,  (/v„...  (/v„a,,j,,  y,,.... )'„+,) 
(73  ^ts)           I=i      /(/i,...  v'„,  y,,...  r„.  .TiJ.A- 

/-,,0 

(')  Cf.  par  exemple  ZEinin.o,  Th'csc.  iîcrliii.   i<<()'i. 
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qui  contiennent  n  fonctions  inconnues.  Nous  calculerons  encore  â  I 

par  les  formules  aux  limites  (n"  131)  et  la  formule  de  Weierstrass 
sera 


(74)  A/  =   I  8(j.,..,  j„a.i  ;  Y,,...  Y„+,,  V,,...  r„^^)dt 

-  yjy,  -  yjx,  — .  •  •  -  yn/x,,  -  y^H  •  7y„+, 
ou 

(74  bis)        M  =j  8(.T,  y,,...  j„:  \„...  Y„,  y',,...  y,^dx 

8(j-,yi...,j„;  Y,,...  Y„,y',,.../„)=/(/i,.../„.y,,...y„,a-) 

-/(Y,,...  Y,„  v„...  y„,  x)  -  (y\  -  Y,)y\-_  -  (/,  -  Y,)/,-^  -  ... 

"(/«-Y„)/y„. 

Dans  chacune  des  deux  quantités  &dx  et  gdl,  les  termes  sous- 
tractifs  représentent  encore  la  différentielle  de  /  évaluée  à  l'aide 

(A) 

des  formules  aux  limites  (y)  ou  (y),  pendant  que  le  premier  terme 
correspond  k  â  I .   Les  dérivées  désignées  par  des  petites  lettres 

sont  relatives  à  1£  ;  les  grandes  lettres  représentent  celles   qui    sont 
relatives  à  i'extrémale  spéciale. 

303.  Propriétés  des  symboles  8,  8.  —  La  méthode  de  Weier- 
strass ramène  létude  de  l'exlremum  cherché  à  celle  du  signe  des 
quantités  8  ou  8. 

Ces  quantités  8,  8  dépendent  : 

1"  Des  coordonnées  d'un  point  M,  x  et  y,  par  exemple,  dans  le 
cas  de  n  =  i . 

2°  Elles  dépendent  ensuite  d'une  première  direction  en  ce  point, 
celle  de  I'extrémale  spéciale,  définie  (toujours  dans  le  cas  de  ti::^  j) 
par  le  coefficient  angulaire  Y  pour  la  forme  (i)  et,  pour  la  forme 
paramétrique,  par  les  deux  quantités  \  et  Y,  par  rapport  auxquelles 
8  est  homogène  et  de  degré  zéro. 

IIadamard  —  Calcul  des  variations  a4 
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3°  Enfin  8  dépend  d'une  seconde  direction,  celle  qui  esl  définie 
(poui-  7?  =  I)  par  le  coefficient  angulaire  y  ,  de  même  que  8  dépend 
des  deux  paramètres  x  et  y,  par  rapport  auxquels  il  est  homogène 
et  de  degré  i . 

La  quantité  8  (ou  8)  est  nulle  si  les  deux  directions  dont  elle 
dépend  coïncident.  Nous  dirons  alors,  avec  M.  Kneser,  qu'elle 
s'annule  ordinairement.  Elle  serait  dite,  au  contraire,  s'annuler 
exiraordinaircnicnl  si  l'on  avait  8  =  o,  les  deux  directions  restant 
cependant  distinctes. 

IIemarques.  —  L  En  parlant  des  deux  directions  dont  dépend  8 
(cas  de  la  forme  paramétrique),  nous  voulons  parler,  bien  entendu^ 
de  directions  de  demi  droites,  chacune  d'elles  devant  avoir  un  sens 
déterminé.  Si  ces  deux  directions  sont  directement  opposées,  8  sera 
en  général  différent  de  zéro  et  s'il  s'annule,  ce  sera  extraordinaire- 
ment.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  73,  Livre  II,  on  ne  peut  pas 
indiquer  a  priori  de  relation  entre  une  valeur  de  8  et  celle  qui  s'en 
déduit  en  changeant  simullanément  les  signes  de  x,  y  ou  ceux 
deX.  Y. 

IL  Comme  nous  l'avons  vu  au  11°  166  la  quantité  £  cm  8  est  iden- 
tiquement nulle  lorsque  /ou  /'  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées. 

304.  Interprétations  géométriques.  —  D'après  la  manière 
même  dont  nous  les  avons  obtenues,  8  et  8  sont  susceptibles  de  l'in- 
terprétation suivante  : 

Menons,  par  le  point  M  l'extrémale  (unique)  qui  est  tangente  en 
ce  point  à  la  première  direction  dont  nous  avons  parlé  au  n°  303 
et,    siir  cette   extrémale,  prenons  un  point 
A  ■—__: — - —    A^    ,    quelconque    A   {/i(j.   f\o).    Menons    d'autre 
part,  par  le  point  M,  une  ligne  quelconque 
'^'  '"■  tangente  à  la  deuxième  direction  dont  dé- 

pend 8  ou  8,  et  coupons  cette  ligne  en  un  point  M'  par  une  second 
extrémale  voisine  de  la  première  issue  de  V.  Les  diflérentiellese 
8  dt  ou  èdx  représenteront  la  quantité 

(75)  ïdt  =  zdx  =  r  +  r  — 1"\ 

\i^)  MA  A 

Ceci  n'est  autre  chose  que  ce  qui  ])récède,  puisque,  au  dernier 
membre,  le  premier  terme  représente  l'clémenl  d'intégrale  suivant 
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MM'  et  l'enscmbie  des  deux  autres,  la  variation  de  rintéyralc  prise 
suixanl  une  extiémale  issue  de  \. 


305.  Nous  voyons  du  même  coup  que  la  ([uanlité  ^,dl  ne  clia/Kje 
pas  (le  valeur  par  un  chaïKjcmcnl  de  variables  opéré  sur  x,  y, 
puisqu'elle  est  égale  à  Texprcssion  ("ô),  laquelle  est  indépendante 
du  système  de  coordonnées  em|)loyé.  g  sera  donc  lui-même  inva- 
riant par  celte  transformation,  si  celle-ci  n'est  accompagnée  d'au- 
cun changement  opéré  sur  le  paramètre  /. 

Dans  les  mêmes  conditions  8  sera  (puisque  ^'dx  est  aussi  inva- 
riant) multiplié  par  la  dérivée  de  l'ancienne  variable  x  par  rapport 
à  la  nouvelle,  dérivée  prise  lorsqu'on  se  déplace  suivant  '£. 

306.  Quand  au  mode  de  formation  de  î'.  nous  en  aurons  une 
interprétation  simple  en  [)artant  de  \a  fujuralivc  (n"  68) 

Auv  deux  directions  de  coefficients  angulaires  v  ,  \  correspondent 
deux  points  de  cette  courbe  :  l'un  de  coordonnées  y  et  U::=f(y  .y,x)  ; 
l'autre  de  coordonnées  \  et  l.  =  f(\.  y,  x)  ;  et  l'on  a 


8  =  Il 


^)/y 


La  quantité  'o(x,  y;  Y,  y)  re[)ré5ente  donc  la  différence  entre 
l'ordonnée  de  la  figurative  et  l'ordonnée  correspondante  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  au  point  d'abscisse  Y  (Ji'J-  '|i)-  Dès  lors  pour 
que  8  garde  un  signe  constant  quel 
que  soit  y'  au  point  (x,  y),  il  faut  et  il 
suffit  que  la  figurative  soit  loiit  entière 
d'un  même  côté  de  sa  tangente.  Pour 
que  8  garde  un  signe  constant  pom- 
des  valeurs  de  y'  suffisamment  voi- 
sines de  Y,  "il  faut  et  il  suffit  que  la  °  ^ 
figurative  ne  traverse  pas  sa  tangente  ""  ""' 
en  (\ ,  l)  :  cela  revient  à  dire  qu'elle  est  convexe  en  ce  point  et 
à  se  donner  le  sens  de  la  convexité. 

11  en  résulte  que  le  si(/ne  de  i'  est  alors  dct'rniiné  pur  celui  de  la 


de 


dérivée  se 


conde 


d\ 


.=A- 
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C'est  ce  que  l'on  volt,  comme  on  sait,  en  remarquant  que  les 
termes  soustractlfs  de  l'expression  (71)  sont  les  deux  premiers 
termes  de  la  valeur  de/(y,  y,  .'•)  développée  par  la  formule  de 
ïaylor  suivant  les  puissances  de  (y'  —  Y).  On  a  donc,  en  utilisant 
la  valeur  connue  du  reste,  une  expression  de  ^',  savoir 

(76)  ê=3(/-^')Vv 

Yj  étant  une  quantité  intermédiaire  entre  Y  et  v'. 

307.   iNous  étendrons  sans  dilTiculté  ce  qui  précède  au  cas  de 
plusieurs  funclions  inconnues.  Pour  l'intégrale 


r. 


/(.)''i>---  y'»'  yi'---  y>"  ^)*'*^ 

la  quantité 

8  =/(/„...  :  v'„)  -/(Y,....  Y„)  ~  V(y',  _  Y,)/y.. 

i 

(où  nous  avons  su[)primé  les  lettres  }'i,...  Xn,  ■'',  qui  ont  les  mêmes 
valeurs  dans  tous  les  termes)  peut  encore  s'exprimer  par  la  formule 
de  Taylor  (')  :  on  a 

(77)        s='Vo/.-Y,)(/,-Y„),-^;^ 

i,  k 

011  y^,  est,  povu'  chaque  valeur  de  l'indice  /,  une  quantité  comprise 
entre  Y;  et  y,  :  plus  précisément 

78)  -n.^Y. +  x(/,_Y,)  0'-  1,2.....) 

r  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un  (le  même  pour  toutes 
les  valeurs  de  /). 

On  reconnaît,  dans  le  second  membre  de  (77),  la  forme  que  nous 
avons  appelée  <!>  (n°  59)  où  y,  est  changé  en  y',  —  Y,  et  y't  en  yj,. 

Si  donc  cette  forme  quadratique  est  définie  positive  pour  toutes 
les  valeurs  des  arguments  qu'elle  renferme  (et  cela  lorsqu'on  donne 
aux  X,  y  les  valeurs  correspondant  au  point  considéré,  aux  y'  tous 

(')  Voir,  p.  ex.  Golrsat,  Cours  d'Analyse,  t.  I,  11°  5i  (p.  119-121). 
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les  systèmes  de  valeurs  que  soni  susccplihles  de  prendre  les  quan- 
tités désignées  tout  à  l'heure  par  y;,),  8  sera  encore  ccrlainement 
|)Ositif. 

L'interprétation  géométrique  est  tout  aussi  immédiate.  Bornons- 
nous,  pour  ne  faire  intervenir  que  l'espace  ordinaire,  au  cas  où  le 
nombre  des  fonctions  inconnues  est  de  deux.  La  figurative  sera 
alors  une  surface,  (y,,  y.,,  u  et  (Yi,  \>,  L)  sont  deux  points  de 
cette  surface,  8  représente  le  segment  intercepté  entre  la  surface 
et  son  plan  tangent  en  l'un  de  ces  points,  sur  l'ordonnée  de  l'autre 
point. 

La  condition  que  (1>  soit  définie  positive  pour  certaines  valeurs 
de  y'  exprime  que  cette  surface  est  convexe  en  un  tle  ses  points 
et  tourne  sa  concavité  vers  les  /"positifs. 

308.  Quelques  complications  apparentes  s'introduisent  pour 
l'intégrale  prise  sous  for/ne  paramétrique.  Bornons  nous  à  l'inté- 
grale 


f. 


J{:r,y)df. 

Géométriquement  parlant,  l'expression  de  u  z=  J' en  fonction 
de  X  et  de  y  représente  (85)  une  nappe  de  cône  ou  une  courbe 
en  coordonnées  homogènes.  L'inégalité  8  >.  o  exprime  que  ce  cône 
ou  cette  courbe  tournent  leur  concavité  dans  le  sens  des  y  croissants. 

Nous  pourrons  encore  appliquer  à  la  quantité  8  sous  la  forme 
du  n'^  301  la  formule  (77)  et  nous  aurons 

8  (r.  j  ;  X,  Y,  ;,  r)  ==^  [(^-X)  V..  H- 2  (:^-X)  (j-Y)/..^  +  O'-Y)^^  J 


avec 

(79)  -  .  _     .    O  <  X  <   I  . 

r.  z=  Y  +  t  (j  -  Y)  \ 

Or,  nous  avons  trouvé  (n"  84  bis)  ^owv  f-;i,  f-.^,f.f  les  expres- 
sions 
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Donc  on  a 

8  =  ^  Â [(.r  —  \)\'  —  2  (.r  —  X)  ( V  —  Y)  ^r,  +  (y  —  "^ )^''] 

ou  plus  simplement,  en  tenant  compte  de  (79) 

(80)  8  =  ^Â(xY-i'\)^ 

de  sorte  que  le  signe  de  8  est  identique  à  celui  de  A,  cette  dernière 
quantité  étant  toutefois  calculée  en  rem})laçant  x,  y  par  z,  r,. 

Comme  il  est  évident  a  priori,  si  l'on  utilise  les  formules  (33), 
(33')  du  livre  II,  on  retombe  sur  le  résultat  du  n'  306  :  on  a, 
moyennant  ces  formules, 

(81)  Â=4;/,., 

OÙ  le  dénominateur  est  égal  à  un  quand  on  prend  x  comme  va- 
riable indépendante. 

309.  Toutefois,  il  est  un  cas  où  la  formule  (80)  n'est  pas  appli- 
cable, c'est  celui  où  les  deux  directions  (X,  \)  et  (x,  y)  sont  direc- 

\      Y 

lement  opposées,  c'est-à-dire  celui  où  les  deu\  rapports  -.  et  t  ,  sont 

.T       y 

égauA,  mais  où  leur  valeur  commune  est  négative.  La  formule  (80) 
donnerait  alors  pour  8  la  \vdeur  zéro,  laquelle,  en  général,  n'est  pas 
exacte.  Cela  tient  à  ce  que  pour  une  certaine  valeur  du  nombre  que 

,,       ,  .  X  Y 

nous  avons  appelé  t,  a  savoir  -  =  ;:^ r  =  — . ,  on  a 

X  —  X       Y  —  V 

I  :=  TJ   =  0 

ce  qui  donne,  pour  A  une  valeur  infinie. 

On  peut,  pour  éviter  ce  cas  d'exception,  indiquer  pour  8  une  autre 
expression  dae  à  Weiecstrass  et  que  nûus  empruntons  à  l'ouvrage  de 
M.  Bolza(').  Remplaçons  X,  y  par  les  quantités  (qui  leur  seront 

'^'j  Lectures  on  Cnlculus  of  ]'arialioiis,  p.   i'|()-iit. 
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supposées  proportionnelles)  cos  S.  sin  0  et  \,  \  par  cas  B,  sin  w, 
€omme  il  est  légitime  de  le  faire  (sous  la  seule  réserve  de  nawAti- 
plier  ensuite  le  résultat  obtenu  par  la  quantité  ( positive)!/ a-- -t-  y^). 
8  est  nul  pour  0  =  o.  Sa  dérivée  par  rapport  à  6  est 

ou,  en  remplaçant /^.2' /if Y './ Y^  P'"^  leurs  valeurs  en  fonction 
de  A  et  jw  »  ^^  par  —  sin  ©,  cos  », 

|=sin(0-e)Âe 

c'est-à-dire  (*  )  qu'elle  diffère  par  le  facteur  Aq  de  celle  de 
I  —  cos  (6  —  5).  Le  rapport  des  deux  fonctions  8  et  i  — cos  (6  —  0) 
nulles  toutes  deux  pour  6  =  5  est,  dès  lors,  égal,  d'après  une  for- 
mule connue  (-),  au  rapport  de  leurs  dérivées  pour  une  certaine 
valeur  -^  de  l'arsument  comprise  entre  6  et  6,  et  il  vient 


(82)      è{x,  y  ;  cos  6,  sin  6,  x,  y)  ^=  \  x-  -\-  y^-[i  —  cos (6  —  9)]A^. 

Cette  formule  suppose  seulement  que  les  deux  dérivées  en  question 
ne  s'annulent  pas  simultanément  pour  la  valeur  2r  de  l'argument  : 
c'est  ce  dont  on  peut  être  assuré  si  la  dijférence  0  —  S  est  au  plus 
égale  à  iz  en  valeur  absolue.  On  peut  d'ailleurs  toujours  supposer 
qu'il  en  est  ainsi,  chacun  des  arguments  0  et  5  n'étant  défini  qu'à 
un  multiple  de  ■>-  près. 

Pour  appliquer  la  formule  (82),  on  disposera  de  cet  entier  arbi- 
traire de  manière  à  donner  à  la  différence  0  —  5  sa  valeur  absolue 
minima. 

La  relation  (82)  fait  connaître  la  valeur  de  g  même  lorsque  les 
deux  directions  dont  elle  dépend  sont  directement  opposées  :  la 
dilTérence  [0  —  5  j  est  alors  égale  à  -,  le  facteur  i  —  cos  (0  —  0) 
à  2. 

(')  La  notation  A(.,  indique  que,  clans  le  calcul  de  A,  on  doit  remplacer  x  et  y 
par  cos  0  et  sin  0  respectivement. 

(-)  Voir,  p.  ex.  Serret,   Cours  de  Calcul  différentiel  et   inlérjral,   2^  édition, 
me  I,  p.  22  (n"  17). 
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On  peut  encore  retrouver  la  relation  précédente  sous  une  autre 
forme,  en  remplaçant  x  et  y  par  cos  6  et  sin  0  dans  la  fonction  /' 
elle-même.  Soit 

(83)  7(0)  =r7(cos0,  sinO,  a-,  v) 

la  fonction  de  0  ainsi  obtenue.  On  a(')  les  relations 

(8A)     /.;.  =/(0)cosO  — /'(OUinO.       /,;  =/(0)  sin  0  4-7'(0)  cos  3. 

En  dilTérentiant  l'une  d'elles  par  rapport  à  0  et  tenant  encore  compte 
des  égalités  (44)  c'^i  n"  84  bis,  on  voil  que  la  quantité  désignée  précé- 
demment par  A  a,  dans  ces  conditions,  la  valeur 

(85)  I=f{(i)  +  2-. 

On    retrouve    d'ailleurs    bien    la    c|uantité  /  +  -,—.,  multipliée  par 

sin  (W  —  6),    en   prenant   directement    la    dérivée,    de   8   par   rapport 
à  B,  après  avoir  remplacé  y^,  ^  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  (8Z|). 
On  voit  que  la  condition  f .  ^  o  s'écrit  encore 

Nous  aurions,  d'ailleurs,  pu  passer  de  l'expression  A  considérée  au 
n"  84  Ins  à  l'expression  (85)  que  nous  venons  d'obtenir  en  remarquant 
que  cbacune  d'elles  est  liée  au  rayon  de  courbure  de  la  figurative.  La 
quantité  y  (cos  0,  sin  0,  a',  y)  est,  en  effet,  l'inverse  du  rayon  vecteur 
de  la  courbe /(.r,  y,  x,  y)  1=  i  et  la  quantité  (85)  est  dès  lors  au  facteur 

^■'      _  •  -  -     près,  l'expression  connue  de  la  courbure  en  coordonnées 

P  . 

polaires.  On  retomberait  sur  la   solution  que   nous  venons  de   trou- 
ver   en    formant   cette   courbure    à    l'aide   de    l'équation    cartésienne 

li^-,  .)'.  ^'Y)  =  I. 


(')  En  vertu  des  identités 

7=  •'7;:  +  yf.)  =  «'o^  ^^I.r  +  «'"  V,; 

7(6)  =  -7;:  ^'"9 +/;'="«  9. 
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310.  L'expression  (82)  nous  nionlrc  que  le  ra[>[)orl 

-   ^^  è{x,y;  X.  Y,  x,  y) 
''  I  —  cos(0  —  0) 

(où  0  —  0  est  l'angle  compris  etitre  —  tï  et  +  û,  que  font  entre 
elles  les  deux  directions  (\,  \),  {x,  y))  est  une  fonction  continue 
des  paramètres  qui  définissent  ces  deux  directions,  même  lorsque 
celles-ci  coïncident. 

Une   quantité  jouissant  d'une  propriété  toute   semblable  existe 
pour  l'intégrale  (i)  :  c'est  le  rapport 


III.    MÉTHODES   DE    HILBERT  ET   DE   DARBOUX-KNESER 

311.  Avant  de  développer  les  conséquences  de  la  formule  de 
V\  cierslrass,  nous  indiquerons  la  forme  sous  laquelle  la  méthode 
précédente  a  été  obtenue  par  M.  Darboux  et  celle  sous  laquelle  elle 
a  été  mise  récemment  par  M.  Ililbert. 

Méthode  de  Hilbert.  Proposons-nous  d'abord,  avec  M.  Hil- 
bert,  de  rechercher  directement  si  la  différence  / —  /  peut  s'expri- 

mer  par  une  intégrale  unique  prise  suivant  i.  11  suffit  évidemment 
d'obtenir  sous  cette  forme  le  second  ternie  / .  Soit  donnée  l'inté- 
grale ('"' 

(0  J:=  r  f{y'y'-)<J^'■■ 

Nous  chercherons  une  fonction  c(y',  y,  x)  telle  que  l'on  ait 
d'abord 

o{Y',y,x)dx=  f(Y',y,x)d.r 
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et  ensuite  que 

ait  une  valeur  constante  pour  toutes  les  courbes  '£  passant  par  A,  B, 
c'est-à-dire  que  la  variation  de  cette  dernière  intégrale  soit  nulle 
identiquement. 

Comme  nous  l'avons  vu  au  n°  128  (livre  H),  il  faut  et  il  suffit 
pour  cela,  que  l'on  ait  : 

?  {/>  J'  ^)  =  P  (^'  y)  +  y'Q  (^'  y) 

■avec 

(87)  P,-Q.  =  o. 

Pour  réaliser  la  première  condition,  nous  supposerons /(y',  j,  x) 
—  (ù(y' ,  y,  x)  nul  sur  À.  Puisque  nous  disposons  de  deux  fonc- 
tions inconnues  P,  Q,  nous  nous  arrangerons  encore  pour  que 
f{x,  y,  p)  —  'v(x,  y,  p),  qui  s'annule  pour  p  =  y',  prenne,pour 
p  ^  y' ,  un  signe  constant  sur  À,  ou,  plus  exactement  pour  que 

^~i{f —  9)  soit  nul  sur  celte  courbe.  On  aura  donc,  sur  À, 

P(.r,  y)  -  r'0(.r,  y)  =/{/,  y,  :r)        ;        0  (.r.  y)  =./,', 

c'est-à-dire 

l^(^^J)=/^v7;         ;       Q{x,y)=f,j. 

En  dehors  de  /,,  nous  prendrons 
P  (^.  y)  =-/( V.  V.  .r)  -  \/,^  (Y,  y,  x)  ;  Q  [x,  y)  ==/,-  (Y,  y,  x) 

\  étant  une  certaine  fonction  de  x,  y  égale  à  y'  sur  À.  Moyennant 
ces  >aleurs  de  P,  Q,  la  condition  (87)  s'écrit 

(87')         L-Vxy-VY^'^  -  A.  -  A.  t  =  °- 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  linéaire  en  \.  Pour  l'in- 
tégrer, on  doit  intégrer  d'abord  le  système  dilTérentiel 

dx  dy    d\ 

A^  ^J\i         f'J—^hy~hx 
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On  a  d'alboid 

dx        ^   ' 
ce  qui  nous  conduit  à  l'équation  diffcrentielle  du  second  ordre 

J'j        Jij  -^        )'  J'j  y        y  Jy^  ^^  ^^ 

Cette  dernière  équation  n'est  autre  que  l'équation  (E/)  (n"  59)  des 
extrémales  de  /.  Les  équations  des  caractéristiques  de  l'équation  {87') 
sont  donc  : 

y  =  y"(x,  a,  p)  Y  =  |.VF(,..  a^) 

OÙ  a,  p  sont  deux  paramètres  auxiliaires  et  où  la  première  esl 
l'équation  générale  des  extrémales.  L'intégrale  générale  de  l'écpi.i- 
tion  (87')  s'obtiendra  en  remplaçant  |v  par  une  fonction  arbitraire 
de  a  dans  ces  expressions.  Vlors  ^ï (x,  a.  fj)  deviendra  une  slin[)lc 
fonction  de  jcet  de  a.  Ainsi  l'intégrale  générale  de  (i)  est  représen- 
tée par  : 

j  =  /(a;,  a)  \  =  ^y^{x,  :c). 

Ces  équations  expriment  que  la  fonction  \  [x,  y)  représente  le 
coefficient  angulaire  \  de  la  tangente  en  (x,  y)  à  l'extrémale  A  du 
faisceau  spécial  : 

~  =  yÂ^'  '■'■) 

qui  passe  en  ce  point. 

On  a  donc,  avec  cette  signification  de  Y, 

(88)  cp  (/.  y,  x)  =f{Y,  y,  x)  +  (/  -  Y)/y  (Y,  y.  x). 

Déduisant  de  là  la  valeur  de  / ,  on  retrouve  bien  la  formule  de 
\A  eierstrass  pour  A/. 

312.  Nous  avons  ainsi  établi  cette  formule  indépendamment  de 
notre  formule  aux  limites. 

Inversement,  la  formule  (70  bis)  —  et,  par  conséquent,  la  mé- 
thode que  nous  venons  d'exposer  —  permettent,  comme  l'a  remar- 
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que  M.  Hilbert  de  retrouver  la  formule  (y)  relative  à  la  variation 
de  l'intégrale  suivant  une  extrémale. 

Cette  formule  équivaut  en  effet  visiblement  au  résultat  du  n"  304, 
lorsqu'une  des  extrémités  reste  fixe.  On  peut  d'ailleurs  ramener  le 
cas  général  à  celui-là,  en  faisant  varier  successivement  les  deux 
extrémités,  ou  le  traiter  directement  en  appliquant  la  formule  (70  bis) 
h  la  ligne  variée  AA'B'B  (notation  du  n°  129),  avec  un  faisceau 
dont  fassent  partie  à  la  fois  AB  et  A  B'. 


313.  Le  calcul  serait  un  peu  plus  compliqué  pour  le  cas  de 
plusieurs  inconnues,  mais  les  résultats  en  sont  évidents  a  priori  si 
nous  utilisons  ceux  qui  ont  été  démontrés  au  liv.  Il,  cbap  III.  (n^^ 
i4">  et  suiv.  i 

Soit,  en  effet,  l'intégrale 

^  =  f    /O'i' y'-^'--- j'"' Ji'--- y»' ■'■' ^^■^• 

Proposons-nous  par  analogie  avec  ce  qui  précède,  de  trouver  une 
seconde  intégrale  de  la  forme 

(89)    £^  [/v/(v,-^. . .+/v,//v.+  (/-y Jv, -^"./v, -•  ■—^'nA-Jdx] 

(où  Yi,  \>,...  Y„  doivent  être  des  fonctions  convenablement  clioi- 
sies  de  X,  j'i,  Vl»,...  v»)  qui.  prise  le  long  d'une  ligne  quelconque 
entre  A  et  B,  ait  la  valeur  constante  / . 

Il  faudra  pour  cela  que  la  quantité  sous  le  signe  /  soit  une  diffé- 
rentielle exacte. 

Or,  s'il  en  est  ainsi,  l'intégrale  (89)  est  une  certaine  fonction 
des  coordonnées  x,  ji,  }'>•■■•  r»  du  point  B  (le  point  A  étant  consi- 
déré comme  fixe).  Soit  J  cette  fonction  :  on  aura 


^yi 

=^/v. 

(/=!. 

2,..    n] 

=f- 

Y 

■A. 

—   ...   - 

-  ^'"/v„ 

Entre  ces  n  -+-  i  équations,  nous  pouvons  éliminer  les  //  quan- 
tités Yi,...,  Y„. 
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Or  cette  élimination  est  précisément  celle  que  nous  avons  été 
conduits  à  faire  au  n°  147  :  le  résultat  n'est  autre  que  l'équation 
aux  dérivées  partielles  écrite  en  cet  endroit  sous  la  forme 

- — h  11  --  ...  ,—  ,  Vi,...  y,„  X 

Nous  avons  trouvé  l'intégrale  générale  de  cette  équation  :  elle 
nous  montre  (n"  147 )  que  "^  i , . . .  \„  peuvent  être  considérés  comme 
définis  par  une  famille  d'cxlrémales  transversales  à  une  surface 
fixe  (laquelle  peut  se  réduire  à  une  courbe  ou  à  un  point). 

314.  Méthode  de  Darboux-Kneser.  —  Pendant  que  ^^  eier- 
strass  remplaçait  la  méthode  de  Jacobi-Glebsch  par  une  autre 
entièrement  rigoureuse,  M.  Darboux  arrivait  au  même  résultat  (') 
en  abordant  le  problème  tel  que  le  posent  la  Géométrie  (théorie  des 
lignes  géodésiques)  et  la  Mécanique  analytique. 

11  prend,  lui  aussi,  pour  point  de  départ  la  considération  des 
extrémales  issues  d'un  même  point,  ou,  plus  généralement,  il 
introduit  la  notion  des  familles  orlhofjonales  (qui  sont  ici  des 
familles  transversales)  de  trajectoires.  Mais,  en  déduisant  de  cette 
notion  un  système  de  coordonnées  convenables,  intimement  lié 
d'ailleurs  à  la  théorie  des  équations  auv  dérivées  partielles  sous  la 
forme  où  nous  l'avons  rencontrée  au  Livre  II,  il  obtient,  pour  l'élé- 
ment de  l'intégrale  donnée,  une  forme  remarquable  qui  fait  appa- 
raître immédiatement  la  conclusion. 

Cette  forme  est  particulièrement  simple  dans  le  cas  qu'il  a 
considéré  en  particulier,  celui  de  l'action  maupertuisienne  (n"  75), 
où/ est  la  racine  carrée  d'une  forme  quadratique  par  rapport  aux 
dérivées.  Mais  la  méthode  elle-même  s'étend  au  cas  général  comme 
l'a  montré  M.  Kneser  (")  en  introduisant  la  notion  de  transversa- 
lité. 

L'intégrale  étant  prise  sous  la  lormc  paramétrique  (  i),  considé- 
rons encore  une  famille  spéciale  d'extrémales  et  supposons  que 


(')  D'après  un  renseignement  que  je  dois  à  l'obligeance  de  M.  Darboux, 
c'est  en  1866-67,  dans  un  cours  professé  au  Collège  de  l'^rance,  qu'il  a 
cominoncé  à  exposer  ses  méthodes  de  Calcul  des  Variations.  On  les  trou\era 
dans  les  tomes  II  et  III  (livres  V  et  VI)  des  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces. 

(-)  Lehrbucli  dcr  Variaiiomrcchmmg,  p.  'jy  et  suiv. 
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cette  famille  permette  la  construction  de  Weierstrass  dans  le  do- 
maine 91. 

Ajoutons-y  l'iiypothèse  que  f  ail  sur  ces  extrémales  spéciales  un 
signe  constant. 

Moyennant  cette  dernière  condition  l'intégrale 


J  =  1  /(f^-''.  f(r.  ^>  y) 


prise  le  long  d'une  extrémale  spéciale,  A,  à  partir  du  point  ni  où 
cette  extrémale  coupe  la  ligne  Y  du  n"  297  (ou  encore,  à  partir 
d'un  point  fixe  par  lequel  passe  constamment  A)  variera  toujours 
dans  le  même  sens  lorsqu'on  se  déplacera  sur  A  en  s'éloignant  de  m  ; 
cl  par  conséquent,  une  fois  le  paramètre  a  donné  la  valeur,  de  J 
délinira  sans  ambiguïté  (dans  la  région  (R)  un  point  de  A. 
Dès  lors,  pour  trouver  le  signe  de  la  diflérence 

['Xi        i'o 
(OÙ  'X  est  toujours  une  ligue  entièrement  située  dans  dii  on  prendra 
a  et  J  comme  coordonnées  curvilignes. 

Les  lignes  J  =const.  seront,  comme  Y,  transversales  aux  lignes  A, 
d'après  le  théorème  du  n°  137.  On  pourra,  sur  *f,  exprime!" 
/((Ix,  (Jy,  X,  y)  sous  forme  d'une  fonction  fj{d(/.,  dJ,  a,  ^)  homo- 
gène et  du  premier  degré  en  </a,  dJ,  et  on  aura  • 


i   ^C/rlIr  ^"^)^' 


m" 

i'X) 

t  étant  un  paramètre  qui  croît  constamment  sur  X. 

Mais  puisque  J  a  la  même  valeur  sur  X  ou  sur  /  en  A  et  B,  on 
peut  écrire 


{X) 


D'où 
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Soit  donc  : 

^  =  Ui^'  J>  "'  J)  —  J- 

La  queslion  de  rexfrenuun  se  ramènera  à  celle  du  signe  de  G. 

Dans  ie  cas  particulier  des  lignes  géodésiques,  /  est  la  racine 
carrée  d'une  forme  quadratique  en  J,  a.  Comme  il  doit  se  réduire 
à  J  au  terme  en  a-  près  pour  a  infiniment  polit,  on  doit  avoir 
(G  étant  une  fonction  de  a,  .1  ) 

(91)  f{d<x,  di,  a,  J)  =  s/éTP  -+-  OdoiK 

Gette  forme,  obtenue  par  Gaiiss,  s'étend  comme  l'a  indiqué 
M.  Darboux('),  au  cas  des  équations  de  la  dynamique  :  on  a(-), 
avec  des  paramètres  J,  ai,    aj,...  7.,,-i  convenablement  choisis 

(92)  g'-  =  2(U  +  h)T  =  P  +]^C,,à,i,., 

i,  k 

les  dk  étant  des  fonctions  des  coordonnées,  telles  que  la  forme 
quadratique  ^  Qi^jfj.i'j.k  soit  définie  positive.  Ceci  donne  bien 

(93)  G  =  5-J>o. 

Pour  obtenir,  dans  le  cas  d'une  intégrale  quelconque  de  la 
forme  (i'),  la  formule  qui  correspond  à  (91),  écrivons  (en  vertu 
de  la  formule  de  Taylor) 

(94)  G  (à,  j,  a,  J)  =  [J(o,  j,  a,  J)  -  j]  +  '^  ;  +  \  ï^  or- 

avec  jaj  <<  ^. 

Or,  pour  a  ==  o,  on  a,  en  vertu  de  la  définition  même  de  J 

(/(o,  J,  a,  J)  —  J  =  o. 

Ainsi  le  premier  terme  du  second  membre  de  (g'j)  est  nul.  Il  en 
est  de  même  du  second. 


(•)  Darboux.  —  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  II,  livre  \ 
(^)  Darbocx.  —  Loc.  cit.,  p.  /191. 
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Car  la  relalion 

~  fj{0,  j,  a,  J)  =  o 

exprime  que  les  courbes  a  =  const.,  J  =  const.  sont  transversales 
entre  elles. 

Le  signe  de  G  dépend  donc  de  celui  de    .   • 

dor 

En  fait,  celte  quantité  G  est  liée  étroitement  à  la  quantité  8  de 
Weierstrass  et  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  méthodes  elles-mêmes 
peuvent  se  ramener  l'une  à  l'autre. 

Nous  avons,  en  effet,  formé  l'élément 


m 

'  A/  en  retranchan 
différentielle 


de  l'intégrale  A/  en  retranchant  de  celui  de  l'intégrale  donnée  la 


rs     T   M 

0  1 

OrJ=/". 

La  différence  AI  est  donc  bien  considérée,  au  fond,  comme 
engendrée  par  la  variation  de  la  quantité  que  nous  avons  a[)pelée 
plus  haut  [/],  de  sorte  que  l'on  a 

8f/<  =  'g{ch,  di,  a,  J)  —  f/J. 

315.  Ainsi  la  méthode  de  Darboux-Kneser  est,  en  somme,  iden- 
tique à  celle  de  Weierstrass.  Elle  exige,  il  est  vrai,  une  hy[)othèse 
de  plus,  à  savoir  que  l'élément  de  l'intégrale  donnée  garde  un 
signe  constant. 

Mais  celte  hypothèse,  que  nous  retrouverons  d'ailleurs  en 
d'autres  circonstances,  peut  être  considérée  comme  vérifiée,  en 
général,  moyennant  vme  transformation  simple  si  8  a  un  signe 
constant. 

S'il  en  est  ainsi,  en  effet,  l'intégrale  élant  supposée  prise  sous 
forme  paramétrique  et /étant  la  quantité  sous  le  signe   /  .  la  nappe 

conifpic  (pii   représente  y  comme  fonction  des  dérivées  ,/;,  j  (pour 
nous  en  tenir  au  cas  de  deux  variables)  a  (n'^'  308)  sa  concavité 
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toiirn»3C  dans  le  même  sens,  vers  les/ croissants  par  exemple  si  8 
est  positif. 

Il  existera  dès  lors  en  chaque  point  {x,  y)  une  infinité  de  plans 
par  rapport  à  chacun  desquels  cette  nappe  soit  tout  entière  située 
du  côté  des/ positifs  :  tel  sera,  par  exemple,  un  plan  tangent 
quelconque,  ou  le  plan  ^i  +  i",,  =  o,  en  désignant  par  i?,,  S.,  les 
premiers  membres  des  équations  de  deux  tels  plans  tangents. 

Soit 

Il  —  Px  —  Qv  =  o 
l'équation  d'un  plan  ainsi  choisi  :  la  dilïérence 

(95)  7  -  i^-^-  -  Qy 

sera  positive  quels  que  soient  x,  y. 

Si  maintenant  on  fait  varier  x,  y,  les  coefficients  angulaires  P,  Q 
seront  aussi  variables.  Grâce  à  l'arbitraire  qui,  comme  nous  venons 
de  le  voir,  entre  dans  leur  détermination,  on  pourra  évidemment 
s'arranger  pour  qu'ils  satisfassent,  au  moins  dans  une  certaine 
région,  ù  la  relation 

hy         iix 

Dès  lois,  Vtix  -+-  Q'/y  sera  une  différentielle  exacte  que  l'on 
pourra  retrancher  de  l'élément  de  l'intégrale  donnée  sans  changer 
notre  problème  de  calcul  des  variations.  On  aura  ainsi  remplacé/par 
la  quantité  toujours  positive  (gS). 

En  fait,  dans  les  applications,  la  condition  f^  o  se  trouve  le 
plus  souvent  vérifiée  d'elle-même. 

On  arrivera  au  même  résultat  pour  la  forme  (i)  de  l'intégrale, 
en  considérant  une  droite  qui  laisse  la  figiu'ative  tout  entière  du 
côté  des  /"positifs,  —  droite  dont  l'existence  résulte  de  considéra- 
tions analogues  aux  précédentes.  Si  P  +  Qy'  désigne  l'ordonnée 
de  cette  droite,  on  sera  encore  conduit  à  retrancher  celte  quan- 
tité de/,  ou  à  retrancher  de  l'élément  d'intégrale  la  différcnlidlc 
P(/x  +  (}dy. 

Pour  le  cas  actuel,  d'ailleurs,  la  question  est  encore  plus  simple 
Nous  n'avons,  en  effet,  à  nous  occuper  que  des  extrémales  spé- 
ciales, sur  lesquelles  y'  reste  fini.   On  peut  dès  lors,  en  général, 

Hadamabd  —  Calcul  des  variations  ^^ 
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assigner  un  rninimum  m  à  /"et  on  atteindra  le  but  que  nous  avons 
en  vue  en  reniplaçant  _/  i»ar  /" —  m. 

On  appliquera  aisément  iiae  remarque  tout  analogue  à  Tinté- 
grale  prise  sous  forme  piua  nié  trique. 

316.  11  est  clair -que  toutes  ces  considérations  s'étendent  d'elles- 
mêmes  au  cas  de  n  fonctions  inconnues.  Les  coordonnées  curvi- 
lignes à  introduire  seront  les  n  paramètres  dont  dépend  une 
extrémale  du  faisceau,  joints  à  une  quantité  J  qui  sera  l'intégrale 
prise  sur  cette  extrémale  à  partir  de  sa  rencontre  avec  la  surface  F 
qui  est  transversale  au  faisceau.  Les  surfoces  J  =  const.  seront 
d'ailleurs,  elles  aussi,  transversales  à  ce  même  faisceau.  Dès  ior;?^ 
on  sera  encore  amené  à  introduire  la  quantité  G,  premier  membre 
de  (93),  laquelle  sera  susce])tible  des  mêmes  transformations  que 
la  quantité  (94). 

Les  considérations  du  numéro  précédent  seront  également  va- 
lables dans  ces  nouvelles  conditions. 


IV.   LES   GONDITIO>'S   SUFFISANTES 


317.  La  formule  de  Weierstrass 

(70)  /-/=  r^ 


(no  bis)  1  —  t=    \   6t/.a7 

■'£)     O.)       J 

va  nous  fomnir   immédiatement  des  conditions    suffisantes  pour 
le  maximum  ou  le  minimum  cberché,  c'est-à-dire  des  conditions 

suffisantes  pour  que    la    dilTérence  /  " —  /"   soit   essentiellement 

positrN'c,  ou  essentiellement  nég:ative. 

11  en  sera  ainsi,  en  ell'et,  ù  l'on  est  assure  (jur  lu  quanlltc  o, 
—  ou  la  quantité  o.  dans  le  cas  de  la  forme  paramétrique  — 
conserve  an  sKjnc  conslanl  et  délerminé  loiil.  le  long  de  In  ligne 
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rancc  x,  el  cela  pour  toute  ligne  'Z  acceptable,  c'est-à-dire  j)Our 
loule  ligne  appartenant  au  champ  K,  du  a"  46  (dans  le  cas  de 
lexlremum  liiible)  ou  au  champ  li.  (dans  le  cas  de  rcxlremum 
l'orl). 

318.  La  question  à  lacpielle  nous  sommes  ainsi  ramenés  va 
relever  des  méthodes  de  l'Algèbre  et  du  Calcul  diflérentiel. 

Dire  que  '£  doit  faire  partie  du  champ  K.  ou  K,  revient,  en  effet, 
à  dire  que,  sur  cette  ligne,  les  éléments  qui  figurent  dans  t  sont 
assujettis  aux  restrictions  suivantes  : 

a)  Le  point  M  est  très  voisin  de  notre  arc  d'extrémale. 

h)  L'une  des  directions  dont  dépend  8  ou  8,  celle  de  l'extrémale 
spéciale  A,  est  fonction  de  M  —  elle  est  déterminée  comme  il  est 
expliqué  aux  n°  311,  314  —  et  coïncide  avec  celle  de  ).  lorsque  le 
point  M  est  sur  celte  ligne. 

r)  La  seconde  direction,  celle  de  la  tangente  à  iX,  est  très  voisine 
de  celle  de  /.  (c'est-à-dire  fait  un  angle  très  petit  avec  celle  de  la 
tangente  à  À  en  un  point  voisin  de  M)  s'il  s'agit  d'un  extrenmm 
faible  (autrement  dit  dans  le  champ  K/)  ;  elle  est  quelconque  (') 
pour  un  extremum  fort  (champ  lij. 

\ous  devrons  donc  étudier  le  signe  de  8  ou  de  8  moyennant  les 
hypothèses  a),  h),  c). 

Toutefois,  nous  ferons  subir  une  modification  à  l'hypothèse  h). 

Nous  ne  nous  servirons  pas  de  ce  que  la  direction  de  l'cxlrémale 
s[)éciale  est  entièrement  déterminée  en  fonction  de  la  position  de  M. 
^»ous  nous  contenterons  de  remarquer  que  : 

h')  La  direction  de  A  est  —  dans  l'un  ou  l'autre  des  champs  K. 
ou  \i^  —  très  voisine  de  celle  de  X  [au  même  sens  que  dans  h)\. 

Cette  propriété  appartient  nécessairement  [en  vertu  de  a)  et  de 
la  régularité  du  faisceau  (^)]  à  la  direction  de  A  du  moment  que 
celle-ci  possède  la  propriété  6).  Nous  la  substituerons  à  h). 

Si  le  signe  de  8  est  ainsi  rendu  constant,  il  le  sera  a  fortiori  dans 
les  conditions  primitives. 


I ')  Dans  le  cas  où  .'•  est  pris  "comme  variaMe  indépenflanle.  on  doit  tenir 
'omple  des  reslriclions  indiquées  précédemment  (livre  II.  ch.  II,  §  II). 

(-)  Il  Y  a  exception  aux  environs  de  A,  dans  le  cas  limite  oîi  le  faisceau  est 
foroié  des  extrémales  issues  de  ce  point  in"  297  Ois). 
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La  propriété  ainsi  retenue  de  la  tangente  à  A  est  indépendante 
du  choix  du  faisceau. 

Grâce  à  cette  manière  de  procéder,  nous  })Ourrons  donc  faire 
abstraction  de  la  manière  dont  ce  faisceau  a  été  formé,  pourvu 
qu'il  comprenne  lare  AB  de  ).  et  soit  régulier  autour  de  lui. 

319.  Condition  de  "Weierstrass.  —  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  notre  intégrale  ne  contienne  qu'une  fonction  in- 
connue et  ait  la  forme 


(0 


1=  fJ/Cr',v,a-)c^^. 


Nous  pouvons,  de  plus,  admettre  qu'il  s'agit  d'un  minimum.  — 
la  recherche  du  maximum  de  /  pouvant  toujours  se  ramener  à 
celle  du  minimum  de  l'intégrale  analogue  ( —  /). 

D'après  ce  qui  précède,  si  l'extrémale  ).  est  entourée  d'un  faisceau, 
il  sulfît,  pour  assurer  un  minimum  faible  : 

que  la  quantité  8  soit  positive  pour  tout  point  (x,  y)  voisin  de  /  et 
])our  tout  couple  de  deux  directions  faisant  chacune  un  angle  très 
petit  avec  À. 

Rappelons,  wna  fois  pour  toutes,  que  d'après  les  principes  du 
Calcul  infinitésimal,  la  condition  que  nous  venons  d'énoncer  a  le 
sens  suivant  (pour  l'intégrale  (i))  : 

d  cxisie  un  nombre  positif  i  le!  f/ue  les  inc'jalilcs 

(  «)       Lr  —  4-  (^)  1  <  £ 
(97)  jt')        \\--V{x)\<^ 

(où  y  =  'i(â-)  est  l'équation  de  l'extrémale  }.)  cnlrainenl 

La  condition  ainsi  énoncée  est  dite  la  condition  de  Weierstrass 
pour  le  minimum  faible. 

S'il  y  a  n  fonctions  inconnues,  la  condition  de  AA  eierstrass  pour 
le  minimum  faible   s'énoncera  de  même,   sauf  que  chacune  des 
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inégalités  (97  a,  b' ,  r)  devra  être  rcm[jlacéc  par  a  inégalités  ana- 
logues, où  les  lettres  y,  y',  "^ .  ^,  <{/'  seront  afleclécs  de  l'indice 
i,{i=  I,  2,..,  11). 

Dans  le  cas  de  la  l'orme  paramétrique,  on  devra  substituer  à  ces 
mêmes  inégalités  les  suivantes 

f  «        dist.  MX  <  e 

(97  ^'«)  ]^       angle  Ï,T<£ 

f   c       angle  /,  t  <  ^ 

oîi  /,  T  sont  les  deux  directions  (celle  de  'X  et  celle  de  A)  dont 
dépend  g  ;  N,  un  point  de  notre  arc  de  l'extrémale  À  ;  r,  la  tangente 
à  À  en  ce  point.  Nous  aurions  d'ailleurs  pu  substituer  les  inéga- 
lités a),  b),  c)  à  a),  b'),  c)  même  pour  l'intégrale  (i)  :  nous  avons 
simplement  (voir  n°  45)  pris  pour  N  le  point  qui  a  même  abscisse 
que  M. 

320.  De  même,  si  noire  arc  d'extrémale  est  entouré  d'un  fais- 
ceau, il  suffira,  pour  le  mintmim  fout,  que  : 

la  quantité  B  (ou  8)  soit  positive  pour  tout  point  de  /  et  pour  tout 
couple  de  deux  directions  dont  la  première(')  fasse  un  angle  très 
petit  avec  )., 
ce  qui  signifie,  rigoureusement  parlant  : 

//  existe  un  nombre  positif  i  tel  (jue  les  inér/alités  (96)  el  (97  a,  b) 
(ou  a,  b')  entraînent  i'.  >  o  (ou  8  >  o). 

Ceci  est  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum  fort. 

321.  Tout  ce  qui  précède  peut  donc  se  résumer  dans  l'énoncé 
suivant,  pour  le  minimum  faible  : 

La  ligne  À  fournit  nécessairement  un  minimum  faible  entre  les 
points  A,  B,  si 

I.  elle  est  une  extrémale  ; 


(' )  Si  le  faisceau  était  issu  du  point  A  (n°  297  bis),  la  condition  que 
Textrémale  spéciale  fasse  un  angle  très  petit  avec  )>  ne  serait  plus  nécessaire- 
ment vérifiée  et,  par  conséquent,  le  signe  de  8  devrait  être  assuré  sans  le  con- 
cours de  l'hypothèse  b' ). 
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II.  elle  est  entourée  d'un  faisceau  (comUlion  de  Jacohi  au  sens 
strict). 

Il[.  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum  faible  n  319) 
est  vérifiée 

ct^dans  le  suivant,  pour  le  miniuium  loil  : 

La  lig-ne  À  fournit  nécessairement  un  minimum  fort,  si 

I.  elle  est  une  extrémale  ; 
n.  elle  est  entourée  d'un  faisceau; 

in.  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum  fort  n  320) 
est  vérifiée  : 

321  bis.  Exemple.  Soit,  couniic  |)rcc(klemnient,  l'intégrale 
■     /       \ds=    I      V(,r,  _v,  ;)  vWo;^^  </y2+7/?. 

Nous  avons  vu  (n°  168)  qu'on  a 


Ê(a-,  j,  r  ;  \,  Y,  Z,  .r,  j,  'z)  =  V  {x,  y,  z)  /r^  +  j2  _^  '--2  (j  ._  ^os  y.) 

a  étant  l'angle  des  deux  directions  (\,  "^ ,  Z),  (.r,  y,  :). 

Donc,  l'inégalité  8  >>  o  a  toujours  lieu  lorsque  la  fonction  V  est 
positive.  Moyennant  cette  hypothèse,  par  conséquent,  un  mliiinnnti 
forl  esl  fourni  jmr  Imil  arc  ilexlrcnvile  t/ui  vérifie  lu  coitililinii  de 
Jdcobi. 

Celle  conclusion  reste  vraie  lorsiju'd  s'aqil  (lu  rnininnun  sur  une 
surface  donnée,  puisque  (n"  133)   la  rormule  aux  limites  et.  par 
conséquent,  l'expression  de  ï,  tirée  de  la  forniulc  (-'i)  restent  inal 
lérées  dans  ces  conditions. 

J^a  condition  de  Jacobi  est  en  particulier  surtisanle  pour  le 
mininiuui  (fort)  dans  le  cas  des  (jéodésiques.  ('/est,  bien  entendu, 
ce  que  Ton  xoit  irnniédiatenient  en  prenant  la  longueur  de  lare  i\c 
courbe  sous  la  forme  (()i).  Cette  méthode,  qui  est  celle  de  M.  Dar- 
boux.  équivaut,  nous  l'avons  vu,  à  la  précédente. 

322.  1\kmxr(jie.  —  i/une  ou  l'autre  des  dcuv  conditions  de 
Weierstrass  peut  avoir  lieu  au  sens  l<ir(]e  ou  au  sens  sirici,  -ui\ant 
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f|ue  l'inégalité  correspondante  a  eile-nième  lieu  (souis  les  condi- 
lion&  indiquées)  au  sens  large  ou  au  seTi»  strict  lorsque  les  den\ 
diieclions  dont  ilé[)eud  B  on  II,  sont  distinctes,  ( 'est-à-dire  suivant 
ffue  cette  quantité  [)eut  ou  non  s'annuler  e.rlraordinairemeiil. 
{n"  303). 

Pour  l'usage  que  nou8^  avons  l'ait  jusc[u'ici  de  ces  conditions 
(n'"  319,  320)  nous  n'avons  eu  besoin  de  les  supposer  remplies 
qu'au  sens  large. 

323.  On  peut  encore  avec  M.  PoiTrearé('),  exprimer  la  coTidi- 
lion  de  \N  eierstrass  (au  sens  strict  ou  am  sens  large)  pour  le  mini- 
mum en  disant  que  l'expression 

/(Yi  +  E, ,  Yo  4-  io, . . .  Y„  ^  E,„  y, , . . .  y,,,,  x)  —  ^  e,-/y. 

A,  lorsqu'on  la  considère  comme  l'onetion  deS'  e,  un  minimum 
(strict  ou  large)  pour  s,  =^  c2  ^=  ...=£,,  =  o  :  minimum  absolu 
s-'il  s'agit  de  la  condition  peur  le  minimum  fort,  relatif  pour  le 
minimum  bible.  Cette  condition  équivaut  évidemment  à  8  >  o  en 

posant  -,  =  y'i  — -A,. 

324.  Relations  entre  la  condition  de  Weierstrass  et  celle 
de  Legendre.  —  Reprenons  la  valeur  de  8  donnée  par  la  for- 
mule (71  his). 

Nous  avons  vu  au  n'^  306,  que  cette  valeur  pourrait  s'écrire  sous 
la  forme 

(76)  ê  =  ^(.v'-Y):f-r,- 

De  là  résultent  immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 
I."  Supposons  d'abord  que  A  =f,y^  soit  positif  lorsq^ue  M  est 
voisia.de  À  et  y'  voisin  du  coefficient  angulaire'  de  la  tang:enteà  A,  — 
aul)i?eianieni  dit,  moyenaianll  les  inégalités  (97,.  o,  c),  si  L'on  a  eboisi  £ 
assez  petit.  Mais,  d'autre  pari,  si  Y  et/  sont  tous  deu)e  coBfïpris 
entce  'V  (a?)'  —  3  et  di-  (ic)  -i-  1,  il  en  sera  de  même  de  Tj  et  f.^-,  sera 
positif.  Donc  il  en-  sera  de  même  de  8  et  la  condition;  rnirm  énoncée 
■en  f  raine  ht  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum  fmMe. 

('  )  Li's  Mélhod/'s  noiwelU's  de  In  Mt'cainque  réleste,  t.  III,  p.  iQi. 
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Inversement,  d'ailleurs,  si,  au  voisinage  de  certains  points  de  / 
et  pour  y  voisin  de  'Y  (x),  A^=f,j"^  est  négatif,  la  condition  de 
\N'eierstrass  pour  le  minimum  faible  n'est  pas  vérifiée. 

2°  Supposons  maintenant  que  A  soit  positif  pour  toute  valeur 
fie  y .  Il  en  sera  alors  de  même  du  second  membre  de  (7O).  Donc 
cette  condition  assure  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum 
fort.  Mais,  celle  fois,  il  n'y  a  pas  là  une  condition  nécessaire  (à 
moins  que  la  condition  de  A\  eierstrass  ne  doive  être  vérifiée  pour 
toutes  les  direclions  possibles  de  l'extrémale  /)• 

Pareille  conclusion  se  déduit,  pour  le  cas  de  plusieurs  inconnues, 
de  la  formule  (77  )  écrite  au  n"  307. 

Si  la  forme  <I>  est  définie  positive  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  y,  on  a  la  condition  de  \\eierslrass  pour  le  minimum  fort. 

Si  la  forme  ^(yi,  y>,...  y«)  est  seulement  définie  positive  pouf 
j'i,...  y„  respectivement  voisins  des  coefficients  angulaires  de 
rcKtrémale  À.  on  a  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum 
faible. 

Les  quantités  A  et  <1>  ne  sont  autre  chose  que  les  premiers  mem- 
bres des  conditions  de  Legendre  introduites  précédemment  dans 
l'étude  de  la  variation  seconde. 

Ces  premiers  membres  dépendent  d'un  point  (le  [)o'u\i  de  coor- 
données X,  y)  et  d'une  direction  en  ce  point  (définie  par  la  ou  les 
quantités  r').  En  tenant  compte  de  cette  dépendance,  on  voit  qu'o/? 
■peut  remplacer  la  condition  de  Weierstrass  par  celle  de  Le</endre, 
celle  ci  étant  vérifiée  au  sens  strid  en  tout  point  de  la  Ixtnde  ^  et 
pour  les  directions  suffisamment  peu  inclinées  sur  l<i  tam/ente  à  A 
(condition  pour  le  minimum  faible)  ou  pour  toutes  les  directions 
(condition  —  suffisante  —  pour  le  minimum  fort). 

325.  La  condition  de  Legendre  ainsi  considérée  est  dilTérente  de 
celle  qui  se  présentait  au  chapitre  précédent  :  cette  dernière  n'était, 
en  eftet,  envisagée  que  sur  l'extrémale  même,  et  non  dans  la 
bande  ^. 

Peut-on  passer  de  l'un  de  ces  deux  types  de  conditions  à  l'autre. 

La  réponse  est  affirmative,  du  moins  en  ce  (]ui  regarde  le  mini- 
mum  faible . 

Soit,  en  eilet,  l'intégrale  (i)  :  supposons  que  la  quantité  A  ^-f,,'^ 
soit  positive  et  non  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant 


RELATION    AVEC    LA    COÎNDITIO.N    DE    LKGENDUE  ^qS 

à  rintervallc  d'intégralîon  (limites  comprises)  lorsqu'on  remplace  y 
par  l'ordonuée  de  l'extrcmale  X  et  y  par  le  coelïicicnt  angulaire  de 
la  tangente  correspondante.  Nous  admettons  que  A  est  une  fonction 
continue  des  variables  x,  y,  y'  (pour  toutes  les  valeurs  que  nous 
aurons  à  donner  à  ces  dernicies).  Dans  ces  conditions,  l'inéga- 
lité A  >>  o,  sera  également  vérifiée  (n"  4)  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  y,  y'  voisines  de  celles  que  nous  venons  d'indiquer,  c'est  à- 
dire  pour  toutes  celles  qui  vérifient  les  inégalités  (97),  où  z  est  un 
certain  nombre  positif  que  l'on  peut  assigner. 

Donc,  1(1  condition  de  Legcndre,  vérifiée  sur  l'eclrémale  X  (c'est- 
à-dire,  celle  qui  est  intervenue  au  cbapitre  précédent)  est  équiva- 
lente, aux  cas  limites  près,  à  la  condition  de  \\  eierstr((ss  pour  le 
minimum  faible. 

Nous  disons  "  aux  cas  limites  près  ",  car  ce  qui  résulte  des  con- 
sidérations [)récédentes,  c'est  que  : 

1°  La  condition  de  Legendre,  vérifiée  au  sens  lar<je  (c'est-à-dire 
égalité  admise)  est  nécessaire  pour  que  l'on  ait  la  condition  de 
^^eicrst^ass  correspondant  au  minimum  faible; 

'i"  La  condition  de  Legcndie,  au  sens  strict  est  suffisante  pour 
celte  même  condition  de  A\  eicrstrass. 

On  raisonnerait  de  même  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque 
de  fonctions  inconnues  en  invoquant  non  plus  seulement  le  prin- 
cipe du  n"  4,  mais  la  remarque  présentée  à  la  fin  du  n"  12.  Celle-ci 
prouve,  en  effet,  que  la  forme  <1>,  supposée  définie  positi\c  (et 
jamais  semi-définie)  sur  ).,  est  aussi  définie  au  voisinage  de  cette 
ligne. 

Par  contre,  la  condition  de  Legendre,  vérifiée  au  sens  lanje  sur 
).  peut  ne  pas  entraîner  la  condition  de  Weierstrass.  C'est  ce  qui 
a  lieu  dans  l'exemple  de  SclieefTer  (n"  41)  :  A  est  alors  positif  en 
général  sur  l'extrémale  considérée,  mais  il  est  nul  pour  x  =  a,  et 
l'on  a 

A  =  2  (x  —  a)-  -h  0  (.r  —  a)  y' 

quantité  susceptible  d'être  négative  quelque  petit  que  soit  y',  si  x 
est  suffisamment  voisin  de  a. 

Le  cas  de  la  forme  paramétrique  peut  être  ramené  au  précédent, 
puisqu'd  s'agit  du  minimum  faible  (voir  n"'  70,  75).  On  raisonnera 
d'ailleurs  directement  sur  l'intégrale  (i  )  par  exemple,  à  l'aide  de 
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l'expression  A.  ^i  on  assujettit  x,  y  a  des  relations  qui  les  em- 
pêchent d'être  tons  denx  nuls  ou  d'être  inlinis,  par  exemple  à 
réfjTiation  x'^  -h  y'  =^  i,  cette  quantité  A  doit  être  regardée  c  mime 
parfaitement  continue,  ce  qui  permet  de  lui  étendre  sans  modifica- 
lion  les  considérations  précédentes. 


326.  Pouvons-nous  appliquer  des  considérations  analogues  au 
tuininnim  fort'}  En  ce  qui  regarde  les  directions,  il  est  clair  cj,ue 
nous  ne  pouvons  pas  remplacer  ici  celle  de  îi'  par  celle  de  Li  tan- 
gente à  /.. 

Yovons  si  iiou&  avons  le  droit  de  ramener  le  point  M  à  èlre  sur 
l'extrémale  ).  au  lieu  d'être  dans  le  voisinage. 

Avaat  de  coiisidéj-ec  à  ce  point  de  vue  la  condition  de  Legendre, 
reprenons  celle  de  V\  eierstrass. 

Nous  avons  vu  que  le  rapport 


ou  (avec  les  notations  du  n"  310)  le  rapport 

-  _  ê  (a?,  j  ;  X,  Y,  ô:,  y) 
"'  ~^      I  —  co*(0  —  0) 

est  une  touctiun  continue  de  y',  \  ou  des  directions  (x,  y),  i  X,  \  ) 
même  lorsque  les  deux  directions  ainsi  définies  coïncident. 

Nous  appellerons  condilion  de  W  cicrslrass  woillfiêe  la  condition 
que  }'.,  ou  r,  ait  un  signe  déterminé  (le  signe  H-,  dans  le  cas  du 
minimum). 

Celte  condition  eM  évidemment  écjuivalente  à.  la  condition  de 
\\  eiersirass  précédemment  énoncée,  tant  que  le  dénominateur  n'est 
pas  nul. 

Nous  dirons  que  cette  roivlilioii  <Ie  Weicrslniss  nuMUfiée  a  lieu 
au  sens  »lricl.  â  ma  ptemier  membre  5'.,  ou  ir>i  est  positifs/  //-///  /;/// 
quelles  que  soient  les  directions  (distinctes  ou  non)  qui  y 
fîguient. 

Ceci  est  suffisant  jjour  que  la  condition  de  \\  eiersirass  sous  sa 
forme  primitive  ait  lieu  au  sens  strict.  ;\lais  l'inverse  n'a  pas  lieu. 
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Cela  étant,  prenons  d'abord  l'intégrale  sous  l'oruio  paramétri(|ii(' 

/  =    I  /('/.r,  ((v.  J",  y). 

Supposons  }.,  positif  cl  non  nul  lorsque  le  point  (x,  v)  décrit  )., 
que  X,  ^  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  à  /.  n\ec 
les  axes  coordonnés  et  que  x,  y  sont  deu\  quantités  quelconques 
telles  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  r .  Alors  la  même 
quantité  sera  encore  positive,  d'après  le  n"  4,  lorsque  x,  y,  X,  ^  , 
satisferont  aux  inégalités  (9-  bis  a,  b)  (c  étant  un  nond>re  conve- 
nablement choisi  une  lois  pour  tontes). 

Ainsi,  Id  condilion  de  ]]  ciiTslrtiss  modifiée,  rcrljlrc  au  sens  sir  le  f 
(c'est-à-dire  de  manière  que  la  quantité  l'i  ne  soit  jamais  nulle) 
lorsque  le  point  Al  est  sur  /.  el  lu  direelion  {\,  \)  liuu/enle  à  ),.  *  .s7 
encore  vérifiée  dans  des  conditions  voisines  de-  eelle-ln  ('). 

D'autre  part,  la  formule  (82)  (n"  303)  montre  que  si  l'inégalité 
A  >  o  a  lieu  au  sens  strict,  il  en  est  de  même  de  la  condition  de 
A\eierslrass  modifiée.  Donc  celte  inégalité  A  >  o,  analogue  à  la 
condition  de  Legendre.  entraîne  la  condition  de  AVeierstrass  p:>ur 
le  minimum  fort  dans  iPi,  si  elle  est  vérifiée  pour  toutes  les  direc- 
tions autour  de  tout  point  (./;.  v)  de  ).. 

327.  Mais  la  même  conclusion  ne  s'étend  pas  à  l'intégrale  (i); 
car,  dans  le  cas  du  minimum  fort,  y'  peut  devenir  infini  et,  dans 
ces  conditions  (voir  n°  4),  le  lliéorème  de  continuité  précédemment 
invoqué  ne  s'applique  plus. 

Exemple.  Considérons,  l'intégrale  : 

(f>8)  (^'  (^riy^-hyy^)dx 

où  a  et  b  sont  des  nombres  posilils,  el  où  l'on  suppose  ,v(o)  =  v(i)^o. 
L'équation  des  extrémales  : 

(99)  flr^^"^''  ~  '^''y-''')  =  ° 

(';  Ceci  est  valable  fa\ec  la  même  rlémonslralion  )  qu'il  s'agisse  de  niiiiimiim 
fort  ou  du  minimum  faible  îles  deux  directions  (\.  Y)  et  (.r.  y)  pouvant,  liiuis 
le  second  cas.  être  supposées  tangentes  à  À). 
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est  vérifiée  pour  y'  =  o.  11  y  a  donc  une  exlrémale  —  l'axe  Ox  — • 
passant  par  les  extrémités  données.  Sur  celte  exlrémale  ),  on  a  : 

/y'2=2a>o 

((uol  que  soit  y'  pour  o  <^  .r  <^  i.  Cependant  on  n'a  pas  le  droit  d'en 
conclure  que  8(.r,  j;  Y,  y')  est  positif  sur  toute  courbe  '£  ayant  avec  Ox 
un  voisinage  d'ordre  zéro.  En  ctrel  : 

8  {x,  Y  ;  Y,  v')  =  a  ( v'  —  Y)^  —  ^y  [  y'^  —  Y^  —  3  (y'  —  Y)  \^. 

'X  étant  supposé  avoir  avec  X  un  voisinage  (d'ordre  zéro)  suffisamment 
étroit,  \  reste  (conformément  à  la  condition  b')  du  n'  318^  fini  et 
même  très  polit. 

Donc,  pour  toute  valeur  de  y,  si  petite  qu'elle  soit,  pourvu  qu'elle 
ne  soit  pas  nulle,  on  peut  prendre  y'  assez  grand  en  valeur  absolue 
pour  que  8  ait  le  signe  du  terme  —  byv'^,  et,  par  conséquent,  on  peut 
prendre  y'  tel  que  8  soit  négatif. 

On  peut  même  ajouter  que,  pour  \y'\  suffisamment  grand,  la 
valeur  de  8  est  dans  un  rapport  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  l'unité 
avec  le  terme  —  by)''^. 

Il  est  d'ailleurs  évident   que  les  parties  principales  des  intégrales 

I  fdx,    j  &dx  doivent  être  les  mêmes,  puisque  ces  intégrales  ont  pour 

différence  —  d'après  le  calcul  môme  du  n"  300  —  la  quantité,  né- 
cessairement finie,  dont  varie  /  . 

Les  résultats  restent  sensiblement  les  mêmes  si,  à  l'exposant  3  du 
second  terme,  on  substitue  un  exposant  quelconque  p  plus  grand 
que  2  ('). 

Des  considérations  toutes  semblables  s'appliqueront  même,  en  géné- 
ral, toutes  les  fois  que  (l'extrémale  X  considérée  étant  Ox)  la  quantité  f 

sous  le  signe  /  sera  de  la  forme 

/(/,y..r)=/,(y',y,  .T)  +  y/,   y'.y,  .r) 

J\  étant  tel  que  la  quantité  ï,  correspondante  est  forcément  positive, 
mais  non  f.,,  et  le  quotient  des  deux  quantités  8  calculées  respective- 
ment à  l'aide  de  f^  et  de  fi  étant  infiniment  grand  avec  y  . 

M.  Bolza,  à  qui  l'on  doit  la  découverte  de  la  singularité  qui  nous 
occupe  actuellement,  prend 

f=  flv-  —  fibyv'^  -+-  2bxY'^ 


(  ')  Toutefois  si  [i  est  pair,  ce   que   nous   venons  de  dire   ne  s'applique  que 
pour  y  positif. 
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la  liiiiile  Iniciiourc  dinlL-gration  élanl  zéio.  Alors  le  tonne  prépondé- 
ranl  (pour  y'  1res  grand;,  dans  8  comme  dans^*,  est,  si  x  a  une  valeur 
déterminée  ditlérente  de  zéro,  le  terme  3/mv'%  qui  ne  donne  pas  lieu 
à  la  singularité  en  question.  Mais  celle-ci  se  produit,  au  contraire,   si 

l'on  prend  ./•  très  petit  en  même  temps  que  v  et   -  ;  tel,  par  exemple, 

que  |,7-v|  <  I  v|. 


Nous  \ oyons  ainsi  que.  dans  le  cas  où  x  est  pris  comme  variable 
indépendante  et  où  il  s'agit  d'un  minimum  fort,  on  ne  peut  pas. 
soit  ])our  la  condition  de  Legendre,  soit  pour  celle  de  A\  cierstrass. 
induire  des  résultais  obtenus  sur  /  ceux  qui  ont  lieu  dans  la  région 
Aoisine  t?i  (  '). 

328.  En  résumé,  les  conditions  sullisantes  du  n'  321  peuvent 
être  rem[)lacées  pai-  les  suivantes  : 

//  suffit,  pour  le  minimum  faible,  que  : 
À  soit  une  extrémale  ; 
clic  soit  entourée  d'un  faisceau  ; 

clic  rcri/ic  en  chacun  'le  ses  points  et  pour  la  direction  de  la 
tang-ente  en  ce  point,  la  condition  de  Leg^endre  au  sens  strict. 

Il  suffit,  jioiir  le  minimum  fort,  rjuc  : 

/.  soit  une  extrémale  ; 

elle  soit  entourée  d'un  faisceau  ; 

elle  réri/ie,  en  chacun  tic  ses  points,  et  pour  toute  direction  au- 
tour de  ce  point,  la  condition  A  >  o  (au  sens  strict)  si  l'intégrale 
est  sous  l'orme  paramétrique; 

ou  f/ue  l'on  ait.  en  chaque  point  de  la  région  voisine  01  et  pour 
toute  direction  autour  de  ce  point,  /a condition  de  Leg-endre'/».sr/î.s- 
strict,  si  ./■  est  pris  comme  variable  indépcjidante. 


(')  M.   Bolza  a  étudié  (Truns.   of  the  Aineri-.  Matlt.  Socicly,  vol.  7,  p.  .^l'i 
u)06),  uno  forme  de  condition  suflisante  applicable  aux  cas  de  cette  espèce. 
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I.  LES   CONDITIONS   NÉCESSAIRES 

329.  Examinons  maintenant  si  les  conditions  que  nous  avons 
reconnues  sunisanles  sont  également  nécessaires. 

Condition  de  "Weierstrass.  —  D'après  l'interprétation  donnée 
au  n°  304  pour  iî,  ou  {.,  il  est  presque  évident  que  la  condition  de 
A\  eierstrass,  du  moins  au  sens  large,  doit  être  vérifiée  en  chaque 
point  Mo  de  À  pour  qu'il  y  ait  extremum.  Car  si,  en  ce  point,  il 
existait  une  direction  rendant  t^  (ou  &)  négatif  et  que  MoM'  (Jif/-  42) 
soit  un  segment  ayant  cette  direction,  la  différentielle  de  1  lorsqu'on 
remplacerait  l'extrémale  /.  par  le  chemin  AM'M,|B  (AM'  étant  une 
extrémale),  savoir  i^dx  ou  H.dt,  serait  également  négative. 

Dès  qu'il  existe  une  direction  M„M'  se  comportant  comme  nous 

Acnons  de  le  dire,  il  n'y  a  pas  minimum 

fort  ;  et  si  une  telle  direction  peut  être 

"s     prise  aussi  voisine  qu'on  le  veut  de  celle 

de  À,  soit  en  un  point  Mo  déterminé,  soit 

en   un   point   xarlahle   (comme  il  arrive 

dans  l'exemple  de  Scheeffer,  voir  n"  41),   il  n'y  a  pas  non  plus 

i\îinimum  faible. 

Notre  raisonnement  suppose,  il  est  vrai,  que  l'on  peut  toujours 
j<»indre  le  point  A  au  point  M'  par  une  extrémale  infiniment  peu 
ditlérente  de  À,  c'est-à-dire  que  la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée 
entre  A  et  Mo.  Mais  cela  a  certainement  lieu  pour  A  suffisamment 
rapproché  de  Mo  et  du  moment  que  le  minimum  n'est  pas  atteint 
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<l années  conditioiii?,  iletl  inexistant  a  furliori ai  le  [»oinl  A  s'éioignc 
(n"  36.  Remarque 'II). 

On  peut  d  ailleurs,  ce  qui  nous  sera  quelquefois  plus  comnnode 
faite  cora platement  absiiaction  de  la  condition  de  Jacobi.  ?>oun 
avons  vu  en  effet  (n"  129)  que  la  formule  aux  limites  jsi  elle 
suppose  que  ÂM„  est  une  extrémale  n'exi^  pas  la  fnên*e  li^potiièse 
en  ce  qui  regarde  la  ligne  AM  .  La  dilTérentielle  de  /  telle  qu'elle 
vient  d'être  considérée  dans  le  raisonnement  précédent  conserve 
donc  son  expression  quelle  que  soit  la  forme  de  l'arc  AM'  :  il  suHit 
qu'elle  soit  infiniment  voisine  de  ).,  et  cela  de  telle  manière  que  les 
formules  relatives  à  la  variation  première  restent  applicables. 

Cette  démonstration  revient  encore  à  appliquer  à  la  ligne  variée 
AM'MoB  les  formules  de  Weierstrass,  le  faisceau  étant  constitué 

par  les  extrémales  issues  de  A.  L'inl%rale  j  ^>dx  ou  |  ,t^r//,  prise 

suivant  le  segtnent  M'Mo  est  du  premier  ordre  (la  longueur  MiAl' 
étant  prise  comme  infiniment  petit  principal).  L'intégrale  analogue 
suivant  MoB  est  nulle.  Elle  est  également  nulle  le  long  de  AM'  si 
cette  ligne  est  une  extrémale  et  dans  le  cas  contraire  elle  est  infini- 
ment petite  du  second  ordre,  pourvu,  au  moins  que  AM'  ait  avec  ). 
un  voisinage  d'ordre  un  :  cai-  alors  l'angle  de  AM'  avec  l'extrémale 
spéciale  sera  aussi  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  cet  angle 
figure  au  carré  dans  8  ou  dans  B. 

Ainsi,  nous  trouvons  comme  condition  nécessaire  la  condition  de 
Weierslraas  vérifiée  au  sens  hv(je  en  tout  point  de  À.  Cette  condi- 
tion, comme  on  le  voit  n'est  pas  absalument  équivalente  à  la  con- 
dition suffisante  (lorsqu'on  la  joint  à  la  condition  de  Jacobi)  qui  a 
été  indiquée  précédemment  et  qui  faisait  intervenir  non  seulement 
les  points  situés  sur  X,  mais  aussi  les  points  situés  dans  le  voisinage 
de  )..  Tout  au  plus  dans  le  cas  de  la  forme  paramétrique  avons-nous 
vu  qu'on  peut  ramener  ceux-ci  à  ceux-là,  mais  en  supposant  la 
condition  de  \^  eierstrass  (modifiée)  vérifiée  au  sens  s/net. 


330-  Pour  l'intégrale  (98)  du  n°  327,  on  ne  peut  pas  avoir  1.  ■<  o 
lorsqu'on  prend  le  point  Mo  sur  l'extrémale  v  =  o.  Mais  si  l'ordonnée 
de  M„  est  différente  de  zéro,  nous  avons  vu  que  i.  peut  être  rendu 
négatif  pour  y'  sufllsamment  grand,  et  qu'il  augmente  indéfiniment 
comme  y ^. 
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Prenons,  par  exemple,  roidonnée  de  Mo  positivement  d'ailleurs, 
aussi  petite  que  le  nécessitera  le  voisinage  imposé  entre  'I  et  À.  Joi- 
gnons AMy  et,  d'auti'e  part,  traçons  par  B  une  ligne  droite  BM'  [fig.  43), 
coupant  l'ordonnée  de  Mo  au  dessus  de  Mo  (mais  ayant  cependant,  entre 
le  point  ainsi  déterminé  et  le  point  B,  le  voisinage  demandé  avec  A). 
Joignons  enlin  Mo  à  un  point  M'  de  la  ligne  ainsi  tracée  par  un  seg- 
ment de  droite  MqM'  de  coefficient  angulaire  y'  positif  et  très  grand. 


FlG.     /|S. 

Les  intégrales  relatives  à  AMo  et  à  MB  ont  visiblement  des  limites 
supérieures  que  l'on  peut  assigner  sans  connaître  y'.  Au  contraire,  l'in- 
tégrale relative  à  MoM',  laquelle  est  néizativc,  est,  pour  y'  très  grand,  de 

l'ordre  de  y'-  en  valeur  absolue  (  puisque  /'  ou  B  augmente  (n'  327  i 

comme  y' ',  tandis  que  l'intervalle  d'intégration  —  savoir,  la  projection 

de  MqM'  sur  AB  —  est  de  l'ordre  de  —  V 

Donc  l'intégrale  totale  est  négative  et,   par  conséquent  bitMi  que  la 
condition  de  Jacobi  soit  vérifiée  (puisque  l'équation  aux  variations  (' 
se  réduit  à  y'  =  o),  il  n'y  a  pas  maximum. 

La  même  conclusion  s'étend  évidemment  aux  autres  valeurs  de  l'en- 
tier p  considérées  au  n"  327. 

Au  reste,  on  constate  ici  par  un  calcul  direct  que  cette  conclusion 
subsiste  lorsqu'on  prend  Mo  sur  O.r  (quoique  les  valeurs  de  «'■  sur  M,|M' 


(')  On  vérifie  d'ailleurs  aisément  ce  fait  sur  l'équalion  (99)  qui  s'intègre 
en  exprimant  x  et  v  en  fonction  de  y'.  Les  cxlrémales  sont  des  cubiques  à 
rebroussement  (Jî{j.  ci-dessousj  qui  coupent  Or  sous  un  angle  droit  en  un  point 
et  sous  un  angle  aigu  en  un  autre,  le  segment  ainsi  intercepté  augmentant 
indéfiniment  lorsque  langle  aigu  tend  \crs  zéro. 


Dans    l'exemple   de   M.    Bolza,   la   quantité   sous    le   signe    1   est  choisie  de 

manière   que   l'équation  (E)  se  réduise    à  v'  =  0   :  les  extrémales  sont   donc 
des  droites. 
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cessent  alors  dV-trc  toutes  négatives).  L'intégrale  (98)  prise  suivant  MoM' 
est,  en  ellet 


r 


{ar"  -  hyy'')d.c  =    f'  {ay'  -  hyy--)dy  =  aky'  -  ^^ 


(A.-  désignant  l'ordonnée  de  M)  et  est  bien  de  l'ordre  de  — y'-  lorsque  y' 
est  très  grand  (A'  restant  sensiblement  constant). 
Il  en  est  de  même  pour  l'intégrale  de  M.  Bolza 


{■ 


{ay'^  —  l\l>yy'^  -+-  2bxy''')dx  : 


il  faut  alors  faire  coïncider  le  point  M,,  avec  A,  lequel  coïncide  lui- 
même  avec  l'origine  0  des  coordonnées.  L'intégrale  suivant  OM'  est 
alors  akv'  —  bk^v'-- 


331.  Il  résulte  en  particulier  de  ce  qui  précède  que  si 
i:,{x,  y,  X,  Y,  X,  y)  prend  des  valeurs  non  nulles  et  de  signes 
contraires  en  un  point  de  /.  pour  des  valeurs  convenablement  choi- 
sies de  X,  y,  il  ne  peut  y  avoir  ni  maximum  ni  minimum  fort. 

Or,  moyennant  l'homogénéité  de  f,  8  est,  lui  aussi,  une  fonction 
homogène  et  du  premier  degré  de  x,  y  :  il  donne  lieu  à  l'égalité 

(100)  ï{x,  y  ;  \,  V,  kx,  ky)  =  kï{x,  y  ;  X,  Y,  x,  y). 

Si  celte  relation  avait  lieu  pour  toute  valeur  de  /.-,  l'.  changerait 
de  signe  par  le  changement  de  ,/*,  v  en  —  ./■,  —  v. 

Comme  nous  l'avons  dit  au  n  '  73,  nous  ne  supposons  pas  qu'il 
en  soit  ainsi.  On  aperçoit  maintenant  la  raison  de  cette  restric- 
tion :  si  la  relation 

f{kx,  ky,  X,  y)  =  kf{x,  y,  x,  y) 

^'étendait  aux  valeurs  négatives  de  k,  aucun  cxlremum  fort  ne 
l>ourrail  exister.  En  traçant,  à  partir  d'un  point  quelconque  Mq 
de  }.,  deux  petits  segments  M.M',  MoM"  de  directions  directement 
opposées  {fig.  ^\)  on  aurait  deux  chemins  AM'MoB,  AM'MoB  don- 
nant pour  l'intégrale  l'un  une  valeur  plus  grande,  l'autre  une 
valeur  plus  petite  que  /  . 
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L'égalilé  (loo)  aura  lieu  quel  que  soit  /,■  —  et,  par  conséquent, 
l'extremum  Tort  sera  inq)Ossible — ■  ^•i  /"est  une  fonction  valionncUi' 
ou,  plus  généralement,  une  fonction  analytique  uniforme  de  ./•,  y. 

Cette  remarque,  indéj^xîndante  d'ailleurs 
du  nombre  des  inconnues,  ne  s'applique, 
bien  entendu  qu'à  la  forme  paramétrique. 
Si  X  était  imposé  comme  variable  indé- 
pendante, un  seul  des  deux  chemins 
AM'MoB,  AM'MuB  serait  admissible  :  le  premier,  sur  la  /t^.  '\[\. 

Par  exemple,  Yaclion  liamil Ionienne,  où  le  temps  est  pris  comme 
variable   indépendante,    peut   admettre   des   minima,    quoique    la 

quantité  pour  le  signe  1  soit  rationnelle  et  quadratique  par  rap- 
port aux  dérivées  :  il  est  évident  a  priori,  par  exemple,  que  l'in- 
tégrale /  {x'-  +  }'"  +  ~'^)(It,  action  dans  le  cas  d'un  point  ma- 
tériel libre  et  isolé  dans  l'espace,  est  mînima  lorsque  le  point  est 
en  repos. 

II.   CONDITION   DE  JACOBI 

332.  Nous  avons  vu  que  si  B  est  au-delà  du  foyer  conjugué  S(  de  A, 
la  variation  seconde  peut  recevoir  un  signe  quelconque.  Il  n'y  a 
donc  point  d'extremum  dans  ces  conditions. 

Il  nous  sera  utile  (n"  335)  de  reprendre  à  cet  égard  le  raisonne- 
ment du  n"  268  (méthode  de  Darboux-Erdmann)  en  y  faisant 
figurer  les  extrémales  voisines  de  /.  elles-mêmes,  et  non  les  solu- 
tions de  l'équation  aux  variations  qui  les  représentent  en  première 
approximation. 

Comme  au  n"  268,  supposons  (ainsi  que  nous  en  avons  le  droit) 
que  B  soit  compris  entre  3(  et  le  deuxième  foyer  conjugué  de  A, 
c'est-à-dire  le  conjugué  de  9Ï,  de  sorte  que  l'arc  AB  pourra  être 
décomposé  en  deux  arcs  AC,  CB  dont  chacun  vérifie  la  condition 
de  Jacobi  au  sens  strict.  In  point  C  de  même  abscisse  que  C  et 
voisin  de  C  pourra  être  joint  à  A  et  à  B  par  des  arcs  d'extrémales 
variant  d'une  façon  continue,  puisque  chacun  des  faisceaux  issus 
de  A  et  de  B  est  régulier  en  C.  Soient  alors  ^'(.ic,  a),  :{x,  y.)  (a 
étant  un  paramètre  nul  avec  CC)  les  coordonnées  de  ces  extrémales 
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AC',  C'B.  de  sorte  que  les  quaiUilés 


4o3 


<ioi: 


y  = 


.^a/  a  =  o 


seront  deux  solutions  de  l'équalion  aux  variations  (E). 

Appelons  'X  la  courbe  variée  (Jiy.  f^&}  formée  des  arcs  d"8\lré 
maies  AC,  G  B,  et  qui  dépend  de  a.  Soit  r)  la  variation  relative  à 
y.,  à  partir  dune  valeur  quelconque  de  a.   AC  et  C'B  étant  des 
extrémales  et  les  extrémités  A,  B  étant  fives,  la  Ibrmule  (y)  donne 

oy  =  <  +  ^/:,  =  (y;'ov),.-(^H.,. 

D'ailleurs  y  =  c  (et,  par  conséquent  ày  =  c/\-)  en  G  .  On  aura 
donc  : 


I03 


et 


(102')  /-/=  r  7;'-^)g-=  ruiy'-'')^^^ 

t£)       »       Jo  '"^  Jo         '  ^'^ 

Ti  étant  compris  entre  y'  (c,  a)  et  z' {c,  a). 

D'après  ces  Ibrmules,  en  y  taisant,  pour  simplifier,  a  égal  a  la 
différence  d'ordonnée  Ay  =  GG  ,  nous  voyons  que  l'accroisse- 
ment/—  /  aura  le  signe  de/.,  ou  le  signe  opposé  suivant  que 

(se)    (À) 


B  "Li^U 


C 

FiG.  ^5. 


c        î 

FlG.  /ili. 


le  produit  (y'  —  ^  jAy  sera  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant 
que  Vainjle  des  deux  arcs  d' extrémales  en  C  tournera  sa  conca- 
vité (Jhj.  45)  ou  sa  convexité  {Jig.  46)  vers  l'arc  primitif  AB. 

Le  second  cas  se  présentera  lorsque  le  prolongement  de  l'arc  AC 
sera  situé  entre  BG'  et  AB.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
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pour  cela  sera  —  si  du  moins  ce  prolongement  ne  coupe  plus  BC 
entre  x  =  c,  abscisse  de  C,  et  x  ^^  x^ ,  c'est-à-dire  si  (connue  nous 
le  supposons)  la  condition  de  Jacobi  est  vériliée  entre  ces  limites  — 
c|u'il  aille  rencontrer  AB  en  un  point  situé  en  deçà  de  B. 

Donc,  s'il  en  est  ainsi,  la  différence  des  intégrales  suivant  IX  et 
suivant  ).  n'aura  pas  le  signe  de  A. 

La   i'ormule   (102)  fait   aussi  connaître  la   dérivée   seconde  — ^ 

pour  a  =  o  c'est-à-dire  la  valeur  correspondante  de  la  variation 
seconde.  Il  suffit  d'y  diviser  par  a  le  facteur  y  —  z  qui  s'annule 
avec  a,  puis  de  faire  tendre  a  vers  zéro.  On  i^i  ainsi  (puisque  r,  de- 
vient, à  la  limite,  égal  à  y) 

(io3)  ^  =  [(y'  -  2')y/,'^],  =  [Ay  ly'  -  z')],. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  opérant  comme  nous  venons, 
de  la  faire  sur  l'intégrale  I  considérée  au  chapitre  I,  et,  par  consé- 
quent, en  effectuant  la  construction  telle  que  nous  l'avons  exposée 
au  n°  268. 

Le  signe  de  la  quantité  (io3)  est  donné  par  les  remarques  précé- 
dentes (').  Elle  sera  d'ailleurs  différente  de  zéro»tant  que  les  fonc- 
tions y,  z  ne  coïncideront  pas  identiquemenl(-),  c'est-à-dire  tant 
que  B  ne  sera  pas  un  foyer  conjugué  de  A. 

333   Cas  de  deux  foyers  conjugués.  — Ainsi,  si,  par  exemple, 

la  condition  de  \\  eierstrass  pour  le  minimum  est  supposée  vérifiée, 
l'arc  AB  dextrémale  réalise  certainement  un  minimum  de  l'inté- 
grale quand  le  point  B  est  situé  en-deça  du  foyer  conjugué  3(  de  A  ; 
mais  il  cesse  certainement  de  fournir  ce  minimum  si  B  est  au-delà 
de  5(. 

Que  se  passe-t-il  lorsque  B  coïncide  avec  "iM  ? 

La  méthode  de  Darboux-Erdmann  permet  également  de  ré- 
pondre à  cette  question.  Nous  la  résoudrons  tout  d'abord  en  consi- 


(*;  Voir  clans  DAK)iOux,^L<'(:o/ii-  sur  la  Ihcurie  iUs  surfaces,  t.  III,  pp.  q7-C)8, 
une  détermination  directe  du  signe  de  celte  expression. 

(-)  On  ne  peut  avoir  (enj^C)  y'  =  z'  sans  que  y  et  z  soient  identiquement 
égaux,  puisque  CCS  fonctions  vérifient  toutes  deux  réijuation  du  second  ordre  (E) 
et  qu'on  a  déjà  y^  =  z^. 
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dérant  avec  Jacobi(')  l'em'eloppe  (1'  des  cxlrémalcs  issues  de  A, 
enveloppe  qui  touche  l'cxtrémale  donnée  À  au  point  2(. 

Suivons  cette  courbe  (i;  à  partir  de  3t  dans  un  sens  tel  que  la 
direction  correspondante  de  la  tangente  soit  celle  de  la  tangente 
en  5(  à  l'extrémale  À  parcourue  de  %  en  A.  Soit  A  une  extrémale 
issue  de  A  et  qui  touche  d'  en  un  point  c  de  l'arc  9(c  {fig.  /17), 
ainsi  obtenu. 


Si  '£i  est  la  ligne  formée  de  l'arc  Ac  de  A  et  de  l'arc  c*^  de  (1-, 
^'intégrale  prise  suivant  ;ii  est  égale  à  l'intégrale  prise  suivant  /.. 
En  effet,  lorsque  le  point  c  varie  sur  (ï,  la  variation  de  /  s'obtient 

par  le  même  calcul  qui  donne  la  formule  de  V\  eierstrass  (n"  300, 
Remarque),  soit 

0  /  =  goT  =  80/. 

Elle  est  donc  nulle  :  car,  les  tangentes  à  l'arc  c?l  et  à  l'arc  Ac  pro- 
longé étant  identiques  en  direction  et  sens,  on  a  8  =  8  =  o.  L'in- 
tégrale prise  suivant  '£1  est  dès  lors  constante.  Or.  Xi  se  réduit  à  ). 
lorsque  le  point  C  est  en  5(. 

Nous  avons  donc  déjà  une  ligne  variée  qui  donne  à  l'intégrale 
une  A'aleur  égale  à  /  .  -      - 

Mais  (absolument  comme  au  n"  267)  cette  valeur  n'est  pas  la 
plus  petite  possible.  Car  (ï  n'est  pas  une  extrémale  (puisqu'il  n'y  a 
qu'une  seule  extrémale  tangente  à  (i'  en  2(,  à  sa\oir  a). 

Si,  en  particulier,  on  joint  c  à  5(  par  un  arc  //  d'extrémale 
{fig.  Ix"])  infiniment  petit  en  même  temps  que  la  distance  l'?(,  — 
ce  qui  est  possible  puisque  le  faisceau  des  extrémales  issues  de  $ï 
est  régulier  autour  de  9(  —  et  qu'on  substitue  cet  arc  à  la  portion 

Cj  Vorlesuncjen  ïiber  Dynamili,  C)'  leçon. 
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correspondante  de  g,  on  diminuera  l'intég-rale  (')  et  la  ligne  i£  ainsi 
déduite  de  ù  i  donnera  pour  /  une  valeur  plus  pclitc  que  X. 

La  construction  ainsi  ctTectuée  est  on  le  voit,  toute  semblable 
à  celle  de  Darboux-Erdmann  :  elle  n'en  difl'ère  que  parce  qu'on  a 
substitué  au  point  C,  variable  sur  une  ordonnée  fixe,  le  point  c^ 
variable  sur  Ê*. 

334.  Notre  raisonnement  suppose  seulement  que,  sur  la  courbe  (iv 
l'un  au  moins  des  deux  arcs  issus  de  5(  a  sa  tangente  dirigée  dans 
le  sens  indiqué. 

Ceci  a  lieu  dans  tous  les  cas  énumércs  aux  n"  102-103  sauf 
celui  du  foyer  en  pointe  dans  lequel,,  comme  nous  le  verrons  tout 
à  riieure,  on  arrive  elTectivemcnt  à  un  résultat  opposé. 

Si  91  est  un  foyer  ordinaire  ou  un  foyer  en  talon,  nous  voyons- 
que  le  minimum  relatif  n'a  plus  lieu  en  2(.  —  même  le  minimum 
faible  :  car  la  ligne  'X  du  numéro  précédent  a  un  voisinage  du  pre- 
mier ordre  aussi  étroit  qu'on  le  veut  avec  /.. 

Quant  au  minimum  absolu,  il  cesse  certainement  (■^)  avant  le 
point  %. 

Nous  venons,  en  effet,  d'obtenir  une  courbe  'X  donnant  I  ^  <i  I    . 

m"     w' 

Soit  maintenant  B  un  point  de  /  situé  entre  A  et  9(  ;  appelons  'i'  la 
courbe  formée  de  la  courbe  X  de  A  à  5(  puis  de  l'arc  5(B  de  ).. 
On  aura  : 

ï  une  fois  tracée,  la  quantité  entre  crocbets  est  un  nombre  néga- 
tif déterminé  ;  le  terme  /     est  aussi  petit  que  l'on  veut  si  B  est  pris 

suffisamment  voisin  de  9(.  Par  conséquent,  on  peut  trouver  un 
point  Bi,  entre  A  et  %,  assez  près  de  91  pour  que  l'on  ait  : 

lor.-que  B  est  sur  ),  entre  B,  et  9C. 

('i  En  effet,  lare  À',  vérifiant  toutes  les  conditions  suffisantes  t'numérées  ai» 
cliap.  précédent,  donne  le  minimum  de  l'intcgralo  prise  entre  ses  deux  extré- 
mités (comparer  plus  loin,  cliap.  VII). 

(-)  DvnnoLX,  fA'';oiis  sur  la  throric  des  surfaces,  l.  lit,  p[>.  ()0-i)i. 
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Le  cas  OÙ  le  point  A  est  mobile  sur  une  courhc  donnée  T  (entière- 
ment analogue,  comme  nous  le  verrons,  au  prc-cédenl)  fournit  ('j  un 
exemple  élémentaire  du  fait  général  cpie  nous  venons  de  constater. 
Supposons  que  la  courbe  en  ([ucstion  soit  une  ellipse.  Une  normale  Al) 
à  cette  ellipse  fournira,  si  le  point  H  est  suffisamment  voisin  du  point 
d'incidence  \,  un  minimum  de  la  distance  du  point  B  à  la  courbe. 
Oci  subsiste  si  le  point  ]>  s'éloigne,  à  quelque  distance  que  ce  soit 
de  \,  dans  la  direction  qui,  en  A,  est  extérieure  à  l'ellipse.  Dans  la 
direction  opposée,  au  contraire,  le  minimum  relatif  est  interrompu  au 
point  de  contact  2(  de  la  normale  considérée  avec  la  développée. 

Mais  le  minimum  absolu  cesse  dès  le  point  B^  où,  pour  la  première 
fois,  cette  normale  rencontre  un  des  axes,  point  par  lequel  on  peut 
évidemment  mener  à  l'ellipse  deux  normales  égales  Ce  point  est  situé 
entre  A  et  %  :  il  ne  coïncide  avec  5(  que  lorsque  A  est  un  sommet  du 
grand  axe.  C'est  précisément  le  cas  où  S(  est  un  foyer  en  pointe  :  alors 
le  minimum  (et  même  ici  le  minimum  absolu)  y  persiste. 


335.  Si  le  foyer  conjugué  de  \  est  un  foyer  en  pointe,  on  peut 
démontrer  avec  M.  Osgood  (-)  que  le  minimum  a  encore  lieu 
lorsque  B  coïncide  avec  ce  foyer. 

Cela  est  évident  si  la  variable  indépendante  j?  est  donnée.  Celle-ci. 
en  effet,  ne  devra  varier  qu'entre  x^  et  x\  Or,  dans  le  cas  du  foyer 
en  pointe,  le  faisceau  formé  par  les  extremales  issues  de  A  est 
régulier  en  tous  les  points  voisins  de  2t  et  situés  en-deça  de 
de  l'ordonnée  x  =^  x^ .  Donc  les  raisonnements  du  chapitre  pré- 
cédent restent  valables. 

Pour  étendre  cette  conclusion  à  une  intégrale  prise  sous  forme 
paramétrique,  reprenons  le  raisonnement  du  n'  332  (sans  lui  sub- 
stituer cette  fois  celui  du  W  268.  lecjuel  serait  en  défaut). 

Soient  toujours  c  une  abscisse  intermédiaire  entre  .t*^  et  x^ ,  à 
laquelle  correspond  sur  notre  extrémale 

le  point  C,   et  soit  C  un  point  (d'abs-         ^^ — ~-~>c_^^^ 
cisse  c.  voisin  de  C.  a ^^^-"""""""""^ — - — — ^it 

D'après  le  raisonnement  du  n"  332,  p^^   ,g 

si  (le  point  C    étant  déplacé  continû- 
ment à  partir  de  C)  l'angle  en    C    ne    tourne   pas   sa  concavité 
vers  }.,  l'intégrale     /    sera  inférieure  à  /  et  celle-ci  ne  fournua 

•    (AC'B)  (A) 


( 'i  Daubolx,  loc.  cit. 

(-)  Transactions  of  the  American  math.  Soc,  t.  II.  pp.  1G6-182. 
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pas  un  inlninium.  C'est,  comme  nous  l'avons  vu  à  l'endroit  cilé, 
ce  qui  aura  lieu  si  l'extrémale  AC  coupe  /  entre  C  et  B. 

Supposons  au  contraire  que,  pour  toute  position  du  point  C  au 
voisinage  de  C,  l'angle  en  C  tourne  sa  concavité  vers  )..  Alors  on 
aura  aussi,  pour  de  telles  positions  de  C, 

/     >/". 

Or,  la  ligne  variée  coupera  nécessairement  l'ordonnée  x  =z  c  au 
moins  en  un  point  C  et  (comparer  plus  loin  n°  375),  si  elle  a  avec), 
un  voisinage  (d'ordre  zéro)  suffisamment  étroit,  l'intégrale  corres- 
pondante sera  supérieure  à  celle  qui  est  prise  suivant  les  deux  arcs 
d'extrémales  AC,  C  B.  Donc,  s'il  en  est  ainsi,  —  c'est-à-dire  si 
l'extrémale  AC  ne  coupe  pas  À  entre  C  et  B  —  il  y  ^  t)ien  mini- 
mum. 

Si  le  point  B  est  un  foyer  ordinaire,  les  deux  cas  que  nous  venons 
d'énumérer  se  présentent  (n"  103)  suivant  qu'on  prend  C  d'un 
côté  ou  de  l'autre  de  /.,  Le  premier  cas  a  lieu,  au  contraire,  pour 
toute  position  de  C  si  B  est  un  foyer  en  talon  ;  le  second,  si  B  est 
un  foyer  en  pointe. 

Donc  le  minimum  a  lieu  dans  cette  dernière  hypothèse  et  non 
dans  les  deux  autres  ('). 

Observons  toutefois  que  dans  le  cas  du  foyer  ordinaire,  le  mini- 
mum a  lieu  pour  des  variations  iinilaléralcs  (celles  qui  sont  du  côté 
de  ).  011  n'est  pas  l'enveloppe  :  il  n'en  est  pas  ainsi  (n'-  332))  si  B 
est  au-delà  du  foyer  conjugué. 


C)  La  démonstration  de  M.  Osgood  lui-même  est  dilTérente.  Elle  consiste, 
l'élément  d'intégration  fid.c,  rfy,  x,  y)  étant  supposé  positil'  autour  de  91,  —  ce 
qui  (n°  315)  ne  diminue  pas  la  généralité  — ■  à  considérer  le  lieu  (a)  des 
points   a   pris   sur    les   diverses    extrémalcs    A    issues    de   A    et   tels   que    l'on 

a  %       .  . 

ait  /      =  /       :  lieu  qui  est  transversal  à  X  et,  i)ar  suite,  entièrement  situé  du 

W     ^  (}, 

même  côté  de  l'enveloppe  ©  que  notre  arc  d'extrémale.  Ce  lieu  divise  la  partie 
du  plan  voisine  de  À  en  deux  régions  :  la  proposition  annoncée  a  lieu  lorsque  m' 
est  tout  entière  contenue  dans  la  même  région  que  ).  —  parce  que  celle-ci 
n'est  pas  traversée  par  ®,  de  sorte  que  le  faisceau  des  extrémales  issues  de  A 
n'y  cesse  pas  d'être  régulier  —  et  aussi  lorsque  ;X  traverse  (a)  en  un  point  a. 
parce  que,  limitée  à  ce  point,  l'intégrale  est  au  moins  égale  à  /  et  qu'elle  ne 
peut  qu'augmenter  ensuite.  PO 
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336.  Si  enfin  on  est  dans  le  cas  pailiculier  dn  foyer  absolu, 
toutes  les  exlrémales  issues  de  A  venant  passer  par  le  point  5(, 
toutes  ces  extrémalcs  donneront  à  l'intégrale  prise  entre  A  et  5t  la 
même  valeur,  ainsi  qu'il  a  clé  établi  au  n"  139  l>is. 

Cette  valeur  est  d'ailleurs  un  minimum  :  la  démonstration  gé- 
nérale du  chap.  précédent  reste  en  elTet  valable  à  cet  égard,  la 
construction  de  l'extrémale  spéciale  étant  encore  possible,  avec 
continuité  de  l'intégrale  en  tout  point  AI  voisin  de  51  (puisque  pour 
faire  passer  une  extréniale  par  M  et  A,  il  suffit  de  la  faire  passer 
par  Met9t(i). 

Il  y  donc,  en  ce  cas,  minimuui  large. 

337.  La  discussion  que  nous  venons  de  faire  donne  en  particu- 
lier, la  conséquence  suivante  : 

S'il  existe  autour  du  foyer  conjwjuè  9(  des  points  par  lesquels 
on  ne  peut  faire  passe>'  aucune  extréniale  issue  de  A,  le  minimum 
cesse  certainement  au  point  9t. 

En  etTet,  on  est  alors,  d'après  ce  qui  précède,  dans  le  cas  du 
foyer  ordinaire. 

338.  On  peut  se  demander  si  les  conditions  nécessaires  sont  les 
mêmes  lorsque,  au  lieu  d'imposer  au.\  lignes  variées  comme  nous 
l'avons  fait  pour  notre  minimum  faible,  un  voisinage  du  premier 
ordre,  on  les  assujettit  à  un  voisinage  d'ordre  plus  élevé. 

Si  la  condition  de  Legendre,  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum  faible  —  ne  sont  pas 
vérifiées,  même  au  sens  large,  il  n'y  a  assurément  pas  minimum. 
quel  que  soit  l'ordre  du  voisinage.  Car  la  variation  seconde  peut 
être  rendue  négative  et,  par  conséquent,  on  peut  diminuer  l'inté- 
grale par  des  variations  du  type  considéré  au  Livre  I. 

Mais  si  la  quantité  8,  en  général  positive,  s'annule  sur  l'extré- 
male pour  certaines  valeurs  de  x,  les  conclusions  peuvent  changer 
avec  Tordre  du  voisinage  imposé. 


(  ij  Toutefois,  ce  raisonnement  est  en  défaut  si  la  propriété  de  joindre  A  à  M 
avec  régularité  entre  ces  deux  points,  n'appartient  pas  à  toutes  les  extromales 
issues  de  l'un  d'eux,  mais  seulement  à  celles  dont  les  coefficients  angulaires  en 
A  ou  en  3(  sont  compris  entre  certaines  limites. 


/jio 
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('-'ol  le  cjis  |>(Hii-  l'i-xcniplc  de  SilicrIIrr.  \t)Us  s;ivoiis  (\\\v  d.uis 
cet  rxciiipic  le  iiiiiiiiiiiini  LiiMc  oïdiiLiiiM»  coi  icspoïKl.iiil  ;ui  voisi- 
naj^'c  <lii  |ii('iiiii'i  niilic,  ii't'st.  |);is  iciilisi''. 

JNoils  Jillniis  \iill(|ii  il  il  (Ml  csl  |»;i,s  (le  iiirliic  si  Idii  csl  smi'  (|II0 
la  li^^iic  N.iiin',  ,sii|i|)n>(''f  à  laiif^ciUi;  ((mlimic,  (loil.  avoir  avot: 
rcxlii'iiialr  piimilivc  nn  voisinage  du  srcond  ordre. 

\oii-.  |i(p|ivons,  |ioiii'  le  d('iiioiilicr.  sii|i|)os('r  (|iir  dans  I  inir 
;4:i'nlr  (J)  du  ii"  41,  'i  isl,  nul  (en  |ii(Miaiil  .'■  —  '/  poiii  nouvelle 
varial)l(')  cl  ((iic  ./•" -zz  —  ,/•'  (en  cloif^naul  dans  le  cas  coulraiic, 
celle  des  doux  liniilos  d'inléf^n-aliou  i|ui  (>sl  la  plus  rapprocliée  de 
l()iif.;iiie).  Nous  |)ouirons  alors  éciife  rmli'^ialc  dotiiice  sous  la 
lornie 


(lo'i 


)        1  =  j^  l'-'  (v' V  4-  y"-)  -h  x  {y'\  -  y"-)]  dr 


on    désigiiaiil:   par   v'      et  y'       les    valeurs   de    v'    poTir  deu\    \aleurs 
égales  cl  de  signes  conliaires  de  .c.  Or  on  a 

r-zar.r(v'"|  H-r'  |  v' ..  l-,v"'.„) 

'/}  dc^sitiiiaiil  une  valeur  de  la  (l('ii\('e  secon(l(\   î,e  second   leruie  de 
la  rpianliU'  sous   le  ^iL^iie   I  ,  dans  la  rorinule  (  lo'i)  sera  donc  inlé 

ii(Mir  au  priMuiei'  en   valeur  altsoliu^   si    Ton    sail  (pie  celle  dérivée 

I  y' ^  1  — t—  y  '■' 

seconde    c^sl    inlViirure    à       -,„     '       ,      ,—"'  'tô-  .    Oi"   ce    denuer 

•,  v'''  '    -I-  y  I  v'     -I-  y "_ 

I 
l'apporl  esl   |on|ours  plus  ^raiid  (pn"  ... 

|)oiic    li    \     a    niiiiiiiiuni.    ilaiis    I  eveuiple    de    Sclieell'er.    si    les 
lonclioiis  du  cliaiiip  soiil  assu|ellies  à   a\oir    leur  dérivée   preiiiière 

couliiuie  el    leur  di'-Mvi'e   seconde   iiilérieure  à  .,  en  valeur  ahsoliie. 


339.  I  ne  cir<'onslance  loni  analoj;uo  se  piéscnte  à  |iro[)os  de  la 
condition  de  .lacolii.  Si  cell(>-ci  esl  vérifiée  au  sens  sirici  (el  si  on  a 
la  condilion  d<'  W  eiersirass),  revlreuiuui  e^l  assuré  au  moins  pour 
un  voiNiiiaye  du  premier  ordre.  Sicile  n  e'<l  ^»(rv  vt-riliée ///('///i' UH  \c//.v 
lurijc.  d  ne  |ieiil  v  avoir  evireimim,  ipiel  (pie  soil  l'ordre  du  voisi- 
nag(\  pui>-ipie  nous  sav(>ns  ipie  la  vaiialion  seconde  elle  uiéiue  penl 


(AN     II    l    N      \(»|s|NV(,|       m       SI'.I.HM)     (M'.liUI.  Afl 

rcrcvdir  un  siiiiic  ailtiti;uic.  Dans  ces  dniv  cas.  par  ronsf>(|nonf. 
la  romlii-sioii  csl  la  lurmc  puiif  Imis  le- oixlici  do  vuisiiiayi'.  à  |tarlii- 
(In  |)itMiiicr. 

Il  (Ml  csl  aiiliciiicnl  dans  lo  cas  iiinilc  nù  l'aie  d'inh'yralion  ;\ 
pour  cslii'iiiili's  d(Mi\  Im\cis  ciinjiiLiiK's.  Nons  avnns  \ii  (pi'alors 
rcNlicniiiiii,  inciiic  lailiii',    n'cxish^  [)as  cn  giMiiMai. 

Il  csl  au  ciinliaiic  Imijuiirs  assuiu'-  si  l'on  impusc  un  \(iisinaf>o 
du  second  ordre. 

('('Ile  rosIr'uMion  ohlii;»',  en  clVcl.  la  coiirhc  \ari(''c  à  (Mrc  du  iiiciik^ 
C(\|('' (pii'  I  ('\ln'inal(Mlonii(''('  par  lappoil  à  rcnvcloppc  (v- c(iiisid(''r(''c 
au  n"  333  (ce  <pii  a'-'-urc  I  (■xlreuinin  en  \erlii  du  n'  101). 

Il  n'en  scrail  anlicinent  (pie  si  ciMIe  enveloppe  a\ait  avec  l'evlit'- 
niale  un  coiilacl  d'oidre  snp('ri(Mir  au  picMiiicr. 

(  )r.  c'esl  ce  (pu  ne  pcnl  axcir  lnii. 

Si,  en  ell'el, 

csl  l'éipialion  f^ciu'rale  des  e\lr(''niales  du  laisciau,  I  eii\<,^loppc  osl 
rcprc'seiiléc  par  celle  hm'iik'  (''([uarion,  mais  (_)ù  7.  esl  une  roncli(,>iii 
de  ./;  d(!'lini(>  par  I  ('(pialion 

(100)  V  =r^  =0. 

(lello  Jiilcrnnnalioii  de  y  donne  d  ahoid 


isx 


y  = 

puis  (lonjonrs  sur  l'emeloppe) 

„  0''>l'         ^  o-T    fli         .V-tl'/f/jt 

•  t^x'^  '  Oao.jw/.c         lia-  \tl.r 

OÙ    I     Csl  lonriii  par  la  dill'('reiilialioii  de  (  l  ().">),  soil 

,      r,,  o-H'  (/a         .i->l' 

(10.)')  „     ,     -1-  =  O. 

^         '  Ox-    (/./•         iiai\/' 

liC  premier  Icriiic  de  y"  n'est  aiilre  (pic  la  d('rlv(!'e  ^^^".^  prise  sur 
rcxtn'male.    Il    i\' \    niiiail    donc    coiilacl    du    second    ordre  (pie   si 
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l'ensemble   des   deux  autres  termes  s'annulait,   soit  en   vertu    de 

dW  i>y  _ 

Or.  y,  solution  d'une  équation  linéaire  régulière,  ne  peut  s'annuler 
en  même  temps  que  sa  dérivée  par  rapport  à  x  ('). 

III.   EXEMPLES 

340.  La  méthode  de  Weierstrass  est  valable  dans  tout  domaine  31 
en  chaque  i)oint  duquel  subsistent  les  hypothèses  dont  nous 
sommes  partis,  savoir  : 

i"  La  réijiilarité  da  faisceau,  telle  qu'elle  a  été  définie  au  n  295  ; 

1°  La  condition  de  Weierstrass. 

La  ligne  À  fournira  dès  lors  l'extremum  non  seulement  par 
rapport  aux  hgnes  voisines,  mais  par  rapport  à  toute  autre  ligne 
joignant  les  points  A  et  B  et  ne  sortant  pas  du  domaine  en  ques- 
tion (pourvu  que  l'inégalité  ê  >  o  —  (s'il  s'agit  d'un  minimum) 
ait  lieu  pour  deux  directions  quelconques  autour  d'un  point  quel- 
conque de  ce  domaine). 

341.  Extremum  au  voisinage  d'un  point.  —  Lue  première 
application  de  ce  que  nous  venons  de  dire  ressort  des  résultats  du 
Liv.  II,  ch.  m,  p.  II8-I23. 

iN'ous  avons  vu,  en  cet  endroit,  que  si  la  quantité  sous  le  signe  | 
est  supposée  continue  et  dérivable  (jusqu'à  l'ordre  trois)  et  si  le 
problème  correspondant  (l'intégrale  étant  prise  sous  l'orme  para- 
métrique) est  ordinaire  pour  toutes  les  directions  possibles  aux 
environs  d'un  point  A,  on  peut  entourer  ce  point  d'une  région  'Si 
telle  que  tout  point  B  de  cette  région  puisse  être  joint  à  A  par  une 

('  )  Le  raisonnement  précédent  serait  en  défaut  si  l'on  avait,  en  3t,  ^^o    =  o, 

i/a    .  .  .   , 

la  valeur  de    ,-  tirée  de  (io5)  étant  alors  infinie.   On  se  convainc  aisoment  len 

prenant  a  comnie  variable  indépendante)  que  la  conclusion  subsiste  :  elle 
subsiste  même  a  fortiori,  ce  cas  correspondant,  en  général,  à  un  point  de  rc- 
broussement  de  (£,  et  toujours  d.  y  =^  y-  . 
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cxhémale  entièrement  contenue  dans  0i  el  pnr  une  seule  : exlié- 

male  qui,  d'après  la  manière  même  dont  nous  l'avons  obtenue  et 
en  vertu  des  théorèmes  connus  sur  les  fonctions  implicilos  varie 
continûment  avec  la  position  du  point  B. 

Si,  en  outre  la  condition  de  \^  eierstrass  pour  le  minimum  fort 
est  vérifiée  dans  iPt  pour  toutes  les  directions  possibles  ('),  on  voit 
que  tej-lrcinalc  ainsi  tracée  réalise,  entre  A  et  B,  le  minimum  de 
l'mlé'jrale  par  rapport  à  tout  chemin  ne  sortant  pas  de  'Â. 

342.  Au  lieu  d'être  limite  au  voisinage  d'un  point  A,  le  do- 
maine 3{  considéré  au  n"  340  pourra  comprendre  tout  l'espace. 
Dans  ce  cas,  l'extremum  sera  absolu. 

(''est  ainsi  que  les  choses  se  passent  évidemment  dans  le  cas  du 
plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre. 

Plus  généralement,  considérons  l'intégrale 

I  Y  (.T,  y,  z)  \^dcc'  +~f/j-  -+-  di- 

du  n"  75.  La  fonction  V  est,  dans  les  applications,  toujours  posi- 
tive (et  non  nulle).  Dès  lors  la  condition  de  \A  eierstrass  est  tou- 
jours vérifiée  (n"  321  bis).  Si  donc  le  faisceau  issu  de  A  est  régulier 
dans  tout  l'espace,  c'est-à-dire  si  par  un  point  quelconque  B  et  le 
point  A,  on  peut  faire  passer  une  exlrémale  bien  déterminée 
el  variant  d'une  manière  continue  avec  la  position  du  point  B, 
l'extremum  AB  réalisera  un  maximum  absolu. 

^ous  avons  va  (iV  115)  qu'il  en  est  ainsi  pour  les  brachisto- 
chrones  relatives  à  la  pesanteur.  La  cycloïde  du  n"  115  est  donc 
brachistochrone  absolue . 

Au  contraire,  dans  le  cas  des  g-éodésiques  de  la  sphère  (grands 
cercles),  tout  point  de  la  surface  a  un  foyer  —  le  point  diamétra- 
lement opposé — ^  lequel  est  un  foyer  absolu.  Tout  arc  de  grand 
cercle  qui  ne  contient  pas  deux  foyers  conjugués  —  autrement  dit, 
tout  arc  plus  petit  qu'une  demi-circonférence  —  donne  le  mini- 
mum de  la  distance  sphérique.   Ce  minimum  cesse,  au  contraire. 


(';  On  peut  faire  rentrer  dans  celte  condition  celle  que  le  problème  soit  ordi- 
naire. L'ensemble  de  ces  deux  bvpolbèses  revient,  en  effet,  à  dire  que  la  condi- 
tion de  Weierstrass  modifiée  est  vérifiée  au  sens  strict. 
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pour  un  arc  plus  ^rand  que  la  demi- circonférence.  Pour  un  arc 
égal  à  une  denii-circonl'érence,  il  subsiste  comme  minimum  lanjc, 
conformément  aux  conclusions  du  n"  336. 

On  trouve,  dans  le  Mémoire  cité  de  M.  Osgood  (Voir  la  note 
de  la  page  407  1,  l'application  des  tliéorèjues  précédents  aux  géodé- 
siques  dans  des  cas  plus  i^énéraux. 

343.  Considérons  maintenant  linlégrale 


qui  représente  laction  dans  le  mouvement  d'un  point  pesant. 

L'enveloppe  fê  des  evlrémales  issues  d'un  point  donné  A 
^x  =  o,  c  =  r*')  est  (n"  116)  la  parabole  de  sûreté.  Par  tout  point  B 
intérieur  à  cette  courbe  passent  deux  extrémales  :  l'une.  (]ue  nous 
tlésignerons  par  /,i,  touche  1  enveloppe  exti'rieurement  à  lare  AB 
(Jig-  i5);  l'autre  /^  touche  l'enveloppe  entre  A  et  B. 

Au  contraire,  si  le  point  B  est  extérieur  à  la  parabole  de  sûreté, 
les  extrémales  Àj,  J.-,  cessent  d'exister. 

Soient,  d'autre  part,  AAi,  BBi  les  perpendiculaires  abaissées  des 
deux  points  A,  B  sur  l'axe  des  x  (directrice  commune  des  para- 
boles extrémales)  :  Ai  étant,  par  conséquent,  le  sommet  de  la  para- 
bole de  sûreté.  Le  chemin  AAiBiB  (Ji'j-  4;))  est  une  solulion  discon- 
iiniie  annulant  la  variation  première. 

Nous  allons  démontrer  que  le  minimum  de  l'action  entre  les 
points  A  et  B  est  nécessairement  fourni  soit  par  l'arc  AB  de  la 
parabole  que  nous  avons  appelée  /i,  soit  par  la  ligne  brisée  AAiBiB. 

Plus  j)récisément,  si  i'  est  une  ligne  quelconque  allant  de  A  en  B 
(et  supposée  située  tout  entière  dans  la  région  r  >■  o)  : 

1"  L'action  suivant  U  est  supérieure  à  l'action  suivant  ).i,  si  :i'  est 
tout  entière  située  à  l'intérieur  de  la  parabole  de  sûreté  ; 

2"  L'action  suivant  li  est  supérieure  à  celle  qui  correspond  au 
chemin  AAiBiB,  si  '£  sort  de  la  parabole  de  sûreté  (ce  qui  arrive 
forcément  si  B  est  extérieur  à  cette  parabole). 

1°  Si  :X  est  tout  entière  intérieure  à  la  parabole  de  sûreté,  nous 
pouvons,  entre  chacun  de  ses  points  M  et  le  point  \,  tracer  la 
parabole  que  nous  avons  appelée  ).i.  Cette  ligne  est  bien  déterminée 
et  varie  dune  manière  continue,  tant  qu'on  ne  sort  pas  de  la  para- 
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^1  1  .  ) 


hole  de  sûreté  ;  elle  coïncide  avec  l'exlrénialc  Ài  (|ue  Ion  considère, 
lorsqu'on  paivieiit  à  la  seconde  extrémité  li  cojimiune  à  celte  exlié- 
male  et  à  îi.  La  série  des  paraixiles  A^  ainsi  tracées  constitue  donc 
un  faisceau  rr(iuliei-  (à  l'inlérieui-  de  (£•). 

La  condition  de  W  eieistrass  étant  icn![)iie,  l'arc  d'cxtiéinale  À, 
fournit  bien  une  action  moindre  que  la  ligne  ;-i  dans  les  conditions 
indiquées. 

2"  Si  la  ligne  ^-i,  issue  du  point  A  qui  est  intérieur  à  la  parabole 
de  sûreté,  sort  de  cette  ])arabole,  elle  la  rencontre  en  un  ou  plu- 
sieurs points  :  soit  m  le  premier  d'entre  eux  en  partant  de  \. 

Les  conditions  précédentes  subsistent  en  ce  qui  concerne  l'arc  Am. 
On  diminuera  donc  l'action  en  rempla(;ant  cette  ])artie  du  clicmin 
pai-  l'arc  d'extrémale  (unique)  /  qui  part  de  A  et  touche  d'  en  m. 


MO.     ',.). 


Mais  d'autre  part,  soit  m'  un  autre  point  de  la  parabole  de 
sûreté  situé  entre  Ai  et  ttt.  Si  l'on  trace  de  même  l'extrémale  /' 
issue  de  A  et  tangente  à  G  en  m'  (Ji>j.  Iq)  on  aura  (n"  333)  : 


jm^jm'_^jm 


PO 


(>^') 


\(S: 


m 


Déplaçons  le  point  m  sur  ($  jusqu'à  l'amener  à  coïncider  avec 
le  point  Al  :  l'extrémale  Am'  devient  la  verticale  AAi,  et  on  voit 
ainsi  qu'on  diminue  le  résultat  en  remplaçant  ï  par  cette  verticale, 
suivie  d'un  chemin  qui  va  de  Ai  en  B. 

Celte  seconde  2^ai'li<i  donnant  manifestement  une  action  plus 
grande  que  la  verticale  BiB,  notre  conclusion  est  démontrée  ('). 


(')  La  partie  AiBi  de  l'axe  des  x  donne  évidemment  une  intégrale  nulle. 
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344.  Pour  avoir  le  mininuim,  il  laut  donc  prendre  celui  des 
deux  chemins  ).i  ou  AAiBiB  qui  fournit  la  plus  petite  action. 

La  ligne  ).i  est  évidemment  celle  qui  convient  si  le  point  B  est 
très  rapproché  de  A. 

Conformément  à  la  remarque  du  n"  334,  cette  propriété  cessera 
non  seulement  lorsque  le  point  B  atteindra  la  parabole  de  sûreté 
de  foyer  A,  mais  avant  qu'il  en  soit  ainsi. 

Soit 

(  lo6)  (.r  —  h)-  —  4  '»  {t  —  m)  =  o 

l'équation  d'une  parabole  Ài,  les  coordonnées  //,  2m  du  foyer  étant 
liées  par  la  relation 

(107)  /î2  — /im(r«— m)  =  0 

nul  exprime  que  )i  passe  par  A.  Soient  .r,  r  les  coordonnées  d'un  second 
pointlipris  sur  Ài.  L'action  suivant  AVJiiB  est  ^  (  :°-  -h  :-  \.  L'action 
suivant  l'arc  de  parabole  Ài  a  la  valeur 


~  3  3 

Ces  deux  valeurs  de  l'action  sont  égales  lorsque  les  points  A,  B  sont 
sur  une  même  verticale  :  car  alors  les  deux  chemins  qui  les  fournissent 
sont  tous  deux  (cf.  page  118,  note  i)  composés  des  deux  portions  de 
verticales  AAj,  AiB. 

Sur  une  parahole  À  déterminée  passant  par  A  et  non  réduite  à  une 
droite  double,  la  dilTérence 

(,08)      I    -r  =  ir.oi^J_..-'-^"-  +  3(/,-+i,„^^ 

(\.A,B,B)      ()/         ^ 


L  8nfi  J 


(considérée  comme  fonction  des  coordonnées  du  point  B  variable  sur 
la  courbe)  s'annule  une  fois  et  une  seule  de  chaque  côté  de  A,  comme 
le  montre  aisément  l'étude  de  sa  dérivée  par  rapport  à  x. 

Soit  N  le  point  ainsi  obtenu  :  on  en  obtient  le  lieu  sous  une  l'orme 
simple  en  posant 

(•09)  w- 


X' 


V 
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^^7 


(les  radicaux  étant  pris  positivement).  L'élimination  de  x,  z,  z"  entre 
les  équations  (loG),  (107),  (109)  et  celle  qu'on  obtient  en  annulant  la 
différence  (108)  donne 


3(u5    +    1,3)    _3(„-2    4 

équation  qui  se  décompose  en 

U  -h  V  I 


o, 


(laquelle  correspond  au  cas  où  x  =  o,  c'est-à-dire  où  A  et  B  sont  sur 
une  même  verticale  et  où  nous  venons  de  voir  que  la  différence  (108) 
est  effectivement  nulle)  et  en 


(110) 


2  ((j- 


—  (u  -h  i')  —  1=0. 


Cette  dernière  représente  dans  le  plan  des  m,  une  ellipse  {fij.  3o) 
dont  le  petit  axe  n'est  autre  que  le  segment  de  la  droite  11  -\-  v  =  i 
compris  entre  les  droites  u  =  o,  v  =  o, 
pendant  que  le  grand  axe  est,  par  consé- 
quent, dirigé  suivant  la  droite  u  =  v. 

A  tout  système  de  valeurs  positives  de 
H,  V  (telles  que  u  -+- 1'  >■  i  et  |  «  — 1!|  -^  i) 
correspond  (co  étant  donné)  un  système 


déterminé  de  valeurs  de  .r^ 


h  ,    ^ 

:,  -  ,  in.c  est- 

X 


à-dire,  à  une  svmétrie  près  par  rapport  à 
l'axe  des  r,  un  point  B  déterminé  et  une 
parabole  À  passant  par  ce  point.  Si  u,  v 
satisfont,  en  outre,  à  l'équation  (110),  B 
et  X  seront  tels  que  l'expression  (108)  s'an-  p,g    :;„ 

nule.  D'après  le  résultat  de  M.  Darboux, 

le  foyer  conjugué  de  A  ne  devra  pas,  dans  ces  conditions,  être  situé' 
entre  A  et  B  :  c'est-à-dire  que,  relativement  aux  points  A  et  B  consi- 
dérés, 1  devra  être  la  parabole  Xi  et  non  la  parabole  Xo  ;  et  c'est  ce  (jue 
l'on  vérifie  aisément  ('). 

Si,  enlin,  après  avoir  exprimé  x-  et  c  en  fonction  de  a  et  de  v.  on 
remplace  ces  quantités  elles-mêmes  par  les  expressions 


i-  +  /  v/3 


(')  La  condition  que  doivent  remplir  u,  v  (vériGant  ou  non  l'équation  (iio), 
pour  que  la  parabole  X  correspondante  (supposée  réelle)  soit  une  parabole  X,  e) 
non  une  parabole  Xo,  est  (i-  +  v-  —  i  >  o.  Autrement  dit,  le  point  de  coor- 
données ((,  V  doit  èlre  extérieur  au  cercle  représenté  en  trait  discontmu  sur 
la  f'O-       • 
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t  variant  de  o  à  -i-  »c  (ce  qui  correspond  à  la  partie  de  l'ellipse  (iio) 
située  dans  la  région  ii  "^  o,  v  ^  o),  on  \oit  que  la  courbe  (N),  lieu 
du  point  N,  peut  être  considérée  comme  représentée  par  les  équations- 


■2  +  <  v^S^  ' 


U^3 


o  <  <- 


La  courbe  (N)  ainsi  obtenue  a  un  point  singulier  à  apparence  ordi- 
naire à  l'origine  et  des  branches  paraboliques  verticales  comme  (5. 
Mais  le  rapport  des  abscisses  des  deux  courbes  correspondant  à  une 
même  ordonnée  est  nul  tant  à  l'origine  qu'à  l'infini.  Il  a  son  maximum 

—- ' 3  =  — ^^- )  pour  /  =  1  {:  =  z^). 

v/a  _l_  ^3        I  +  V^J 

M.  Mac  Neish  (')  a  étudié  à  un  point  de  vue  tout  analogue  le  pro- 
blème de  la  surface  de  révolution  minima,  dont  nous  avons  parlé  au 
n"  116  bis. 


{  égal  à 


345.  Si  maintenant  nous  nous  reportons  à  ce  que  nous  avons- 
dit  d'une  manière  oénéralc  relativement  à  l'intéerale 


-c' 


/ 


nls  (p  >  o,  ;  >  o) 


aux  n"*  116119,  nous  reconnaîtrons  que  les  conclusions  qui 
viennent  d'être  formulées  lui  sont  entièrement  applicables. 

Si  en  effet  deux  points  A,  B  peuvent  être  joints  par  deux  arcs 
clextrémales,  nous  aAons  établi  qu'un  et  un  seul  de  ces  deux  arcs 
vérifie  la  conditioji  de  Jacobi.  Cet  arc,  tant  qu'il  existe  —  c'est-à- 
dire  tant  que  l'un  des  deux  points  donnés  est  à  l'intérieur  de  la 
courbe  ($  correspondant  à  l'autre  —  réalise  la  construction  de 
\\  eierslrass  entre  ces  deux  points. 

Il  en  résulte  qu'il  fournit  un  minimum  relatif,  et  même  mi 
mininnmi  absolu  par  rapport  à  tout  cbemin  ;ï  entièrement  inté- 
rieur à  (g. 

Par  rapport  aux  ciiemins  qui  tra\ersent  ($,  le  minimum  sera 

(';  Ami.  of  Malh.,  série  :>.,  l.  -j  (igoâl;  p.  03. 
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cerlainemcnl  fourni  par  la  ligne  brisée  AÂiBiB  (n"  343).  La  dé- 

monslralion  donnée  à  cet  égard  dans  le  cas  de  p  =  ^  repose  en 

elTet  uniquement  sur  ce  que  la  parabole  de  sùrclé  est  tangente  en  A 
à  xx'  et  dépourvue  de  point  de  rebroussement. 

Or  ces  propriétés  appartiennent  (n"  119)  à  (s,  quel  que  soit  le 
nombre  positif  p. 

346.  On  peut  ramener  à  une  question  d'exlremum  libre  celle, 
qui  s'est  posée  au  n"  219  à  propos  du  mouvement  curvilig-ne  d'un 
point  pesant  soumis  au  frottement,  de  savoir  si  la  droite  AB  fournit 
un  maximum  pour  la  vitesse  finale  \^((7  tl'un  tel  point,  supposé 
parti  de  A  avec  une  vitesse  initiale  donnée  (en  l'absence  de  résis- 
tance fonction  de  la  vitesse),  parmi  toutes  les  trajectoires  assujetties 
à  être  tangentes  à  cette  droite  en  A  et  en  B. 

Nous  apporterons  toutefois  une  restriction  de  plus  en  convenant 
encore  que  l'angle  0  de  la  tangente  à  la  ligne  variée  avec  Ox  doit 
retrouver  en  B  la  même  valeur  qu'il  avait  en  A  (au  lieu  de  varier 
de  2/.-,  comme  il  pourrait  le  faire  sans  cela). 

\ous  admettrons,  en  outre,  que  la  réaction  normale  ne  change 
jamais  de  sens  sur  les  trajectoires  considérées,   qu'elles   restent, 

|)ar  exemple,  toujours  sinistrorsum  (ce  qui  suppose  en  particulier 


que  l'angle  de    VB  avec  Ox  est  compris  entre  o  et   J.   L'équa- 
tion (  19."))  donnera 


u'  =  e-^^^'    C e-'^^dx  - 'uh 


et  si,  comme  nous  le  supposons,  la  valeur  de  0  est  donnée  aux 
limites,   nous  aurons  à  chercher  le  maximum  de  l'intégrale  qui 

figure  au  second  membre  et  dans  laquelle  on  a  ^  =  arc  tpf  /  • 

Cette  intégrale  rentre  bien  dans  le  type  général  (1)  étudié  en  ce 
moment.  On  doit  remarquer  toutefois  qu'ici /(x,  y,  dx,  dy)  n'est 
pas  une  fonction  bien  déterminée  de  dx,  dy.  Sa  valeur  ne  peut 
être  exactement  assignée  que  par  l'étude  de  la  variation  continue 
de  5  le  long  de  :X. 

Supposons  que  nous  puissions  prendre  y  comme  variable  indé- 
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pendante,  et  écrire  par  conséquent  notre  intégrale  sous  la  forme 


-27arcfgxV^./_^v  ;^ 


La  condition  de  Jacobi  est  toujours  remplie,  puisque  les  extré- 
males  sont  des  lignes  droites.  La  condition  de  Legendre  l'est  égale- 
ment, et  au  sens  strict,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  x  .  La 
fonction 

a,  en  effet,  pour  dérivée  seconde  par  rapport  à  xi 

La  droite  AB  réalise  donc  le  maximum  dans  les  conditions  où 
nous  venons  de  nous  placer,  c'est-à-dire  si,  outre  la  condition  d'être 
bi-tangentes  à  AB,  les  cour])es  variées  sont  assujelties  à  celles  que  v 
y  varie  toujours  dans  le  même  sens. 

Or,  nous  devons  admettre  qu'il  en  est  ainsi,  si  nous  conservons 
la  double  hypothèse  que  nous  avons  adoptée.  Si,  en  effet.  5.  ini- 
tialement compris  entre  o  et  tt,  était  susceptible  de  sortir  de  cet 
intervalle,  il  devrait  atteindre  en  décroissant,  soit  certaines  valeurs 
inférieures  à  zéro,  soit  (puisqu'il  doit  finalement  revenir  à  sa  valeur 
primitive),  certaines  valeurs  supérieures  à  ;:.  Dans  l'un  ou  l'autre 
de  ces  deux  cas,  la  ligne  'i  cesserait  d'être  sinistrorsum,  d'après 
l'expression  (189')  n°  216,  de  N. 

On  aurait  pu  encore,  dans  les  mêmes  hypothèses,  partir  de 
l'expression /(a;,  }',  cos  5,  sin  5)  en  fonction  de  5  et  employer  la 
formule  (86)  du  n"  309.  On  a  immédiatement 

/  +  ^e'(  =  -4x(i+x^)sinee-^ 

Cette  formule  donne  bien  le  résultat  cherché,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  au  n°  309,  si  les  arguments  9  de  la  ligne  variée  et  d'une  extré- 
male  spéciale  ne  diffèrent  pas  de  plus  de  r,  et  ne  comprennent  pas 
entre  eux  de  valeur  égale  à  un  multiple  de  r.  :  double  condition 
que  nous  devons  considérer  comme  toujours  vérifiée,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  voir. 
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347.  Dans  lous  les  raisoniieinenls  généraux  qui  [)récèLlcnl,  nous 
avons  admis  que  les  données  du  problème  étaient  régulières,  c'est- 
à-dire  que  la  fonction /était  finie  et  continue  ainsi  que  ses  déri- 
vées des  deux  premiers  ordres,  par  rapport  aux  différentes  variables 
dont  elle  dépend  et  que//2  (dans  le  cas  d'une  seule  inconnue)  était 
différent  de  zéro.  Mais^  lors  même  qu'il  n'en  serait  pas  ainsi,  les 
raisonnements  précédents  pourront  être  encore  valables  :  il  suffira 
que  l'on  connaisse  un  faisceau  spécial  régulier  et  que  l'on  soit 
assuré  que  l'intégrale   I   ï'dx  est  finie  et  de  signe  déterminé. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


i 


0  v^\  , 
XY  -  -h  m-  "  -  ]iu 

X 


OÙ  m  est  un  nombre  positif  donné  et  chercbons-en  le  mininumn, 
y  étant  assujetti  à  s'annuler  pour  a?  =  o  et  à  prendre,  pour  x  =^  a 
la  valeur  b.  Les  extrémales,  fournies  par  l'équation  ditTérentielle 

(/•  )  J^  {xy)  -%'  =  ^y"  +  V'  -  nf-  ^  =  o 

ont  pour  équation  en  termes  finis 

r  r=  !XX'''    H-    <^X-"'. 

Toutes  celles  qui  correspondent  h.  fi>  =  o  passent  par  l'origine 
des  coordonnées.  (Pour  m  =  i,  ce  seront  des  lignes  droites).  L'une 
d'entre  elles  passe  par  le  point  (a,  b'  et  donne  à  l'intégrale  la 
valeur 

/  =  mh'. 

Cette  valeur  est  un  minimum.  C'est  ce  que  nous  prouverons  par 
le  raisonnement  général.  La  construction  de  AA  eierstrass  est  évi- 
demment possible  en  prenant  pour  extrémales  spéciales  celles  qui 
partent  de  l'origine  ;  et  8  est  positif. 

La  seule  difficulté  qui  puisse  se  présenter  est  que  l-  devienne 
infini  (pour  ./;  ==  o  . 

Mais  si  l'intégrale  /  est  infinie,  elle  est  nécessairement  infime 
positive  et  ki  question  ne  se  pose  pas. 

Dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  prise  de  o  à  x  suivant  X  tend 
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par  dt'linition  vers  o  avec  x,  et  il  en  est  de  même  de  l"inlégralc 
prise  suivant  l'extrémale  spéciale,  qui  a  la  valeur  iuy\ 

Dès  lors  au  lieu  de  faire  croître  x  de  o  à  a,  taisons-le  t'iécroitrc 
de  a  à  o.  La  quantité  |/|  du  n"^  299,  recevant  d'abord  la  va- 
leur de  I  —  inlr,  sera  constamment  décroissante;  et  nous  venons 

['£) 
de  voir  qu'elle  tend  linalement  vers  o. 

On  a  di>nc  l)icn  1  —  n  Ir  >  o. 


CHAPITRE  IV 


LIMITES   VARIABLES,    SOLUTIONS    DISCONTINUES 
ET   VARIATIONS    UNILATÉRALES 


I.  LIMITES  VARIABLES  SUR  DES  COURBES  DONNÉES 

348.  Nous  avons  dit  que  sous  sa  forme  primitive,  la  théorie  de 
AA  eierstrass  supposait  toujours  le  faisceau  formé  avec  les  extrc- 
males  issues  d'un  même  point.  C'est  M.  Kneser  qui  a  donné  à  la 
notion  de  faisceau  le  sens  plus  étendu  avec  lequel  elle  a  été  prise 
dans  ce  qui  précède.  Grâce  à  celte  extension,  il  a  pu  montrer  que 
les  méthodes  précédentes  s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  où  l'une 
des  extrémités  A  de  la  ligne  d'intégration  n'est  plus  fixe,  mais 
simplement  assujettie  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  ime 
surface  donnée  F. 

Il  suffira  pour  cela  de  composer  le  faisceau  avec  les  extrémales 
transversales  à  F. 

On  pourra  alors  répéter  sans  modification  (comparer  /?</.  3-,  38) 
les  raisonnements  des  n"'  317-321  et  l'on  trouvera  encore 

(70)  I  —  1=   i  Mx, 

de  sorte  que  l'extrémale  donnée  X  fournil  pour  l'intégrale  consi- 
dérée une  valeur  plus  petite  que  tout  autre  chemin  suffisamment 
voisin  joignant  B  à  im  point  V  de  F  si,  en  tout  point  d'une  cer- 
taine région  âl  autour  de  ).  : 

i"  Il  passe  une  extrémale  et  une  seule  du  fc\isccau  ainsi  constitué 
(par  conséquent  transversale  à  F),  laquelle  varie  continûment  avec 
la  position  du  point  ; 
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2"  La  condition  de  Weierstrass  (relative  au  minimum  foil  ou  au 
minimum  faible  selon  les  cas)  est  vérifiée. 

La  seconde  de  ces  deux  conditions  est  identique  à  celle  qui 
intervenait  dans  le  cas  des  extrémités  fixes.  La  première  peut  se 
mettre  sous  une  forme  analogue  à  la  condition  de  Jacobi  :  l'inté- 
grale des  équations  aux  variations  qui  (dans  le  cas  d'une  seule 
inconnue)  devra  être  différente  de  zéro  sur  l'arc  AB  —  ou,  pour  n 
quelconque,  les  solutions  dont  le  déterminant  spécial  devra  ne  pas 
s'annuler  sur  cet  arc  —  sont  celles  qu'on  déduit  de  la  famille 
transversale  à  F. 

349.  Le  champ  fonctionnel  actuel  comprenant  visiblement  à 
son  intérieur  celui  où  nous  nous  étions  placés  aux  chapitres  pré- 
cédents, les  conditions  de  notre  nouvel  extremum  doivent  com- 
prendre celle  de  l'ancien  ;  et,  la  condition  de  V\  eierstrass  étant  la 
même  de  part  et  d'autre,  la  différence,  s'il  y  en  a  une,  doit  porter 
sur  la  condition  de  Jacobi. 

En  fait,  on  voit  immédiatement  que  notre  nouvelle  condition  de 
Jacobi  est  au  moins  aussi  restrictive  c[ue  la  première.  Celle  ci  exi- 
geait simplement  qu'il  existât  un  faisceau  régulier  :  nous  exigeons 
maintenant  que  ce  faisceau  soit  formé  d'une  manière  donnée  à 
l'avance. 

La  limite  des  positions  que  l'on  peut  donner  au  point  B  de 
manière  à  satisfaire  à  la  condition  de  Jacobi  ainsi  modifiée,  s'ob- 
tient en  prenant  l'enveloppe  des  extrémales  transverales  à  F,  puis  le 
point  de  contact  (le  plus  rapproché  de  A)  entre  cette  enveloppe  et 
i'extrémale  X  :  c'est  ce  que  l'on  peut  appeler  le  foyer  conjugué  de  F 
sur  I'extrémale  ('). 

350.  On  montrera  également  que  les  conditions  précédentes  sont 
nécessaires,  en  répétant  les  raisonnements  du  n"  332.   On  verra 

(')  Ce  foyer  sera  dctcrminé  (dans  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue)  par 
une  équation  de  la  forme  y  -f-  hz  =  o,  oii  y  =  :.'"  et  z  =:  ^~—  sont  deux  solu- 
tions de  l'équation  aux  variations,  dérivées  de  y  par  rapport  aux  deux  cons- 
tantes arbitraires  dont  dépend  l'intégrale  générale  de  (E).  l'our  déterminer  h, 
on    devra    considérer   la    relation   «i    et  ao  qui  exprime  qu'une  exlrémale  est 

transversale  à  I^,  et  h  sera  la   valeur  de   ,-^  tirée  de  cette   relation.   On   verra 
facilement  que  la  courbe  1"  y  intervient  par  sa  courbure  en   V. 
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de  même  que  le  minimum  cesse  déjà  en  général  lorsque  le  point  B 
coïncide  avec  le  fo}er  conjugué,  l'exception  correspondant  au  cas 
du  foyer  en  pointe.  Le  chemin  qu'il  convien- 
dra d'employer  se  composera  ifi^i-  5i).  J 

1°  D'un  seo^ment  d'extrémale  transversale 
à  F; 

2"  D'un  segment  d'extrémale  aboutissant 
en  B. 

L'extremum  aura  lieu  ou  non  suivant  que  l'angle  formé  par  ces 
deux  lignes  sera  sortant  ou  rentrant. 

Comme  précédemment,  lorsque  B  coïncidera  avec  le  foyer  con- 
jugué, l'extremum  [)ersistera  si  un  voisinage  du  second  ordre  est 
imposé. 

351.  Le  foyer  de  loiite  courbe  {ou  surface)  Y  transversale  à  À  en  A 
est  situé  entre  A  et  le  foyer  conjugué  $(  de  A. 

Ce  fait  qui  n'est  pas  distinct  du  théorème  de  Sturm  ')  (n°  269) 
revient  à  celui  que  nous  avons  constaté  au  n"  349. 

Nous  savons  de  par  la  condition  de  Jacobi  telle  qu'elle  a  été 
obtenue  dans  les  chapitres  précédents  que  l'extremum  n'a  plus  lieu 
sur  l'arc  A9(.  Or  cet  extremum  devrait  persister  (la  condition  de 
Weierstrass  étant  vérifiée)  si  quelque  faisceau  que  ce  soit  restait 
régulier  sur  tout  cet  arc  et,  par  conséquent,  si  F  n'avait  pas  de 
foyer  conjugué  entre  A  et  5(. 

Plus  généralement,  considérons  (en  nous  plaçant,  pour  simplifier, 
dans  le  cas  du  plan)  deux  courbes  dilTérentes  F,  Fi  toutes  deux 
transversales  en  A  à  ).  et,  par  conséquent,  tangentes  entre  elles. 
Nous  supposerons  que  ces  deux  courbes  ne  se  traversent  pas  en  A 
et  que  Fi  est  (pour  lixer  les  idées)  du  même  côté  de  F  que  notre 
arc  AB. 

Supposons^  d'autre  part  : 

1°  Que  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum  faible  est 
vérifiée  aux  environs  de  l'exlrémale  ).  ; 

2"  Que  l'élément  d'intégrale  donnée  est  positif  en  A  sur  /.  et,  par 


('  )  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  se  reporter  à  la  forme  de  l"équalion  qui 
détermine  le  foyer  de  V  (voir  la  note  précédente). 
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conséquent  aussi  sur  toute  ligne  ayant  avec  la  première  un  voisi- 
nage du  premier  ordre. 

Alors  je  dis  que  le  foyer  de  Vi  sera  pins  rapproché  de  A  /jue 
celui  de  T. 

Soit  en  effet  B  un  point  de  ),  plus  rapproclié  de  A  que  le  foyer 
€onjiigLié  de  Fi.  La  condition  de  ^\  eicrslrass  étant  vérifiée,  le 
minimum  faible  est  assuré,  c'est-à-dire  que  tout  chemin  joignant  B 
à  un  point  de  Fi  et  ayant  avec  À  un  voisinage  du  premier  ordre 
suffisamment  étroit  donnera  à  lintégrale  /  une  valeur  plus  grande 
que  I. 

Il  en  sera  dès  lors  forcément  de  même,  sous  les  mêmes  hypo- 
thèses de  voisinage,   pour  un  chemin  c[uelconr|ue  joignant  J)  à  un 

[)oint  de  F    :   car  un  tel    chemin  se 

/  ^  compose  d'une  partie  BA'i  [Jig-  52) 

jAV'--'-.,_^  comprise  entre  B  et  li  et  dune  partie 

"■"---~..  A'iA' comprise  entre  les  deux  courbes 


'  ^         Fi.  F  :  or  cette  dernière,  d'après  les 

\  hypothèses  faites,  donne  dans  l'inté- 

\      r,  grale  un  terme  positif. 

j.     r  Donc  si  l'arc  AB  ne  comprend  pas 

le  foyer  conjugué  de  Fi,  il  ne  com- 
prend pas  non  plus  celui  de  i\  lequel,  par  conséquent,  est  néces- 
sairement plus  éloigné  que  le  premier.  La  coïncidence  de  ces  deux 
points  n'est  toutefois  pas  exclue  par  le  raisonnement  précédent. 

Nous  avons  vu  cjue  le  foyer  conjugué  d'une  courbe  F  sur  ).  va- 
rie avec  la  courbure  de  F  en  A.  Le  théorème  actuel  nous  montre 
le  sens  de  cette  variation  ('). 

Les  résultats  seraient  renversés  si  \B  satisfaisait  aux  conditions 
du  maximum  et  non  à  celles  du  minimum,  ou  si  l'élément  d'inté- 
grale était  négatif  au  lieu  d'être  [)ositif. 

En  un  mot,  notre  conclusion  correspond  au  cas  où  le  signe  de 
l'élément  d'intégrale  esl  aussi  celui  de  G  ;  elle  serait  inverse  si  ces 

('■)  On   peut   même,   lorsque   les  fojers  de    V  et  de    I")   sur  À   sont  donnés. 

déduire  aisément  de  ce  que  nous  venons  de  dire  des  limites  pour  le  rapport  'ZÂ~  • 

A  A'" 
c'est-à-dire  pour  la  dilTcrencc  des  courbures  de  V  et  de  F,.  On  ul.iliserait,  à  cet 
«ITet,  les  remarquesque  nous  indiquerons  plus  loin  aux  n°*  397.  397  ûis. 
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tleuN  signes  éLaienl  opposés.  C'est  Jaillems  le  piciuicr  cas  qui  se 
présenlo  habilucllemcnl  ('). 

Si  l'on  avait  plusieius  ronclions  inconnues,  les  combes  V  et  F, 
seraient  en  général  remplacées  par  deux  surfaces,  pt  l'on  pourrait 
recommencer  le  raisonnement  précédent  si  l'on  savait  que  ces  deu\ 
surfaces  ne  se  traversent  pas  au  voisinage  de  A.  Mais  c'est  ce  qui 
n'a  pas  nécessairement  lieu. 

352.  Nous  serons  conduits  à  des  considérations  tout  analogues 
si  nous  cherchons  avec  M.  iiliss  ("')  les  conditions  du  minimum 
pour  le 

Cas  où  les  deux  extrémités  de  la  lig-ne  d'intégration  sont  variables 
et  simplement  assujetties  à  décrire  res[)cclivement  deux  courbes 
données  F,  F^ 

Soient  A,  13  deux  points  pris  respectivement  sur  ces  courbes  et 
joints  par  un  arc  dune  extrémale  /..  Pour  simplifier  le  langage, 
nous  appellerons  sens  de  gauche  à  droite,  sur  celte  extrémale,  celui 
qui  va  de  A  en  B. 

La  courbe  F  a,  sur  X,  deux  foyers  conjugés,  l'un  à  gauche  q, 
l'autre  à  droite  Q  (chacun  de  ces  foyers  pouvant  ne  pas  exister, 
auquel  cas  nous  le  considérons  comme  indéfiniment  éloigné). 

De  même  la  courbe  F'  aura  deux  fovers  conjugués,  l'une  g"  à 
gauche  et  l'autre  rj'  à  droite. 

Le  point  g  est  le  foyer  conjugué  de  fj',  [)uis([ue  ces  deux  points 
correspondent  à  deux  zéros  consécutifs  d'une  même  intégrale  de 
l'équation  aux  variations;  et  le  point  r^'  est  le  foyer  conjugué  dr  j^'  . 
Il  en  résulte,  en  particulier,  que  les  deux  points  5',  g  se  succèdent 
dans  le  même  ordre  que  jj",  Q'. 

Si  maintenant  l'arc  d'extrémale  AB  doit  réaliser  un  minimum 
de  l'intégrale  /par  rapport  à  toutes  les  lignes  voisines  joignant  un 
point  de  F  à  un  point  de  F',  il  faudra  tout  d'abord  que  la  condition 
de  A\  eierstrass  corresj)ondante  soit  réalisée. 

De  plus  il  faudra,   évidemment,  que  les  deux  foyers  g  et  j^' 

(')  Nous  avions  préccdtMument  nionlrc  (ii'^  315;  qu'on  pouvait  toujours 
eonsidcrer  ce  premier  cas  conune  réalisé,  ^tais  la  transformatiou  cm[)lo}<e  a 
cet  effet,  à  savoir  l'addition,  à  l'élément  d'intégrale,  d'une  certaine  difTéren- 
lielle  exacte,  ne  serait  plus  légitime  ici. 

C^)  Malh.  Ann.,  t.  58,  p.  70;   Ujo'i. 
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soient  extciicurs  à  l'arc  AB.  Mais  celte  dernière  condition  est  com- 
prise dans  la  suivante  que  nous  allons  établir  : 

Voi'drc  des  poinis  g.  r^'  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui 
des  points  g',  g'^  —  doil  cire  inverse  de  l'ordre  A,  B. 

Autrement  dit,  les  six:  points  dont  nous  venons  de  parler  (s'ils 
existent  tous)  doivent  être  rangés  dans  l'ordre  g",  jj',  A,  B,  q\  g. 


Supposons,  en  effet,  que  g'  soit  à  la  droite  de  g  et  soit  C  un  point 
compris  entre  eux  deux  sur  ),,  —  situé,  par  conséquent,  au-delà 
de  g,  mais  en  décade  g'.  Il  existera  des  lignes  telles  que  îX  (Jig-  53) 
joignant  un  point  A'  de  F  au  point  C  et  donnant  lieu  à  l'inégalité 

/^</^ 

Mais  si  B'  est  le  point  oii  une  telle  ligne  coupe  F^  on  aura 

r.  >  r- 

car,  d'après  nos  hypothèses,  l'arc  BC  correspond  à  un  minimum 
de  /  par  rapport  aux  lignes  terminées  au  point  C  et  à  la  courbe  F', 
contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  l'arc  AG  et  la  courbe  F. 
Donc,  par  ditTérence, 

et,  par  conséquent,  dans  ces  conditions,  le  minimum  cherché  ne 
serait  point  réalisé, 

353.  Inversement,  sup[)Osons  que  g  soit,  au  contraire,  à  droite 
de  g'  et  soit  encore  C  un  point  compris  entre  eux  deux.  Je  dis  que 
pour  tout  chemin  A'B'  suffisamment  voisin  de  AB  (le  voisinage 
étant  d'ordre  zéro  ou  d'ordre  un,  suivant  la  nature  de  la  condition 
de  Weierstrass)  et  tracé  entre  F  el  F^  on  aura 

i\  >r. 
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En  effet,  B'  étant  voisin  do  B  et  le  point  C  étant  situé  au-delà 
du  foyer  de  F',  Ton  peut  joindre  B'  à  C  par  une  ligne  (voisine  de  a) 
telle  que  l'on  ait 

Mais  on  aura  ainsi  un  chemin  A'B'C  allant  de  la  ligne  F  au 
point  C  et  comme,  par  rapport  à  de  tels  chemins,  l'arc  AC  réalise 
le  minimum,  on  pourra  écrire  l'inégalité  : 


Donc,  par  diflférence. 


r,  >  i\ 


Comme  nous  voulions  le  démontrer. 

La  condition  précédemment  imposée  aux  foyers  g,  g^  jointe  à 
la  condition  de  \^  eierstrass  est  donc  nécessaire  et  suffisante,  le  seul 
cas  qui  reste  douteux  étant  celui  où  g  coïnciderait  avec  g^  g' 
avec  g'\ 

Cette  même  condition  est  encore  nécessaire  s'il  y  a  plusieurs 
fonctions  inconnues  (de  sorte  que  F,  F^  sont,  en  général  remplacés 
par  des  surfaces  (')),  mai?  nous  ne  serions  plus  assurés  qu'elle  est 
suffisante,  un  point  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyés  plus 
haut  restant  à  démontrer  (celui  que  nous  avons  mis  entre  crochets). 

354.  Exemples.  Considérons  encore  l'action  relative  au  mouve- 
ment d'un  point  pesant,  en  nous  bornant,  pour  simplitier,  aux 
figures  tracées  dans  un  plan  vertical  fixe. 

Cherchons  d'abord  le  chemin  qui  donne  la  plus  petite  valeur  à 
l'intégrale 

parmi  tous  ceux  qui  vont  d'une  droite  donnée  F  à  un  point  donné  B 
du  plan  vertical  en  question.    Proposons-nous,    dans  ce  but,   de 

C)  La  condition  serait  encore  suffisante  si  T  était  remplacé  par  une  ligne 
mais  c'est  alors  la  démonstration  relative  à  sa  nécessité  qui  pourrait  tomber  en 
défaut. 
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trouver  une  cxlrémalc  passant  par  W  et  coupant  F  à  angle  droit, 
c'est-à-dire  une  parabole  satisfaisant  à  ces  deux  conditions  et  ayant 
pour  directrice  la  droite  j\v'  re|)résentce  par  l'équation  r  =  o. 

On  construira  un  telle  parabole  par  une  méthode  tout  analogue 
à  celle  des  n"~  115,  118.  Les  paraboles  qui  ont  xx'  pour  directrice 
et  qui  coupent  V  à  angle  droit  sont  comme  on  le  constatera  sans 
dilliculté,  toutes  liomotlicliques  entre  elles  par  rapport  au  point 
d'intersection  (^)  0  de  F  etdea^x'.  Elles  ont  pour  enveloppe  deux 
droites  tlxes  (1%  ($'  (rectangulaires)  (')  passant  par  0.  Le  point  de 
contact  d'une  quelconque  de  ces  droites  (£',  (^'  avec  la  j^arabole  est 
sur  la  perpendiculaire  à  OF  mené  par  le  foyer  F  correspondant. 
Les  deux  points  de  contact  sont  d'ailleurs  situés,  sur  la  courbe,  de 
part  et  d'autre  du  point  A  où  elle  est  normale  à  F. 

Soit  /.o  l'une  de  ces  paraboles  normales  à  F  et  ayant  xx'  pour 
directrice.  Pour  chercher  la  parabole  homothétique  qui  doit  passer 
par  le  point  B,  on  n'a,  comme  au  n"  115.  qu'à  joindre  OB.  Si  B 
est  à  l'intérieur  de  l'angle  (g,  6''),  cette  droite  coupera  ).o  en  deux 
points  ^1,  bi,  à  chacun  desquels  correspond,  par  bomothétie,  une 
solution  du  problème  (cf.  n°  115)  (•').  Les  points  6i,  62  compre- 
nant entre  eux  un  des  points  de  contact  de  /o  avec  l'enveloppe,  il 
en  résulte  qu'une  et  une  seule  des  deux  paraboles  correspondantes 
satisfait  à  la  condition  de  n'avoir  aucun  point  de  contact  avec  l'en- 
veloppe (£  (Ji'J-  ^h)  sur  l'arc  AB  compris  entre  le  point  B  et  le 
point  d'incidence  de  la  normale  F. 

Dès  lors,  la  discussion  sera  toute  pareille  à  celle  que  nous  avons 
donnée  pour  le  cas  des  deux  extrémités  fixes.  Le  minimum  sera 
fourni  : 

1°  Ou  bien  par  la  parabole  /.i  dont  nous  venons  de  parler; 

2"  Ou  bien  par  la  perpendiculaire  BBi  abaissée  du  point  B  sur 
la  directrice  précédée  du  segment  OBi  de  celle-ci  (lequel  donne 
un  terme  nul  dans  l'intégrale). 


(  ')  Il  est  clair  que  ces  paraijoles  ne  peuvent  exister  si  F  est  parallèle  à  xx'. 

(-)  Le  lieu  des  fojers  !■'  de  ces  paraboles  est  évidemment  une  droite  issue 
de  O.  L'enveloppe  se  compose  des  bissectrices  des  angles  formés  par  la  droite 
en  question  avec  xx' . 

(')  On  peut  aussi,  évidemment,  construire  le  fovcr  de  la  parabole  clierchée, 
par  intersection  de  la  droite  01'',  laquelle  est  ici  connue  (voir  la  note  précé- 
dente) avec  le  cercle  décrit  de  li  comme  centre  et  tangent  à  xx  . 


LIMITES    VARIABLES 
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>"ous  avons  raisonné  dans  le  cas  de  l'action.  Mais  toutes  les  pro- 
priétés précédentes  des  cxtrémales  et  des  fovers  conjugués  (a 
l'exception,  bien  entendu,  de  ce  qui  concerne  le  point  F,  et  aussi 
de  l'orthogonalité  de  (S  avec  d  )  subsistent  pour  l'intégrale 


considérée  aux  n*"  116-119. 


:''ds 


Ces  propriétés  étant  seules  nécessaires  à  nos  raisonnements,  nos 
conclusions  s'étendent  à  toute  valeur  positive  de  p  et  peuvent 
même  s'étendre  aisément  aux  valeurs  négatives  (par  exemple  au 
problème  des  brachistochrones). 

355.  Supposons  enfin  que  les  deux  extrémités  AB  soient  va- 
riables sur  deux  droites  données  T,  T^  lesquelles  coupent  xx 
en  0,  0\  Alors  l'intégrale  /  peut  devenir  nulle.  11  suffit  de  faire 
coïncider  A  et  B  avec  le  point  d'intersection  des  deux  droites  (si 
celui-ci  a  un  z  positif)  ou  encore  de  prendre  A  et  B  sur  la  direc- 
trice. 

Il  n'y  a  donc  pas  à  chercher  de  minimum  absolu.  ?sous  alluns 
voir  qu'il  n'y  a  pas  non  plus  de  minimum  relatif. 

Si,  d'abord,  le  point  d'intersection  de  ï,  F'  est  du  côté  des  z 
négatifs,  il  n'y  a  pas  de  parabole  extrémale  réjiondant  à  la  c[ues- 
lion(i). 


('i  On  déterminera  l'exlrémale  /.  soit  en  construisanl  le  foyer  (à  l'aide  de 
deux  droites  issues  de  0  et  de  0^  respectivement;,  soit   par  homolhclie,  en  me- 
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Dans  le  cas  contraiie,  il  existe  bien  une  telle  extrémale  7  (et  une 
seule)  (')  {fuj.  55)  satisfaisant  aux  conditions  du  premier  ordre. 
Sur  cette  courbe,  la  perpendiculaire  élevée  par  F  à  OF  détermine 
les  foyers  conjugués  de  F  (lesquels  sont  bien  conjugués  l'un  de 
l'autre  (n°  352),  puisqu'ils  sont  en  ligne  droite  avec  F).  La  per- 
pendiculaire à  04"  détermine  de  même  les  foyers  conjugués  jî\  rj" 
de  F'. 

Les  points  «5,  g'  sont  rangés  dans  le  mcnic  ordre  que  A,  B.  On 
s'assure  aisément  que  (comme  le  montre  la  Ji(j.  55)  l'ordre  des 
points  g,  g',  comme  celui  des  points  A,  B,  est  le  même  que  celui 
des  points  0,  0'  sur  xx' . 


FiG.  55. 


Donc,  d'après  le  théorème  de  M.  Bliss,  le  minimum  relatif,  — 
même  faible  —  n'a  pas  lieu. 

Ici  encore,  cette  conclusion  s'étend  d'elle-même  à  l'intégrale 
plus  générale  /  z^'ds. 


II.   LIGNES   FERMÉES 

356.  Supposons  maintenant  que  À  soit  une  ligne  exlrémale 
fermée  et  qu'il  s'agisse  de  savoir  si  elle  fournit  pour  l'intégrale  une 
valeur  plus  petite  que  les  autres  lignes  fermées  voisines. 

nant,  à  une  exlrémale  fixe  Ày,  dus  normales  parallèles  respectivement  à  F  et  à  T'. 

Si  le  point  d'intersection  de  V,  F'  était  du  côté  des  c  négatifs,  il  en  serait 
de  même  de  1  (noire  homolliélie  devenant  inverse)  cl  cette  solution  serait 
inacceptable. 

(')  Voir  la  note  précédente. 
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Nous  nous  bornerons  encore  an  cas  d'une  seule  fonction  in- 
connue ('). 

Rapportons  les  points  voisiris  de  /.  à  un  système  de  coordonnées 
curvilignes  tel  que  celui  qui  est  formé  par  leur  dislance  normale  y 
à  la  ligne  À  (considérée  comme  positive  ou  comme  négative  sui- 
vant qu'elle  se  porte  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  /)  et  par  l'arc  x  de  ). 
qui  détermine  la  position  du  pied  de  cette  normale.  Nous  considé- 
rerons, en  même  temps  que  la  figure  primitive  {fi(j-  ÔG),  une 
figure  auxiliaire  image  de  la  première  {fifj-  Sy)  dans  laquelle  x 
et  j  seront  considérées  comme  des  coordonnées  cartésiennes  ordi- 
naires. 

L'arc  X  n'est  évidemment  défini  qu'à  un  nombre  entier  près,  si, 
—  ce  qui  ne  diminue  évidemment  pas  la  généralité — ,  nous  pre- 
nons comme  unité  la  longueur  totale  de  notre  ligne  fermée  k.  Nous 
pourrons  à  volonté,  par  conséquent,  assujettir  x  à  être  compris 
entre  o  et  i  ou  considérer  comme  équivalents  deux  points  de  la 
j](j.  07  ayant  même  ordonnée  et  dont  les  abscisses  dilTèrent  dun 
nombre  entier. 

Pour  simplifier,  nous  désignerons  par  une  même  lettre  un  point 
de  \dL  fig.  56  et  son  image  dans  la  y/y.  57,  en  ajoutant  toutefois, 
dans  cette  dernière,  des  indices  supérieurs  entre  parentlièses  pour 
désigner  les  points  équivalents  entre  eux. 

Une  ligne  fermée  voisine  de  /  sera  représentée  sur  la  Jig.  b~ 
par  une  ligne  allant  de  l'ordonnée  a;  =  o  à  l'ordonnée  £c  r=  i  et 
dont  les  extrémités  A',  A'^'^  auront  même  y. 

Comme  le  minimum  doit  avoir  lieu  en  particulier  si  ces  extré- 
mités coïncident  avec  les  primitives,  il  est  clair  qu'il  ne  saurait 
exister  si  l'on  n'a  pas  : 

1"  La  condition  de  VYeierstrass  correspondant  au  genre  de  mini- 
mum que  Ion  a  en  vue  ; 

2°  La  condition  de  Jacobi  pour  l'intervalle  {x  =  o,  x  =  i). 

Inversement,  s'il  en  est  ainsi,  et  si  ces  conditions  sont  vérifiées 

au  sens  strict,  le  minimum  de  l'intégrale  entre  deux  points  donnés 

(de  même  y)  pris  dans  la  fKj.  67  sur  les  ordonnées  j;  =  o,  £c=  i, 

—  c'est-à-dire  le  minimum  de  l'intégrale  sur  une  ligne  fermée  % 


(')  Le  problème  n'a  pas  été  résolu,  à  notre  connaissance,  pour  a  >   1. 
Hadam.vrd  —  Calcul  des  variations  2° 
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{jjfj.  56)  voisine  de  À  partant  d'un  point  donne  A'  et  y  revenant, 
—  est  fourni  par  une  extrémale  A. 

Reste  à  savoir  si  ce  minimum  augmente  avec  la  valeur  absolue 
de  l'y  du  point  A'. 

Pour  cela  comme  l'a  montré  M.  Poincaré(').  non  seulement  le 
point  k  (x  =  o,  }'  =  o)  ne  doit  pas  avoir  son  foyer  dans  l'inter- 
valle (o,  i),  mais  //  ne  doit  avoir  aucun  foyer  conjugué,  d'abscisse 
si  grande  quelle  soit. 

C'est  ce  rjue  nous  montrerons  ])ar  une  nouvelle  application  du 
raisonnement  qui  nous  a  servi  au  n"  332. 


A  A1 

Fie.  56.  Fie.  07. 

La  condition  de  l'extremum  sera,  ici  encore,  que,  sur  l'extré- 
male  qui  vient  d'être  définie,  l'angle  en  A'  {Jig-  56)  soit  sortant. 
Sur  la  Jig.  îj~,  cette  condition  est  que  la  différence  des  coefficients 
angulaires  des  tangentes  en  A',  A''^  ait  le  même  signe  que  la  valeur 
commune  des  ordonnées  de  ces  deux  points. 

Soit  7.  cette  valeur  commune.  L'équation  de  Texlréniale  A  dé- 
pend du  paramètre  a.  La  dérivée 

est  une  solution  de  l'équation  aux  variations,  qui  prend  pour  jc  =  0 
et  pour  x=  I,  la  valeur  i.  La  condition  pour  qu'il  y  ait  extrenium 
est 

y'(0>y'(o) 

ou,  si  l'on  veut  (puisque  y  (o)  =-^  y  (i)  ==  i) 

(112)  y(o)y'(0  — y(i)y'(o)>o- 

C'est  cette  condition  dont  nous  allons  montrer  l'équivalence  avec 
celle  qui  a  été  énoncée  tout  à  l'heure. 

Cj  Les  inàthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  III,  p.  a83. 
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A  cet  effet,  remarquons  que  la  fonction 

y,(.r)=y(c,--f  i) 

€st  aussi  une  solution  de  l'équation  ;nix  variations.  Il  en  résulte 
que  l'expression 

Q(y,  y,)=:A(yy\  — y'yi) 

•est  une  constante.  Or  le  premier  membre  de  l'inégalité  (112) 
n'est  autre  (au  facteur  A  près)  qii.'  la  valeur  de  cette  cxpres>ijn 
pour  X  =  o. 

Donc,  si  l'inégalité  (112)  est  vériliée,  la  différence 

{112  bis)  y  (.r)  y'  (a;  -h  i  )  —  y  (a-  +  i  )  y'  (./•) 

sera  constamment  positive  (puisque  A  ne  change  pas  de  signe),  et 
le  rapport 

^''^)  y(x)     . 

toujours  croissanl.  Pour  ûc  =  o  ce  rapport  est  égal  à  i  :  il  e>t 
■donc  plus  grand  que  i  pour  toute  valeur  positive  de  x.  Appliquant 
■cette  remarque  dans  l'intervalle  (o,  ij,  puis  dans  l'inlervalle 
(i,  2),  etc.,  nous  voyons  que  y  ne  pcai  s\inimler  pour  aucune 
valeur  posilive  de  x. 

Pour  X  <.  o,  c'est  y(x)  qui  est  plus  grand  que  y  (,/;  +  1).  11  en 
résulte  encore  que  y  ne  peut  pas  s'annuler  non  plus  pour  x  négatif. 

Donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  la  condition  de  .lacobi 
doit  être  vérifiée  dans  l'intervalle  ( —  co  ,  H-  00  ). 

Supposons,  au  contraire,  l'angle  A'  rentrant  et,  par  conséquent, 
le  premier  membre  de  (112)  négatif.  Alors,  non  seulement  le 
rapport  (ii3)  sera  décroissant,  mais  sa  dérivée  restera  en  valeur 
absolue  supérieure  à  un  nombre  fixe,  —  du  moins,  assurément, 
tant  que  y  ne  changera  pas  de  signe.  Cette  dérivée  ne  diffère  en 
effet  de  la  quantité  0  que  par  le  facteur  Ay^  Or  celui  ci  admet  une 
limite  supérieure  déterminée,  en  vertu  des  inégalités 


y(.r  -^  i)  <y{x) 

{j'  >  0,  y  >  0), 

y(x  +  1)  >y(.r) 

(aj  <  0,  y  >  0), 

(qui  résultent  de  la  décroissance  du  rapport  (1 13)). 
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Donc  y  s'annule  pour  une  certaine  valeur  positive  x'  de  x. 
De  même  y  doit  s'annuler  pour  une  certaine  valeur  négative  x"  de 
l'abscisse;  et,  par  conséquent,  la  cowVdlon  de  Jacobi  n'est  pas  véri- 
fiée flans  tout  inlervalle.  En  particulier,  comme  il  existe  aussi  une 
solution  de  l'équation  aux  variations  (la  quantité  y  (a-  —  /?))  qui 
s'annule  pour  a;  =  ûj'  -h  n  et  pour  x  =  x  H-  n  (en  désignant  par  n 
un  entier  positif  quelconque),  le  point  A  devra  admettre  un  foyer 
conjugué  entre  ces  deux  limites,  n  étant  supposé  pris  assez  grand 
pour  que  la  seconde  d'entre  elle  soit  positive. 

En  un  mot,  d'une  manière  générale,  l'absence  de  foyer  con- 
jugué est  (en  y  adjoignant,  bien  entendu,  la  condition  de  AA  eier- 
strass)  une  condition  nécessaire  et  sulTisante  pour  l'extremum. 
Toutefois,  un  cas  écba[)pe  à  notre  démonstration,  celui  où  l'inéga- 
lité (lia)  serait  remplacée  par  une  égalité.  Alors  l'étude  de  y  ne 
pourrait  plus  être  substituée  à  celle  de  y.  La  possibilité  de  ce  cas- 
exceptionnel  est  d'ailleurs  dans  la  nature  des  choses  :  il  se  présente 
manifestement  lorsque  ).  fait  partie  d'une  suite  continue  d'extré- 
maies  fermées,  lesquelles  (n"  139)  donnent  alors  toutes  la  même 
valeur  à  l'intégrale.  Dans  ce  cas  on  a  identiquement 

(llZ|)  }'{■<•  -i-   I,  a)  =y[x,  a). 

Mais  il  peut  arriver  que  l'on  ait 

y(x+  i)  --y(x), 

c'est-à-dire  qu'il  existe  des  extrémales  se  fermant  aux  infiniment 
petits  du  second  ordre  près,  sans  qu'elle  puissent  se  fermer  rigou- 
senient,  c'est-à-dire  sans  qu'on  ait  la  relation  (ii'i)  ('). 


357.  ^oiis  indiquerons  en  quelques  mots  la  démonstration  donnée 
par  M.  Poincaré  et  fondée  sur  des  principes  tout  dillérents. 

Supposons  que  l'origine  A  {fig.  Ô7)  des  coordonnées  ait  un  fover 
conjugué  %  dont  l'abscisse  soit  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs  n 
et  71  -r  I.  Alors,  le  point  A  cl  le  point  A*""'*  de  coordonnées  /i  -h  1,0 
—   ou    encore    les   points  A'(o,  r)   et  A'("+''  (n -h  i,  r)  —   pourront 

(\)  Le  critérium  donné  en  premier  lieu,  et  fondé  sur  le  .-eus  de  l'angle 
en  A',  est  d'ailleurs  valable  dans  tous  les  cas.  Lorsque  la  quantité  (113  bh) 
est  nulle,  cet  angle  a,  avec  tc,  une  dilTcrence  d'ordre  supérieur  au  premier  (la 
dislance  du  point  A   à  X  étant  prise  pour  infiniment  petit  principal). 
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-être  joints   par   une   ligne  :i',    donnant  à  l'inlrgrale  /  une  valeur  infé- 
rieure à  (/i  -1-   i)  /  • 

(>>)  .     _ 

Sur  la  figure  primitive,  'i'  sera  une  ligne  fermée  faisant  n  -f-  i  fois 
\q  tour  de  X  :  c'est  ce  que  l'on  a  représenté,  sur  la  fuj.  58,  pour  le  cas 
de  /t  -t-  I  =2. 

Or  on  démontre  (')  qu'une  telle  ligne  présente  toujours  au  moins  ii 
points  doubles  et  peut  dès  lors  être  considérée  comme  la  ?omme  de 
n  -\-  I   lignes  fermées  [)artielles,  dont  chacune  se 
ferme  après  un  seul  tour  :  c'est  ce  (jue  montre, 
pour  /i  -T-  I  ^  2,  l'inspection  de  la^i^y.  58. 

11  est  clair  que  l'une  au  moins  de  ces  portions 
donnera   une    intégrale    inférieure    à   /  :  ce  qui 

démontre  que  la  condliion  est  nécessaire. 

358-    Pour   démontrer  qu'elle  est   suffisante, 
M.   Poincaré  introduit    les   exlrémales   asyinpto-  pj,^   -g 

tiques  à  X.  La  théorie  de  ces  lignes  est  d'ailleurs 

étroitement  liée  à  celle  des  équations  du  Calcul  des  Variations.  L'ana- 
lyse de  ^L  Poincaré  C^),  n'ayant  d'autre  point  de  départ  que  les  équa- 
tions canoniques  de  Hamilton,  subsiste  sans  inodification  pour  notre 
problème  général  (dans  le  cas  de  l'extremum  libre).  Mais,  précisément 
pour  celte  raison,  nous  nous  absliendi'ons  comme  nous  l'avons  fait 
précédemment  de  développer  cette  analyse  à  laquelle  nous  renverrons 
le  lecteur.  Nous  montrerons  seulement  comment,  dans  le  problème 
que  nous  venons  d'examiner  (comme  dans  le  problème  général  de  la 
Dynamique)  l'absence  de  foyer  conjugué  conduit  à  l'existence  des 
asymptotiques. 

Du  moment,  en  elTet,  qu'il  n'existe  pas  de  foyers  conjugués,  les 
solutions  de  l'équation  aux  variations  qui  prennent  pour  .r  =^  o  la 
valeur  i,  se  répartissent,  si  nous  les  considérons  exclusivement  pour 
les  valeurs  positives  de  x,  en  deux  catégories  : 

1°  Celles  qui  s'annulent  pour  une  valeur  positive  de  x  ; 

■2°  Celles  qui  ne  s'annulent  pas  pour  x  >  o. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'il  existe  des  solutions  des  deux  caté- 
gories et  le  raisonnement  présenté  plus  haut  montre  même  que  toutes 
les  solutions  y  pour  lesquelle:".  la  quantité  (ii2  bis)  (ou  ce  qui  revient 
au  même  la  quantité  (112))  est  négative  appartiennent  à  la  première 
catégorie,  toutes  celles  pour  lesquelles  elle  est  positive,  à  la  seconde. 

Les  premières  ont  au  point  commun  (o,  i)  des  dérivées  y' (o)  plus 
petites  que  les  secondes,  comme  ont  le  voit  immédiatement  en  appli- 
quant   l'équation    0  =  const.    k    deux    solutions    dont     la    première 


(')  Poincaré,  Ion.  cit.,  p.  284. 
(2)  Ibid.,  p.  286. 
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S  annule  (pour  .r  =  ^  ^  o),  l'autre  non  et  donnant  à  x  successivement 
les  valeurs  o,  ;. 

Pour  la  même  raison,  si  nous  désignons  par  y;  la  solution  de  l'équa- 
tion aux  variations  qui  s'annule  pour  a*  =  ;  et  est  égale  à  i  pour  .;•  =  o, 
la  valeur  de  la  dérivée  y'j  (o)  est  une  fonction  croissante  de  ç. 

Donc  il  existe  une  valeur  de  y' (o)  supérieure  à  toutes  celles  qui 
correspondent  à  des  solutions  susceptibles  de  s'annuler  pour  rr  >>  i  et 
inférieure  à  toutes  celles  qui  correspondent  à  des  solutions  ne  s'annu- 
lant  pas  dans  les  mêmes  conditions.  La  solution  y,^  (ég-ale  à  i  pour 
.-r  =  o)  dont  la  dérivée  prend  pour  x  =  o,  la  valeur  ainsi  définie  est 
la  limite  de  y^  lorsque  l  augmente  indéfiniment. 

De  plus,  pour  cette  solution  limite  y.^  l'expi-ession  (112  hk)  est  nulle, 
et  le  rapport  (îi3)  est  égal  à  une  constante. 

Cette  constante  est  d'ailleurs  plus  petite  que  l'unité,  puisque  la 
solution  c[ui  prend  la  même  valeur  pour  a'  =  o  et  pour  x=  i  n'admet 
aucun  zéro  et  a,  par  conséquent,  pour  x  =0,  une  dérivée  plus  grande 
qucy-^. . 

Soit  e-'^  cette  constante  (//  ;>  o)  :  y.^  est  évidemment  le  produit 
de  ^-'■'^  par  une  fonction  périodique  de  x  (solution  dont  la  théorie  des 
équations  linéaires  à  coefincients  périodiques  prévoit  d'ailleurs  l'exis- 
tence, mais  sans  préjuger  si  k  est  réel  ou  imaginaire). 

Il  tend  vers  zéro  lorsque  x  augmente  indéfiniment.  Cette  solution  y_^  , 
—  et  toutes  celles  qu'ont  en  déduit  en  la  umllipliant  par  une  cons- 
tante arbitraire  —  sont  des  solallons  asymptotiques. 

11  existe  de  même  une  solution  y_^  ,  asymptolique  pour  les  valeurs 
très  grandes  et  négatives  de  x.  Celle-ci  est  égale  au  produit  d'une 
fonction  périodique  par  une  exponentielle  croissante.  La  relation 

ii  (y^  >  y-^  )  ==  A  (y^x  y'+oo  —  y+00  y'-o=  )  =  const. 

montre  (la  constante  du  dernier  membre  étant  ditTérente  de  zéro  (')) 
que  cette  exponentielle  n'est  autre  que  e"  '•'.  C'est,  pour  ce  cas  parti- 
culier, la  relation  générale  entre  les  «  exposants  caractéristiques  )). 

359.  On   démontre  (-     cjue   les   principaux   résultats  qui  précèdent 


(';  Cette   constante    est    négative.    On   a,   en   effet,   y^  (o)  =  y_3o  (o)  =  i  > 
<^t  y— co  (ly  >  I  >  y=o  (i).  Or  ces  dernières  inégalités  donnent 

y-a)H>y'M(o) 

sans  quoi  la  différence  y^  (x)  — y— ^  (a"),  nulle  pour  ,t  :=  o,  devrait  contraire- 
ment à  ce  que  nous  savons,  s'annuler  une  seconde  fois  dans  l'intervalle  (o,  1). 
(^)  Il  suffit,  pour  que  le  raisonnement  précédent  devienne  ap[)liculjlc,  d'établir 

que  — ^  ne  s'annule  pas,  ;  étant  fal^scisse  du  point  où  une  estréinule  issue  de 
A'  rencontre  X  et  j'°  le  coefficient  angulaire  de  cette  extrémale  en  A'. 
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subsistent  lorsqu'on  considtTC  les  v  cu\-nièines  et  les  extréinalcs  voi- 
sines (le  1,  au  lieu  des  y. 

De  plus  les  asymptoliques  ainsi  obtenues  sont  telles  qu'il  en  passe 
une  et  une  seule  (de  chaque  série)  par  un  point  quelconque  (voisin 
de  l)  :  cette  asymptotique  se  confond  avec  >.  elle  même  lorsque  le 
point  considéré  est  sur  cette  courbe. 

En  un  mot,  les  asyniploliques  d'une  fuinlUe  forment  un  faisceau  rè(jn- 
lier  autour  de  X. 

Dos  lors  la  méthode  à  suivre  (*)  n'est  autre,  au  fond,  (pic  la  mé- 
thode de  Darboux-Kneser.  Elle  consiste  à  mener  les  lignes  transver- 
sales à  la  famille  d'asymptotiqucs  en  question.  Comme  ces  transver- 
sales sont  également  telles  qu'il  en  passe  une  et  une  seule  par  chaque 
point  voisin  de  X,  les  considérations  du  n°  314  s'appliquent,  et  le  théo- 
rème est  démontré. 


III.    SOLLTIO.NS   DISCONTINUES 

360.  L'exlrcmum  d'une  intégrale  entre  deux  points  [)cul, 
comme  l'a  montré  M.  Carathéotlory  (-),  être  fourni  par  une 
solution  discontinue. 

Toutefois,  la  question  se  complique  ici  de  ce  que  la  condition 
de  Weierstrass  ne  peut  pas  être  vériliée  pour  toutes  les  directions 
(ainsi  qu'il  arrivait  dans  les  exemples  précédents).  Il  résulte  du 
n"  171  qu'une  solution  discontinue  est  impossible  si  la  figurative 
est  partout  convexe,  et  par  conséquent  si  t>  ou  8  sont  de  signe 
constant. 

Nous  devrons  donc  (en  supposant  toujours,  pour  fixer  les  i.lées, 
que  nous  avons  en  vue  un  minimum)  distinguer  les  directions 
fortes  à  savoir  celles  qui,  lorsqu'on  remplace  \  par  le  coelficient 
angulaire  (ou  X,  Y  par  les  cosinus  directeurs)  d'une  telle  direc- 
tion, vérifient  la  condition  de  Weierstrass  pour  le  minimum, 
quelle  que  soit  la  seconde  direction  y'  (ou  x.  y)  ;  et  les  directions 
faibles,  qui  ne  possèdent  pas  cette  propriété  ('). 


(^)  PoiNCVRÉ.   —  Loc.  cit.,   p.   288. 

(^)  Voir  surtout  Matli.  Ann.,  t.  G2,  p.  !^5o. 

(-*)  Il  va  être  question  uniquement  de  la  reclierche  d'un  cxtremum  Jort.  Il 
faudrait  modifier  la  terminologie  précélente  si  on  voulait  l'a[)pli(|ucr  à  l'exlre- 
mum  faible  :  une  direction  (ou  ce  qui  revient  au  morne,  un  point  de  la  figu- 
rative) remplirait  ou   non,    pour   l'cxtremum   faible,    la  condition  analogue  à 
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Dans  le  cas  de  l'intégrale  (i),  on  voit,  si  l'on  se  reporte  à  ce  qni 
a  été  dit  an  no  306,  qu'une  direction  l'orte  correspond  à  un  point 
de  la  figurative  telle  que  la  tangente  en  ce  point  soit  une  droilc 
extrême  {^)  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  telle  que  (tout  en  ayant 
un  point  commun  avec  elle)  elle  la  laisse  tout  entière  d'un  même 
côté. 

Dans  le  cas,  —  qui  est  celui  où  nous  allons  nous  placer  — ,  de 
la  forme  paramétrique 


y)  i^ff{x,;,x, 


di 


nous  supposerons  comme  au  n"  314,  /'  constamment  positif  et 
même  durèrent  de  zéro.  La  fit/unilire,  définie  par  l'équation  Ci') 
du  n°  85,  est  alors  une  courbe  fermée  (//'/.  ôq)  comprenant  l'ori- 
gine à  son  intérieur  (puisque  ses  ra vous  vecteurs  sont  tous  posi- 

Ici  encore,  les  directions  fortes  correspondront  aux  points  (X,  ^  ) 
oii  la  tangente  à  la  figurative  est  droilc  extrême.  En  elTet,  la  tan- 
gente à  la  figurative  au  point  (\,  \)  de  celte  courbe  ayant  pour 
équation  (comme  nous  l'avons  déjà  écrit  au  n"  86) 

(iiZ,)  i-\/\--Y/v-o, 

si  l'on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  X,  Y  par  les  coor- 
données X,  Y  d'un  second  point  de  la  figurative,  on  voit,  en  tenant 
compte  de  la  relation 

J  [x,  y,  X,  y)  =  I 

cpele  premier  membre  de  l'équation  (  1 1 'i)  devient  identique  à  la  quan- 
tité g(x,  y;  X,  \,  X,  Y)  et  qu'il  est  positif  si  (x,  y)  est  du  même 
côté  de  la  tangenle  (ii4)  que  l'origine. 


celle  qui  définit,  dans  le  texle,  les  directions  fortes,  suivant  le  sens  de  la 
courbure  de  la  figurative. 

>'otons  également  que,  dans  le  cs-s  d'un  cxtremum  faillie,  la  ligne  variée 
devrait  être  également  à  point  anguleux  puisque  sa  tangente  devrait  toujours 
avoir  une  direction  voisine  de  l'une  ou  de  l'antre  de  celles  qui  se  croisent 
en  P. 

(')  En  allemand  ;  SUU:rjerade  (droite  d'ajipui). 
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VU 


361.  S'il  cxislc  une  solulion  avant  pour  point  anguleux  un 
point  donné  P{x,  j),  les  directions  des  tangentes  en  ce  point  sont 
celles  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  contact  a,,  a., 
{fig.  59)  d'une  tangente  double  à  la  figurative  correspondante  à  ce 
point.  Soient  {xi,  Ti),  {x>,  y^)  ces  deux  directions,  avec 


.ri  =  cos  ;ïi 
X.,  =  cos  .tr., 


Vj  =  sin  .t 
v-,  =  sin  .^ 


Sr,,  ^.,  peuvent  être  choisis  de  manière  qu'une  droite  issue  de  l'ori- 
gine et  d'argument  (angle  avec  l'axe  des  x)  compris  entre  .tr,  et  ^.^ 
coupe  la  tangente  double  entre  «1  et  <(>,  ce  qui  entraîne  évidem- 
ment que  leur  dilïérence  est  intérieure  à  -  :  soit,  par  exemple 
"2  <  r^,  <  -  +  r,,. 


MG.    DQ. 


Fia.  60. 


Par  le  point  P  passent  deux  extrémales  tangentes  aux  directions 
^1,  ^2,  les  extrémales  P'iPP'i,  P'iPP"-.  {Jiy.  60)  dont  chacune  est, 
comme  cela  est  nécessaire  (n"'  71  et  73),  supposée  décrite  dans  un 
sens  déterminé,  tel  qu'on  rencontre  les  lettres  qui  la  désignent 
dans  l'ordre  où  nous  venons  de  les  énoncer  (').  Par  conséquent, 
P'jPP  o,  P'iPP  1,  seront  deux  solutions  discontinues. 

Pour  que  l'une  ou  l'autre  d'entre  elles  puisse  vérifier  la  condition 
de  AVeierstrass,  il  faut  évidemment  que  les  deux  directions  qui 
viennent  d'être  définies  soient  fortes  et  que,  par  conséquent,  aya-î 
soit  droite  extrême. 


Cj  Les  directions  d'arguments  ?jt,  ?j.,  sont   celles   des   demi-droites   tangentes 
aux  deux  extrémales  et  correspondant  à  ces  sens  de  description. 
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Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  (de  sorte  qu'en  particulier,  eu  et  cii 
ne  sont  pas  points  d'inflexion),  et  soit  a  un  point  de  la  figurative, 
voisin  de  ai  ou  de  ciy,  la  droite  qui  le  joint  à  l'origine  faisant  avec 
l'axe  des  x  un  angle  0  voisin  de  =?,  ou  de  Sr^-  L'inspection  de  la 
fig.  59  montre  immédiatement  que  la  direction  ainsi  obtenue  est 
forte  si  0  est  inférieur  à  ^2  ou  supérieur  à  S7j  (en  supposant  tou- 
jours Sto  <<  ^^)  et  faible  si  0  est  compris  entre  -j  et  H;.).. 

362.  Donnons,  en  second  lieu  à.  x,  y  des  valeurs  un  peu  diffé- 
rentes de  celles  qui  correspondent  au  point  P,  et  soit  Q  le  nouveau 
point  du  plan  des  xy  ainsi  considéré. 

En  ce  point  les  équations  simultanées 

qui  définissent  (n"  171)  les  solutions  discontinues,  feront  con- 
naître un  couple  de  nouvelles  directions  voisines  des  premières. 
Si,  en  effet,  la  courbure  de  la  figurative  en  ai  et  en  ci:,  et,  par  con- 
séquent, les  c[uantités 

Al  =  Ai'cos  ^1,  sin  ^i,  X,  V', 
A2  =  A(cos  .'ïo,  sin  H;o,  .r,  y) 

sont  différentes  de  zéro,  le  déterminant  fonctionnel  des  premiers 
membres  des  équations  précédentes  par  rapport  à  ?:^,  &o,  soit  (') 

ne  sera  pas  nul,  et  ces  équations  détermineront  bien  deux  argu- 
ments, fonctions  continues  de  x,  y  et  dont  les  dérivées  seront 
données  par  les  formules  (') 


('')  Oïl  a,  par  exemple. 


ri 

è-' 1 


cette  relation   et  les   autres  analogues  qu'on  peut  en  déilnire  en  changeant  .^i 
en  ?j->  ou  x\  eu  .r.),  ji  en  y-y  entraînent  celles  rlu  tevlc. 
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A,  sln  (=ri  —  =r,)  (/=r,  =  [(/,..,  —f,,j,^  cos  ^,  +  {f,-^  —] rh)  ^i"  ^2!  (/a; 
+  l^Iim  —Jt;.h)  cos  =7,  +  {f,,-^  —f.m)  ^o^  ^2]  <V 
=  [f.rJn  cos  .^,  4-/„jj  sin  ?:,  —  /,,  (=?,).  dx 
+  ■/,,;.,  cos  :?,  +7, -,  sin  2r,  — /,  (S;,;]  dy, 
—  Â-,  sin  (.^1  —  Sr,^  (fë,  =  [7,.;.^  cos  =;,  +/^,;,  sin  .^^  — 7^  (2^0]  dx 
+  [/,,,•.,  cos  =r,  +/,^-^  sin  ^,  —f„  (S;,)]  Jr 

en  posant,  ponr  abréger, 

/j,(=r)  =f ,.{?:,  X,  y]  =:f_,.[cos  ?■:,  sin  H;,  x,  y) 
7.'/(^)  =7/('^'  ^.  j)  =7.'/ (cos  ■^,  sin  .tr,  oc,  y). 

363.  Supposons  raainlcnanl  que  le  point  Q  se  déplace  à  partir 
de  V,  sur  l'un  des  quatre  arcs  d'extrémales  PP'i,  PP'i,  PP»,  PP  2, 
construits  au  no  précédent. 

Proposons-nous  de  savoir  si  la  direction  de  la  tangente  en  ce 
point  (direction  dont  l'argument  sera  désigné  par  0)  sera  forte  ou 
faible. 

5  étant  initialement  égal  à  ^^  ou  à  -0,  tout  dépendra  du  signe 
de  la  quantité 

OÙ  fh  est  positif  sur  les  arcs  PP'',,  PP'2,  négatif  sur  PP'<,  PPV 
dl   est    d'ailleurs    un    élément   d'arc    (puisque    nous    avons    pris 

^i'  ~^  Ji'  =^  -'-2^'  "+  J2"  =  1)-   <^i^i  est  donné  par  les  formules  qui 
viennent  d'être  calculées,  en  y  faisant  dx  =  cos.tr///,  (/j  =  sin .:?///. 

dO  =  T5  dt  est  donné  par  la  formule  du  n"  87. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  quantité  à  évaluer,  il  vient,  en  dési- 
gnant par  II  ou  l,  la  variable  /  suivant  qu'elle  est  relative  à  l'extré- 
male  P'iPP',  ou  à  l'extrémale  P'oPP'^, 

(u5)  ^  r=7x(^2)  cos^i  H-7v(^i)  ^'"^1  —  7'(^i)cos=r2— 7;/'>,:'sinH;i 
f  =  L  si  n(sr.-r^2)j[  (0-2^2). 
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Comme,  en  vertu  de  la  condition  de  \\  eierstrass,  Ai  et  Ai  sont 
positifs  (308),  on  voit  que  ,.  (5  —  =;,)  ci  -^^^  {0  — .%  sont  de  même 
signe. 

Dès  lors,  il  résulte  de  ce  qui  précède  c|ue,  au  point  P,  on  peut 
associer  d'une  manière  et  d'une  seule  deux  des  quatre  arcs  P'jP, 
P^P,  PP'j,  PP'o  de  inanière  à  obtenir  une  U<jne  sur  laquelle  la 
direction  de  la  tangente  soit  constamment  forte  (au  moins  tant 
qu'on  ne  s'éloigne  pas  trop  de  P). 

On  prendra,  à  cet  effet,  les  arcs  P'^P,  PP"i  si  la  valeur  commune 
des  quantités  (ii5)  est  positive;  les  arcs  P'iP,  PP'o  si  cette  valeur 
est  négative. 

La  conclusion  serait  en  défaut  si  les  quantités  Iii5)  étaient 
nulles.  Mais  dans  ce  cas,  comme  l'indique  également  M.  Carathéo- 
dory,  il  est  très  vraisemblable  qu'il  existe  encore  une  ligne  (et  une 
seule)  possédant  la  propriété  précédente  ;  ligne  qui  est  alors  en 
général,  sans  point  anguleux  et  formée  des  deux  branches  d'une 
même  extrémale  P'iPP'i  ou  P'^PP V 

Les  points  du  plan  en  lesquels  on  a  : 

f,  (SrJ  cos  ^i-^fy  [^.,)  sla  ?:,  —/,,  (:ïr,)  cos  ^^,—f,j  (^,;  sin  =r,  =--  o. 

formeront  en  général  (s'ils  existent)  une  courbe  :  on  est  conduit  à 
admettre  qu'en  chacun  de  ces  points,  deux  points  anguleux  consé- 
cutifs d'une  même  solution  discontinue  viennent  à  se  confondre  ('). 

364.  }\estons  dans  le  cas  où  les  quantités  (  ii5)  sont  différentes 
de  zéro,  de  sorte  qu'au  point  P  se  rejoignent  deux  arcs  forts  d'extré- 
males  formant  par  leui»  ensemble  une  solution  discontinue.  Soit, 
par  exemple,  P'.^PP'j  cette  ligne  brisée  sur  laquelle  nous  pouvons 
supposer  les  points  P'j,  P',  marqués  de  manière  que  la  direction 
de  la  tangente  soit  forte  de  P  jusqu'en  P'^  et  de  P  jusqu'en  P",,  et 

même  que  la  quantité  (0  — .^J  soit  positive  et  non  nulle  sur  tout 
l'arc  P'oP  ;  la  quantité  '    {0  —  =;,),  sur  tout  l'arc  PP",  {■). 


(')  CaraLliéodory,  loc.  cit.,  p.   '|73-'i7'i. 

(*)  Il  est  nôcessaire  de  remarquer  que  les  quantités  en  question   ont,   en  un 
point  de  l'arc  P^P  ou  PP'j  autre  que  P,  des  expressions  différentes  de   celles 


SOI,^•TiO^.S    ItlSCO.NTl.NUES  /|/ir> 

Des  lors  ces  quanlités  —  qui  sont  des  fonctions  continues,  non 
seulement  de  l'arc  /  porté  (positivement  dans  un  cas,  négativement 
dans  l'autre)  à  partir  de  P.  ])ar  lequel  est  défini  un  point  sur  une  de 
nos  branches  de  solution  discontinue,  mais  aussi  des  coordonnées 
X,  y  du  point  P  — garderont  encore  le  même  signe  si  nous  dépla- 
çons ce  point  anguleux  P  au  voisinage  de  sa  position  primitive  : 
elles  le  garderont  le  long  d'arcs  de  solutions  discontinues  tracés 
dans  ces  nouvelles  conditions  et  de  longueurs  tléterminées  T,,  T, 
celles-ci  étant  seulement  assujetties  à  être  inférieures  (et  non  égales) 
aux  longueurs  primitives  P',P,  PP'a- 

Nous  avons  donc  ainsi  (si  le  déplacement  du  ])oint  P  est  suffi- 
samment petit)  une  série  d'arcs  de  solutions  discontinues  dépendant 
de  deux  paramètres  et  donnant  lieu,  en  chacun  de  leurs  points,  à  la 
condition  8  >  o,  quelle  que  soit  la  seconde  direction  en  ce  point. 

365.  Parmi  ces  arcs,  choisissons-en  une  série  dépendant  d'un 
])aramèlre  unique  :  celle  que  nous  obtiendrons  en  faisant  décrire 
au   point   anguleux   P  un  arc  de  courbe  t"  {f"J-  Gi)-  Nous  aurons 


ainsi  un/a/.sreau  de  solutions  discontinues.  Nous  dirons  que  ce 
faisceau  est  régulier  dans  une  région  SI  autour  de  (^  si,  par  chaque 
point  M  de  ^  passe  une  de  ces  lignes  (supposées,  bien  entendu, 
régulières,  au  point   anguleux  P  près)  et  une  seule.  C'est  ce  qui 

que  nous  avons  calculées  plus  haut,  grâce  à  ce  que  0  n'est  plus  égal  à  ;3'i  ni 
à  Jj-i.  Mais  cette  circonstance  ne  met  pas  en  défaut  la  continuité  de  ces  quantités, 
seule  invoquée  en  ce  moment. 
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arrivera  si  la  tangente  à  c'  est  constamment  extérieure  à  l'angle 
(=;,,  S;^)  et  si  en  outre  le  faisceau  formé  par  les  arcs  P  ,P  est  régu- 
lier d'un  eôté  de  C  ;  le  faisceau  formé  par  les  arcs  PP'i,  de  l'autre 
•côté  (*). 

r  étant  une  ligne  transversale  à  toutes  les  extrémales  du  faisceau 
P',P  (et  passant,  pour  fixer  les  idées,  par  A),  tout  point  M  de  'A 
pourra,  dans  ces  conditions,  être  joint  à  l  ,  soit  par  un  arc  d'extré- 
male  analogue  à  P'.P,  si  M  est  du  même  coté  de  G  rpie  A  (comme 
cela  a  lieu  sur  \o.  Jîg.  6i)  ;  —  soit  par  un  arc  de  solution  discon- 
tinue si  le  point  M  est  du  même  côté  de  G  que  B  :  arc  (M/», 
//ry.  61)  d'extrémale  ou  de  solution  discontinue  sur  lequel  la  direc- 
tion de  la  tangente  sera  constamment /or/e  et  auquel  nous  donne- 
rons le  nom  de  chemin  spécial. 

S'il  en  est  ainsi,  et  si  les  points  A,  B  sont  intérieurs  à  01  et  pris 
sur  la  ligne  brisée  primitive  P'^PP'i,  celle-ci  réalisera  le  minimum 
de  l' intégrale  (1)  entre  ces  deux  points . 

Le  raisonnement  fondamental  du  n"  300  est  entièrement  applica- 
ble ici,  à  condition  de  substituer  le  chemin  spécial  que  nous  venons 
de  définir  à  lextrémale  spéciale  A.  Ce  raisonnement  repose  uni- 
quement, en  effet,  sur  : 

I  "  L'existence  du  faisceau  régulier,  admise  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire  ; 

2°  La  formule  aux  limites,  laquelle  s'applique  sans  modifications 
aux  solutions  discontinues,  du  moment  qu'on  a  les  conditions  fon- 
damentales (109)  du  n"  171  (-)  ; 


(';  On  peut  se  proposer  de  faire  partir  les  arcs  1^'.,!'  d'un  point  fixe  A'.  Cette 
condition  détermine  G  ('puisque,  sur  cliaque  arc  d'extrémale  intérieur  à  Si, 
existe  un  seul  point  où  l'on  ait  0  =  STo)  et  par  suite  la  série  des  arcs  PP  1.  Le 
point  de  contact  2t  de  l'un  de  ceux-ci  avec  leur  enveloppe  sera  \e  foyer  de  A'  sur 
la  solution  discontinue.  Voir  à  ce  sujet  :  G.vuathlodorv,  T/u'seï  G ottingue,  190^) 
§  8,  (j  et  BoLZA,  American  Journal,  t.  XXX,  p.  209. 

('-)  Soit,  en  effet,  APB  une  solution  discontinue,  A'P'B' une  solution  voisine 
(brisée  en  P)  :  on  aura  dans  le  pjssage  de  la  première  à  la  seconde  : 

g/  =  (7,;.5x  +  7^5v)p  -  (J.iÔx-  +7,yÔv)^.    , 

(AP) 

S/  :=  if.hôx  +7,/5v)b  —  {f^^x  +  /y67)p 

(PB) 

Les  termes  relatifs  à  P  ont  la  même  valeur  de  part  et  d'autre  en  vertu  des 
relations  (iSg)  du  n°  171  ;   donc  si  l'on    additionne  membre  à  membre,  ces 
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3°  La  condilion  de  ^^  eierstrass,  qui  esl  réalisée  en  verlii  dos  con- 
sidérations précédentes. 

L'existence  du  minimum  est  donc  démonlrée.  et  il  a  lieu  par 
rapport  à  toutes  les  lignes  qui  restent  intérieures  à  âl. 

366.  Signalons  encore  une  autre  remarque  importante  à  laquelle 
les  résultats  précédents  ont  conduit  M.  C^arathéodory. 

Soit  une  extrémale  qui,  sur  une  partie  de  son  parcours,  fournil 
un  extremum  fort.  D'après  nos  résultats  généraux,  cela  implique 
que  la  direction  de  sa  tangente,  sur  tout  ce  parcours,  est  forte  et 
correspond,  par  conséquent,  à  un  point  de  la  figuratiAe  telle  que 
la  tangente  soit  droite  extrême. 

Supposons  que,  en  continuant  à  suivre  cette  extrémale).,  on  trouve 
qu'à  partir  d'un  certain  point  P  elle  cesse  de  vériOer  la  condition 
de  \A  eierstrass  pour  l'extremum  fort.  M  étant  un  point  variable 
sur/,  la  tangente  à  la  figurative  au  point  qui  correspond  à  la  tan- 
gente à  À  en  M  devra  couper  la  figurative  à  partir  du  moment  où 
M  dépasse  la  position  de  P.  S'il  en  est  ainsi,  c'est,  en  général,  que, 
au  moment  où  M  coïncide  avec  P,  la  tangente  en  question  est  deve- 
nue tangente  double. 

Les  raisonnements  des  n°*  précédents  nous  montrent  alors,  sauf 
dans  des  cas  exceptionnels,  l'existence  d'une  seconde  brandie 
d'extrémale  formant  avec  la  première  une  solution  discontinue 
laquelle  à  son  tour,  fournit  un  extremum  et  à  ce  point  de  vue,  par 
conséquent,  doit  être  considérée  comme  la  véritable  continuation 
de  l'extrémale  primitive. 


IV.  VARIATIONS  UNILATÉRALES 

367.  L'étude  des  problèmes  de  variations  unilatérales  nous 
donnera  un  exemple  tout  à  fait  général  du  fait  constaté  au  n"  41, 
à  savoir  que  la  considération  des  variations  successives  ne  peut,  à 
«lie  seule,  renseigner  en  toute  certitude  sur  l'existence  de  l'extre- 
mum. 

termes  disparaisseut  et  l'on  trouve  pour  la  variation  de  /  sur  le  chemin    total 
APB,  la  même  expression  que  si  ce  chemin  n'avait  pas  de  point  anguleux. 
Aous  avons  déjà  utilisé  un  fait  analogue  à  la  fin  du  ii  '  158. 
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Dans  ce  cas,  en  effet  (voir  n"  161),  si  les  conditions  du  premier 
ordre  sont  vériliccs,  la  variation  première  n'est  pins  nulle,  mais 
positive  et  (si  ces  conditions  sont  vérifiées  au  sens  strict)  ne  peut 
s'annuler  qu'avec  la  variation  de  la  fonction  inconnue  elle-même. 

Dès  lors,  si  le  raisonnement  général  du  n"  38  était  valable,  ces 
conditions  devraient  suffire  à  assurer  le  minimum. 

Nous  verrons  plus  loin  (n"  388)  qu'il  n'en  est  rien.  Il  faut  (si  du 
moins  le  voisinage  imposé  aux  lignes  variées  n'est  que  d'ordre  zéro 
ou  un)  que  la  condition  de  Legendre  correspondante  soit  vérifiée  : 
autrement  dit  que  (à  la  condition  de  .lacobi  jnès)  le  signe  de  la 
variation  seconde  concorde  avec  celui  de  la  variation  première. 

Pour  le  moment  nous  allons  supposer  cette  concordance  réalisée. 

Considérons,  par  exemple,  avec  M.  Bliss  ('),  le  problème  étudié 
au  n°  165,  celui  de  l'extremum  d'une  intégrale  lorscjue  la  ligne 
d'intégration  est  assujettie  à  rester  dans  la  région  du  plan  qui  est 
située  d'un  certain  côté  dune  courbe  donnée  C  {ft[J-  G'-i)- 

Les  deux  extrémités  A,  B  seront  supposées  données  et,  pour  plus 
de  généralité,  intérieures  au  sens  strict  (-)  à  la  région  en  question. 
On  ama  alors  une  ligne  À  vérifiant  les  conditions  du  premier  ordre 
(n<*  165)  en  la  composant  d'un  arc  d'exlrémale  AP  aboutissant  en 
Tin  point  P  de  t^,  d'un  arc  PQ  de  <'  et  d'un  arc  d'extrémale  QB,  si 
l'on  suppose  : 

i"  Que  AP  et  QB  sont  tangents  à  C  en  P  et  Q  respectivement  i/)  ; 

2"  Que,  le  long  de  PQ,  la  condition  de  minimum  par  rapport 
aux  variations  imilatérales  est  vérifiée. 

Si  X  est  pris  comme  variable  indépendante,  cette  condition  est 
(n°  161)  que  /*'''  ait  un  signe  déterminé,  le  signe  +  si  la  région 
permise  est  située,  par  rapport  à  (\  du  cùté  des  y  positifs. 

(')  Transactions  of  ihe  American  Math.  Soc.  t.  V,  ]i)o/j,  p.  .'177. 

(2)  Le  cas  où  le  point  A,  par  exemple,  serait  sur  C".  peut  être  regardé  comme 
cas  particulier  de  celui  que  nous  traitons  dans  le  texte,  lare  AP,  défini  plus 
loin,  étant  alors  nul. 

(^)  L'extremum  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  ces  conditions,  d'après  le  n"  166, 
si  la  quantité  B  n'est  pas  susceptible  de  s'annuler  exlraordinairement.  Dans  le 
cas  contraire,  Al^  et  G  peuvent  avoir  en  P,  des  tangentes  diirérentes  (convena- 
blement liées  entre  elles)  et  satisfaire  ainsi  aux  conditions  du  premier  ordre. 
Mais  il  n'y  aurait  pas  en  général,  extremum  fort,  sauf  dans  des  cas  particuliers 
qu'on  aborderait  par  des  métliodes  analogues  à  celles  qui  servent  pour  les  solu- 
tions discontinues  (n°^  précédents).  Quant  au  minimum  faible,  il  donnerait 
alors  lieu  à  une  observation  analogue  à  celle  de  la  Jiage  /|3(j,  note  3. 
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Pour  la  forme  paramctiiqvie,  la  condiliondu  |)rcmicr  ordre  a  été 
oblcnue  au  n"  165.  Mais,  même  dans  ce  cas,  nous  pouvons  sup- 
poser les  coonlonn('es  choisies  de  manière  que  x' soit  toujours  crois- 
sant sur  C  et,  par  conséquent,  dans  le  voisinage  de  celte  courbe, 
sur  les  cxlrémales  qui  lui  sont  tangentes. 

Le  minimum  qui  correspond  à  la  l'orme  païamétriqne  ronq)re- 
nant  ((.'/'.  n"  71  i,  comme  condition  nécessaire,  le  minimimi  corres- 
pondant dans  le  cas  ou  x  est  pris  comme  variable  indépendante,  on 
devra  encore  avoir,  sur  l'arc  l'Q  de  c',  la  condition  indiquée  tout 
à  rhouio 

M  >  G 

que,  pour  plus  de  facilité,  nous  allons  supposer  vériliée  an  sens 
strict. 

Dans  ces  conditions,  reclierclions  si  le  ciiemin  APQB  donne 
bien  le  minimum  (fort  ou  faible)  de  /,  les  lignes  du  champ  étant 
iissujetties  à  ne  pas  traverser  G. 

11  faut  évidemment,  pour  cela,  tout  d'abord,  que  AP  réalise  le 
minimum  (fort  ou  faible)  par  rapport  aux:  autres  chemins  joi- 
gnant A  à  P. 

Nous  supposerons  donc  la  condition  de  ^^  eierstrass  (pour  le 
minimum  fort  ou  pour  le  minimum  faible  suivant  les  cas)  vérifiée 
•tlans  le  voisinage  de  AP,  et  nous  supposerons  également  que  cet 
arc  AP  vérilie  la  condition  de  Jacobi  et  cela  au  sens  strict. 

Ces  mêmes  conditions  seront  supposées  vérifiées   par  l'arc  QB. 

Mais,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  nous  ferons 
wne  hypothèse  de  plus  relative  à  l'arc  PQ  de  6.  Nous  admettrons 
que  celui-ci  vérifie,  non  seulement  la  condition  /'''  >  o,  mais 
encore,  et  même  au  sens  strict,  la  cniidilioii  (Je  Lcfjendrc  pour  le 
minimum. 

368.  De  ces  hypothèses  on  déduit,  relativement  à  la  disposition 
lies  extrémales  tangentes  à  C,  des  conséquences  qui  vont  nous  être 
utiles. 

Une  extrémale  tangente  à  C  peut  être  considérée  comme  définie 
par  l'abscisse  a  de  son  point  de  contact  avec  C;  soit 

(iiG)  Y  =  y{x,  a) 

IIadamard   —   Calcul  des  v.iiialions  2ij 


Ç)0  CALCUL    DES    VARL^TFONS 

l'ordonnée  de  l'extrémale  ainsi  définie.  Elle  véiiCe  l'équallon  dillé- 
rentielle 

F(Y)  =A  -  ;^ A'  =  -  AV  +  ^(Y',  Y,  :r)  =  o 

(-f-A-/.ï'-YAO 

du  n'^  59.  Au  conlraiic,  l'ordonnée  j  =  '}(.x;)  de  e'  vérifie  l'inégalilé 

F  (y)  =  —  Ar"  +  <?  (}''.  V,  x)  >  G 

Or  A  est  snp[)Osé  positif.  Donc,  au  point  de  contact  x  =  ry.,  où  y 
est  égal  à  Y  et  y'  à  Y',  on  a 

(117)  ^"-y"  =  '^^-V{^>o, 

c'est-à-dire  que  les  extrémales  sont,  par  rapport  à  e.  du  côté 
des  y  positifs,  autrement  dit  <lu  inèjiw  côté  qae  la  rc<jini]  permise. 

369.  De  plus,  comme  on  a,  quel  que  soit  a,  pour  ./;  =  a, 

^  _  6'  (x)  =  0. 

cette  relation,  différentiée  totalement  (c'est-à-dire  en  considé- 
rant a  comme  identiqueujent  égal  à  x)  par  rapport  à  x,  et  com- 
parée à  l'inégalité  précédente,  donne  (toujours  au  point  de  contact), 

ô^Y  ^ 

bxi'X  ^ 

et  si,  comme  nous  l'avons  su|)[)osé.  l'inégalité  F(y  >>  o  est  vérifiée- 
par  C  au  sens  strict,  il  en  e>t  de  ujéme  decelle  que  nous  venons, 
d'obtenir. 

Dès  lors  Ml"  4)  celle  inégalité  a  lieu  non  seulcmenl  pour  x=  a,, 
mais  encore  [tour  loule  valeur  de  x  —  y.  comprise  entre  zéro  et  un 
nombre  déterminé  /  et  pour  toute  \aleur  de  a  comprise  entre 
l'abscisse  a^  du  jtoint  1*  cl  lahscisi-e  ai  du  point  O    la  valeur  de 

^^ —     élanl.  dans  ces  coLdilions,   conslammcnt   supérieure  à  un 
ôardx 

nombre  fixe  h. 

^Y  _ 

Comme  on  a       —  o  [  our  x  --  a,  cela  mor.tre  que,  ])our  x  pins 
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giand  que  a  et  plus  petit  que  a  +  /.  '^^    est  né-alilct  supérieur  en 
valeur  absolue  à  h[x  —  ci). 

Convenons  de  ne  considérer  sur  chacune  des  exlrémales  (ii6) 
que  l'arc  situé  à  droite  du  point  de  contact,  c'est-à-dire  celui  qui 
correspond  à  x  >  a.  Dans  ces  conditions,  Y  varie,  pour  ce  donné 
(et  X  —  «•</),  en  sens  inverse  de  a.  Lorsque  a  décroit  depuis  x 
jusqu'à  X  —  /  (du  moins  tant  que  cette  valeur  est  supérieure  à  «(,), 
Y  croit  constamment,  depuis  la  valeur  'i>{x}  jusqu'à  une  limite  plus 


grande  (en  vertu  de  l'inégalité 


o^Y 


>■  A  (x  —  a  j  j  que  'l  (x]  + 


Id^ 


Donc,  si  nous  traçons,  au-dessus  de  C,  la  courbe  dont  l'ordonnée 
est  égale  à  celle  de  C  augmentée  de       ,  nous  voyons,  que  i)ar  tout 

point  de  la  région  limitée  par  la  nouvelle  courbe  en  question.  parC, 
par  un  arc  de  l'extrémale  PP'  tangente  à  C  en  P  et  par  l'ordonnée 
deQ 


(ou  même  par  une  ordonnée  d'abscisse  un  peu  suj)érieure  à  a,),  il 
passe  une  extrémale  (ii6    et    sous  la  condition  x  >>  a)  une  seule. 


FiG.    6-2. 

Les  extrémah'S  en  question  (suivies,  à  partir  du  point  de  contact, 
dans  le  sens  des  x  croissants)  forment  dans  toute  cette  région 
(laquelle  est  numérotée  2  sur  la  figure  62)  un  faisceau  régulier . 

370.  Daulre  part,  ces  mêmes  extrémales  forment' un  faisceau 
régulier  autour  de  tout  l'arc  QB. 

Ceci  résulte,  comme  on  va  le  voir,  de  ce  que  cet  arc  vérifie  la 
condition  de  Jacobi  (au  lieu  qu'aucune  condition  de  cette  espèce 
n'intervient  dans  la  région  2). 
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Si,  en  cU'el,  on  dérive  l'ex^ncssion  (j  lO)  de  \  par  rapport  à  a, 
et  qu'on  fasse  ensuite  a  é^al  à  l'abscisse  a.i  du  point  Q,  la  dérivée 

A,  . 

Cia  /a  =  a, 

ainsi  obtenue  représentera,  le  long  de  QB,  une  solution  de  l'équa- 
tion aux  variations.  Or  cette  solution,  qui  n'est  pas  identiquement 
nulle  (nous  venons  de  voir  qu'elle  est  négative)  est  nulle  eu  Q 

(l'équation  --  =  o  exprime,  en  elTct.  que  Q  est  le  point  de  con- 
tact de  l'extrémale  variable  avec  son  enveloppe)  :  donc  elle  coïn- 
cide (à  un  facteur  constant  près)  avec  celle  qu'on  obtiendrait  en 
opérant  comme  au  n°  99,  à  l'aide  d'extrémales  toutes  issues  de  Q  ; 
et  elle  est,  par  conséquent,  dillérente  de  zéro  sur  tout  l'arc  QB, 
le  point  Q  excepté. 

Donc,  en  même  temps  que  les  extrémales  issues  de  Q,  les 
extrémales  (iiC)  forment  un  faisceau  régulier  dans  toute  une 
région  (numérotée  o  sur  la  ligure  G'.i)  de  forme  analogue  à  celles 
qui  ont  été  considérées  au  n"  296  {Ji<j-  3.")  s'il  s'agit  de  la  forme 
paramétrique,  Jîg.  3^;  dans  le  cas  contraire). 

Cette  conclusion  pourrait  rester  douteuse  pour  le  voisinage  du 
point  Q  (puisque  y  v  est  nul)  si  ce  voisinage  ne  faisait  partie  de 
la  région  2,  pour  laquelle  la  régularité  du  faisceau  a  été  démontrée 
plus  liant. 

371,  Chemin  spécial.  - — -  11  existe  de  même  un  faisceau  régu- 
lier entourant  AP  et  composé  d'extrémales  représentées  par  l'équa- 
tion (  1 16).  Mais  nous  le  laisserons  de  côté  et,  autour  de  AP,  nous 
constituerons  le  faisceau  avec  des  extrémales  issues  de  A  ou,  comme 
piécédemment,  d'un  point  A'  situé  au  voisinage  de  A  sur  le  ])ro- 
longement  de  l'arc  d'exlrémale  AP.  En  vertu  de  la  condition  de 
Jacobi,  qui  est  encore  supposée  vérifiée  au  sens  strici ,  un  tel  faisceau, 
si  A'  est  sulfisammeul  voisin  de  A,  sera  régulier  dans  tout  le  voisi- 
nage de  l'arc  AV.  iNous  désignerons  par  le  cliilVre  i  [\oivJî(j.  (ia)  ce 
domaine  de  régularité  (en  n'en  conservant  que  la  [)artie  située  au- 
dessus  de  C  et  non  conmiuue  avec  la  région  2). 

Cela  posé,  imaginons  (ju'ou  substitue  au  point  A  le  point  A'  et 
au  point  B  un  point  (juelconque  M  d'une  des  régions  i,  2,  3  (pii 
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viennent  d'être  définies.  Noire  projjlrmc  de  minimum  nnilatcral 
admettra  encore,  du  moins  en  ce  qui  regarde  les  conditions  du 
premier  ordre,  une  solution  voisine  de  )..  Si  on  a  pris  pour  M  un 
point  (Ml,  //y.  (la)  situé  dans  la  région  i,  cette  solution  se  couipo- 
sera  simplement  (' )  d'un  arc  d'extrémale  issue  de  A'.  Si,  au  con- 
traire, M  est  vm  point  (M2,  M^,fl(/.  6-j)  d'un  des  domaines  2,  ,"), 
elle  sera  lormée  de  l'arc  A'P,  d'un  arc  PN  de  i'  et  d'un  arc  d'extré- 
male tancent  à  6,  lequel,  dans  la  région  2,  sera  tel  (pie  sa  projec- 
tion sur  l'axe  des  x  soit  inférieure  à  /. 

Nous  désignerons  par  la  dénomination  de  chentlii  spcciftl,  et 
nous  désignerons  par  la  notation  A,  la  solution  ainsi  construite. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'en  tout  point  voisin  de  X  et  situé 
dans  la  région  permise  aboutit  un  chemin  spécial  et  un  seul. 

Bien  entendu,  rien  n'empêcherait,  dans  tout  ce  qui  précède,  de 
remplacer  le  faisceau  issu  de  A'  par  tout  autre  faisceau  (transver- 
sal en  A'  à  une  courbe  1)  régulier  autour  de  AP  et  comprenant  Al\ 

372.  Conditions  suffisantes.  —  La  construction  du  chemin 
spécial  ainsi  défini  constitue,  [)our  notre  problème  actuel,  la  cons- 
Iniclion  de  Wcierslrass. 

Moyennant  cette  construction,  la  méthode  de  ^^  eierstrass  va 
s'appliquer  sans  modification  à  notre  problème  actuel  et  nous 
montrer  que  les  conditions  énumérées  jusqu'ici,  jointes,  s'il  y  a  lieu, 
à  la  condition  de  AVeierstrass  pour  le  minimum  fort  ilans  la  région 
2,  sonl  siiffisa nies  pour  le  minimum  demandé. 

On  considérera,  à  cet  efl'et,  la  dilTérence 

A  désignant  le  chemin  spécial  qui  aboutit  en  M.  Il  sufiit  évidem- 
ment, pour  pouvoir  écrire  la  formule  de  AVcierstrass,  de  s'assurer 
que  la  variation  de  /  se  calcule  encore  par  la  formule  aux  limites. 

(Aj 

Or,  pour  la  région  i,  cette  formule  se  présente  dans  les  condi- 


(V)  On  se  convaincra  aisémcnl  que  les  cxlréniules  issues  de  A',  \oisiiies  de  1 
et  situées  au-Jessous  de  AP  ne  coupent  Q  qu'en  un  point  voisin  de  1'  et  d'al)s- 
cisse  inférieure  à  celle  de  P  et  que,  par  conséquent,  l'arc  qui  joint  A  à  un 
point  quelconque  de  la  région  1  est  tout  entier  dans  la  région  permise. 
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lions  habituelles.  En  un  point  des  deux  autres  régions,  on  aura  à 
ajouter  les  variations  de  /^  et  de  /",  Mais  nous  avons  vu  au  n°  166 
que,  8  étant  nul  en  N,  les  termes  correspondant  au  déplacement 
de  ce  point  se  détruisent.  La  formule  aux  limites  ne  clianire  donc 
pas  de  forme  et  le  théorème  est  démontré. 

I^  condition  de  Legendre,  étant  vérifiée  au  sens  strict  sur  6, 
entraîne,  dans  toute  la  région  2  (si  /  a  été  pris  assez  petit)  la  condi- 
tion de  AN  eierstrass  pour  le  minimum  faible  (n"  325).  Comme 
cette  dernière  est  déjà  supposée  dans  les  régions  i  et  o,  le  liiini- 
mum  faible  est  assuré.  Nous  voyons  qu'il  suffit,  pour  cela,  que 
l'on  ait,  outre  les  conditions  du  premier  ordre  déjà  Indiquées, 

I  "  les  conditions  de  Legondrc  et  de  Jacobi  (au  sens  strict)  sur 
les  arcs  AP,  QB; 

2°  la  condition  de  Legendre  (au  sens  strict)  sur  l'arc  PO. 

Quand  au  minimum  fort,  il  est  démontré  par  ce  qui  précède, 
moyennant  : 

I"  La  condition  de  Jacobi  (au  sens  strict)  [lour  les  arcs  AP,  QB 
et  la  condition  de  AAeierstrass  pour  le  minimum  fort  au  voisinage 
de  chacun  de  ces  arcs  ; 

2"  la  condition  de  AA  eierstrass  pour  le  minimum  fort,  au  voisi- 
nage de  l'arc  PQ. 

La  théorie  précédente  s'étend  d'elle-même  au  cas  (voir  ^^Jîy.  23, 
p.  18A)  oîi  /  se  diviserait  un  nombre  quelconque  de  fois  en  arcs 
d'extrémales  et  arcs  de  courbe  limite. 

373.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  fait  que  la  condition  de 
Legendre  pour  le  minimum  (du  moins  prise  au  sens  large)  est 
nécessaire  même  pour  le  minimum  unilatéral. 

Si,  d'autre  [)art,  cette  même  condition  de  Legendre  est  vérifiée 
au  sens  strict,  elle  entraîne  la  condition  de  Weierstrass  pour  le 
minimum  faible. 

Gomme  les  conditions  relatives  aux  arcs  d'extrémales  AP,  QB 
sont  celles  de  l'extremum  libre,  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à  leur 
égard. 

Il  nous  reste  à  prouver  que,  povu'  le  minimum  foii,  la  condition 
de  AA  eierstrass  correspondante  est  nécessaire  sur  P(^. 

374.  La  démonstration  est,  à  une  légère  modification  près,  toute 
semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  au  n"  329. 
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Pulscfue  la  condition  de  Legendie  csL  toujours  vcrlficc,  les  exlp'- 
males  (ii6)  sont  encore  situées  dans  la  région  pci-iuise.  et  on 
pouna  s'en  servir  pour  constituer  le  faisceau  spécial. 

Dans  ces  conditions,  supposons  qu'en  un  point  M „  de  l'arc  |M> 
existe  une  seconde  direction  qui,  jointe  à  celle  de  la  tani^^enlc  à  c, 
rende  B  (ou  {'.)  néi^atif. 

Si  cette  seconde  tliroction  est  telle  que,  en  se  déplaçant  à  [);iilii- 
de  Mo  dans  celte  direction,  on  pénétre  au-dessous  de  C  (région 
défendue),  le  chemin  varié  qu'on  considérera  est  tout  analogue 
ù  celui  qui  est  représenté yZy.  \2  (p.  ogH)  :  U  en  diITèrc  en  ce  que 
la  ligne  AM' sera  remplacée  par  un  arc  d'extréniale  NM  tangente 
à(5('). 

Si,  au  contraiie.  la  direction  en  question  est  au-dessus  de  celle 
de  la  tangente  à  (^,  de  sorte  que,  suivie  à  partir  de  Mo,  elle  pénètre 
dans  la  région  permise,  il  faudra  tracer  l'arc  tangent  à  ('  en  sens 
inverse  et  après  le  segment  M.iM'  :  la  ligne  variée  sera  alors 
APMijM'NQB,  M'N  étant  tangent  à  C  en  un  point  N  dont  l'abscisse 
est  supérieure  à  celle  de  ^I'. 

Dans  le  premier  cas,  le  raisonnement  même  qui  a  été  fait  plus 
haut,  montre  que  (moyennant  la  propriété  sui)posée  à  MoM')  la 
ligne  variée  indiquée  donne  bien  un  résultat  plus  petit  que  ).. 

Dans  le  second  cas,  il  faudra  modifier  ce  raisonnement  en  com- 
posant le  faisceau  spécial  avec  les  extiémales  (ii6)  considérées 
exclusivement  pour  j:  «^  a  et  non  plus  pour  x  ^  7.. 

Dans  les  deux  cas,  d'ailleurs,  on  peut  (en  employant  le  même 
faisceau  spécial  que  dans  l'étude  des  conditions  sulTisantes)  prendre 
pour  ^M'  ou  M'X,  non  plus  une  extrémale  tangente  à  C,  mais  une 
ligne  quelconque  dont  les  tangentes  fassent  avec  celles  de  (i!  un 
angle  de  l'ordre  de  V^MqM'  .  La  longueur  du  segment  NM'  ou  M'N 
serait  aussi  du  même  ordre,  et  la  partie  correspondante  de  l'inté- 
tégrale  (70)  ou  (70  bis)  (n"  300)  serait  (puisque  ê  ou  8  est  de 
l'ordre  du  carré  de  l'angle  des  deux  directions  qu'il  contient)  com- 


parable à  MoM'  " ,  au  lieu  que  celle  qui  correspond  au  segment  MqM' 


est  de  l'ordre  de  ce  segment  même. 


(';  iI„M'  «levant  être  assez  petit    pour  que  g   n'y  change   pas  Je  signe,  le 
point  X  devra,  lui  aussi,  être  voisin  de  M'  et  de  Mq. 
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375.  Les  raisonnements  qui  précèdenl  peuvent  s'élcndre  aux  pro- 
blèmes à  plus  d'une  fonction  inconnue,  par  exemple  à  celui  qui  a  été 
considéré  au  n°  168  et  dans  lcr|ucl  la  Yiiiuc  d'inléuralion  '£,  tracée 
dans  l'espace  ordinaire,  est  assujettie  à  être  lout  entière  dans  une  cer- 
taine région  de  cet  espace. 

Toutefois,  il  est  aisé  de  voir  que  des  circonstances  nouvelles  s'intro- 
duiront en  ce  qui  concerne  les  conditions  de  Jacobi.  Soit 

o  (:r,  V,  :)  5>  o 

1  inégalité  qui  définit  la  région  0{  dans  laquelle  la  ligne  U  doit  être 
située,  de  sorte  que 

est  l'équation  de  la  surface  S  qui  limite  cette  région. 

Une  ligne  À  qui  fournit,  dans  ces  conditions  le  minimum  d'une  inté- 
grale /  entre  deux  points  A  et  B  intérieurs  à  31  est  nécessairement 
composée  d'au  moins  deux  arcs  d'extrémales  libres  (c'est-à-dire  satis- 
faisant aux  conditions  du  premier  ordre  pour  l'exlremum  libre), 
AP,  (^)B,  reliés  entre  eux  par  un  arc  PQ  situé  sur  S  et  vérifiant  les 
conditions  de  minimum  unilatéral  :  soit  (en  adoptant,  comme  précé- 
demment, x  pour  variable  indépendante) 

(l  ib)  = =:   0 

avec 

(ii8')  p>o. 

Les  égalités  (ii8)  expriment  que  P<^)  est  une  exlrcinale  lu'c,  c'est-à- 
dire  annule  la  variation  première  sur  ta  surface  S. 

Si,  comme  dans  le  cas  du  plan,  on  suppose  que  PQ  vérifie  la  condi- 
tion de  Lcgendre  ]30ur  le  minimum,  les  extrémalcs  tangentes  à  VI.} 
sont  par  rapport  à  S,  du  côté  o  ^  o  ('). 

('j  Soient,  en  eilet  ,r,  y.  r  les  eooidonnées  de  I*Q  :  x,  \  .  Z  les  coordonnées- 
du  point  qui  a  même  x  que  le  j,,remier  sur  une  exlrcmale  iangenle  à  l^Q  ; 
Aj,,  Ajo  =  A.,j,  A^.,  les  coenicienls  de  la  forme  *  qui  intervient  dans  la  con- 
dition de  I^egendre.  L'extrémalc  annulant  les  quantités  7  -  ),  I'^-  >,  les  rela- 
tions (ii8)  s'écrivent 

Au  (T  —  v")  +  Aj,  (Z"  —  --")  =  p9„ 
Al 2  (V"  — /)  +  Aoo  (Z'  —  z")  =  oï., 
d'où,  en  multipliant  par  (Y'  —  v' },  (Z'  —  z")  et  ajoutant 

P[?y(Y"-yHr4Z'-^'yi  =  An'V"-y')2  +  -!A,vr-/)  (/•■-;■■)+ A,,  X-O^. 

Le  second  membre  étant  positif  et  non  nul  (puisque  «1»  est  définie  positive 
et  Y"  —  y",  Z"  —  z"  non  tous  deux  imls).  il  en  est  de  même  du  premier  :  ce 
que  donne  bien  le  résultat  du  texte. 


I  -  _ 
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Mais  ici,  il  est  visible  qu'une  condition  de  Jacobi  doit  rtic  Mriru'e 
par  l'arc  l'Q.  Celui-ci  doit,  en  elTet,  fournir  le  minimum  de  l'iiiti'gr.ilc 
par  rapport  aux  lignes  tracées  entre  les  mêmes  points  P,  Q  sur  S  :  il 
doit  donc  vériller  la  condition  de  Jacobi  correspondant  à  colle  sorte  de 
minimum. 

Moyennant  cette  condition,  P()  peut  être  considéré  comme  entouré 
d'un  faisceau  régulier  d'extrémales  liées  situées  sur  S, 

Si  maintenant  on  prend  les  diiférentes  extrémalcs  libres  oui  sont 
tangentes  (dans  le  voisinage  de  l'arc  PQ)  à  ces  cxtrémales  liées,  et  qui 
dépendent  de  deux  paramètres  a,  ^  (?,  paramètre  dont  dépend  l'extré- 
malc  liée;  a,  abscisse  du  point  de  contact),  elles  forment  (lorsqu'on  en 
prend  les  arcs  cjui  correspondent  à  a*  ^  a)  un  faisceau  régulier  dans 
une  région  analogue  à  la  région  2  de  Xd.  fuj.  62  ('). 

Mais  il  faut,  en  outre,  que  ces  mêmes  extrémalcs  forment  égale- 
ment un  faisceau  régulier  autour  de  l'arc  QB. 

Or  ceci  exige  une  nouvelle  condition  et  cette  dernière  est,  contraire- 
ment à  ce  qui  se  passait  dans  le  plan,  plus  restrictive  que  la  condition 
de  Jacobi  relative  à  l'arc  AP. 


376.  Sans  étudier  de  plus  près  la  question  que  nous  venons  de 
poser,  il  n'est  pas  inutile  de  noter  que  plusieurs  des  problèmes 
traités  dans  ce  qui  précède  ne  l'ont  été  que  pour  une  seule  fonc- 
tion inconnue  el  que  les  méthodes  employées  ne  se  généralisent 
pas,  au  moins  immédiatement,  aux  problèmes  analogues  à  plus 
de  deux  dimensions  ;  tel  est,  [)ar  exemple,  le  cas  pour  la  discussion 
de  l'extiemuni  entre  deux  loyers  conjugués  (n'"  333-336)  ;  [xuir 
les  lignes  dont  les  deux  extrémité  sont  mobilcs(n"-  352-355)  ;  pour 
les  lignes  fermées. 

De  nouvelles  recberclies  intéressantes  seraient  donc  à  faire  sur 
cet  ensemJjle  de  sujets. 


(')  Soient,  en  effet.  Y,  Z  les  coordonnées  d'une  de  ces  eilrémales  libres; 
y,  z,  celles  d'une  extrémale  liée.  Ces  dernières  formant  un  faisceau  régulier, 
on  peut,  par  un  cUangement  de  variables,  supposer  qu'elles  ont  pour  équation 

j  =  G'«=  ^.  Le  déterminant  ^l^-pj,  divisé  par  (j  —  1).   donne   un  quotient 

différent  de  zéro  pour  :/;  =  a,  comme  il  résulte  aisément  des  relations 


ôa/-'' 


=.  Is  +  •?■  S  )  =  -  ('^^  ■^■"  -  ^■■'  +  "  (^"  -  •-'»)  *  ' 
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377.  Faisceau.  —  Considérons,  avec  les  notations  da  n"  123, 
Tintégiale  : 

prise  le  long  d'une  courbe  variable  'ï  joignant  deux  points  A,  B 
•d'abscisses  x-°,  x^  en  lesquelles  les  valeurs  de  y,  y',-.-  j'''~"  sont 
données.  Admettons  qu'il  existe  une  extrémale  /.(}'  =^  '\>{^))  pai'mi 
les  courbes  'I.  Nous  dirons  que  cette  extrémale  est  enloiirce  (l'un 
Jaisccaa  s'il  existe 

i"  une  laniille  à  p  paramètres  d'extrémales  A  —  ayant  un  contact 
d'ordre  p  —  i  avec  À  en  un  [xjint  A'  (')  tl'abscisse  x'^  =  ;r'"  —  h, 
voisin  de  A,  mais  extérieur  à  Al)  ou.  exceptionnellement,  confondu 
•avec  A  —  l'une  d'elles  étant  |)ar  conséquent,  À  elle-même  ; 

2"  d'autre  part,  un  nombre  positif  £, 

tels  que,  'i'  étant  une  ligne  (juclconque  ayant  avec  /.  un  voisinage 
d'ordre /> —  i  défini  par  le  nombre  s  et  M  un  point  quelconque 
de  ÎX  ayant  une  abscisse  comprise  entre  x^  et  x^ ,  on  puisse  trouver 
une  extrémale  A  et  une  seule  de  la  famille  en  question,  ayant  un 
contact  d'ordre  p  —  i  avec  U^  en  M,  extrémale  fpi  variera  conlinu- 


(')  On  |iourrait  former  des  faisceaux  plus  généraux  (dont  les  extréinales  ne 
passeraient  pas  nécessairement  par  un  même  point)  en  partant  de  condilions  de 
■transversaJUé  déduites  des  résultats  du  n°  131.  Nous  nous  bornerons,  pour 
:siniplifier,  à  ceux  qui  ont  été  considérés  dans  le  texte. 
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ment  si  l'on  fait  varier  continûment  la  position  de  M  cl  les  valeurs 
de  j'. ...  y*''^"  en  ce  point. 

Les  exlrémales  relatives  à  /  dépendent  de  2p  constantes  :  il  v  a 
donc  le  nombre  de  [)araniètres  nécessaire  pour  assujettir  Tune 
d'elles  à  deux  contacts  d'ordre/)  —  i.  Les  équations 

(l3o)   W{x^\^^....0L.,,,):r='i,{x'(>),W'(xO,^^,...z,,,=z'y{x'J),...,n-[r-\)[xO,z^ 

(i20  bis)         y(.r,  aj,...ao;,j  =  v,  U'\.'-,  a,,...ao,j)  =  v',...  '!'(' — ')>.-,  a,,...  a2,,)  —  y(''-i) 

(oii  J  =  T(«,  «1,  ai,...  a.^,,)  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 
F(j)  =  o)  sont  résolubles  en  ai,  7.2, ■■■  a^,,,  el  donnent  pour  ces 
paramètres  des  valeurs  constantes  (que  nous  prendrons  nulles), 
lorsque  l'on  a 

\otre  exlrémale  sera  entourée  d'un  faisceau  si  ces  mêmes  équa- 
tions restent  résolubles  lorsf[u"on  donne  à  x,  y,  y',...  Y^''"''  des 
valeurs  respectivement  voisines  de  celles  que  nous  venons  d'écrire  : 
plus  précisément,  des  valeurs  vériliant  les  inégalités  (()6)  (n"  319) 
et 

(101)  |v(A)  _iW^|    <-  ,  (/-^^o,    T....  p—   l). 

C'est  ce  qui  arrivera  si  le  déterminant  fonctionnel 

D[VF(xO,a,,  ■■a.,,)3-7a:'^z,....aoy),...>t-(p-')(x^ai,...a.,,,);>lXx.a,,...a.),),..q-(''-')(j-,ai,..a2j-)] 

D,a, ,...«.;,) 

est  différent  de  zéro  pour  ai  =7.1=  ...  =  ai,>  =  o  (et  pour  toute 
valeur  de  .rentre  x"'  et  x^). 
Ce  déterminant  peut  s'écrire 

(122)     |y,(.r«)      y',(xO)...y,(/-i)(x'«)       y,(x)       y',(x) y/''-'>(a-)l  j 

{■=1,2,. ..2/) 

la  notation  étant  celle  du  n"  279  et  les  fonctions  y^  =   „   étant  un 

système  de  ip  solutions  indépendantes  de  l'équation  aux  varia- 
tions F  (y)  r=:  o. 

La  condition  qu'il  soit  différent  de  zéro  représentera  ici  la  condi- 
tion de  Jacohi. 

Si  les  p  derniers  paramètres  a^,_^,,  a^,^,,...,  a^^,  sont,  comme  cela 
est  possible,  choisis  de  manière  à  ce  que  leur  annulation  entrame, 
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quels  que  soient  les  paramètres  restants,  les  équations  (120), — 
autrement  dit  si  U'(x,  ai,...  a,,,  o,...  o)  —  '\'{x)  s'annule  ainsi 
que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  —  i,  pour  x  ^  :rf  —  /t,  —  cette 
condilion  se  réduira  à 

(122  \m)       o;zf  |y,(.r)     y',  .TV..y,(''-')(.r)i|  {[.  =  i....p). 

Son  seconti  membre  est  une  forme  du  (Icterminaiil  spcctnl  consi- 
déré au  n"  277.  Les  solutions  yi,...  y^,  définies  par  la  propriété 
précédente  soni,  en  eiïet,  associées  tieux  a  deux,  puisque  cliac[ue 
terme  de  l'expression  (^19)  de  û  contient  en  facteur  l'une  ou  l'autre 
des  fondions  sur  lesquelles  ce  ?\  ml>()lo  porte  ou  de  leuis  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  p —  1,  c!  que  ([iDur  les  fondions  y,)  loulcs  ces 
quantités  sont  nulles  en  \' . 

La  première  valeur  de  ./'  (à  partir  de  x")  pour  laquelle  l-  déler- 
miuant  (122)  ou  (122  his)  s'annule,  définit  le  foyer  conjugué  de  A'. 
La  condition  do  Jacobi  sera  vérifiée  au  sens  strict  si  (pour  /V  suIFi- 
samment  voisin  de  A  ou  coïncidant  avec  A)  ce  foNcr  est  au-delà 
de  B  ;  et  au  sens  large,  si  le  foyer  de   V  coïncide  avec  B. 

Si  maintenant,  l'arc  \B  de  À  étant  entouré  d'un  faisceau,  la 
courbe  variée  '£  a,  avec  ).,  un  voisinage  (d'ordre  /)  —  1  au  moins) 
assez  étroit,  il  existera,  en  chaque  point  M  de  'X,  une  cj.-lrcmalt'  spé- 
ciale A  (c'est-à-dire  une  extrémale  du  faisceau  M  (x,  ai ... .  a^,,  o, . . .  o), 
ayant,  par  conséquent,  un  contact  d'ordre  p  —  i  avec  A  en  A)  qui 
aura  avec  '.£  un  contact  d'ordre  y)  —  i  en  M. 

378.  Extremum  faible  et  extremum  fort.  —  La  méthode  de 
AN  eierslrass,  —  au  moins  dans  son  élal  actuel,  —  ne  s'applique 
qu'au  cas  cjui  vient  d'être  mentionné,  c'est-à-dire  à  celui  oii  la 
ligne  ;i'  est  assujettie  à  avoir  avec  ).  un  voisinage  d'ordre  au  moins 
égal  à  /)  —  1 . 

Si  le  voisinage  ainsi  imposé  à  ï  n'est  que  d'ordre  p  —  i,  un 
extremum  réalisé  dans  ces  conditions  est  dit  un  extremum  fort. 

Si  le  voisinage  imposé  est  d'ordre  p,  on  dit  qu'il  y  a  extremum 
faible. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  la  recherche  actuelle,  nous  pourrons 
toujours  supposer  y  exprimé  en  fonction  de  ./•.  En  elfet,  au  moyen 
d'un  changement  de  variables,  on  peut  supposer  que  x  aille  en 
croissant  sur  ).  et  que  y'  soit  borné.  Il  en  sera  dès  lors  également 
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ainsi  pour  les  courbes  i',  qui  ont  avec  ).  un  voisinage  d'ordre  /;  au 
moins  (si  n  >■  y).  Il  n'\  auta  donc  [)lus  inlérèt,  ici,  à  cni[)l(i\cr 
la  forme  paramélrique. 

379.  Soit  donc  délciminée,  pour  chaque  point  M  de  la  ligne 
variée  'A\  l'extrémale  spéciale  A  issue  du  point  A'  et  qui  a  avec  'X, 
\\\\  contact  d'ordre  p  —  i  en  M.  Nous  considérerons  la  quantité, 
variable  avec  AI, 

u]  =  r'  -^i  '\ 

^    ■'  ,   A  ...  A 

i'.X'  (A) 

et  nous  écrirons  la  dilïérence  cliercliée  sous  la  forme 


M=i:-^i:=j^  o[i]. 


{•X>        ('0 


La  variation  r)  /  se  calculera  ])ar  la  formule  (qq)  du  n"  131.  Mais 

^•^)  .  ^'. 

ici  celte  formule  se  sim[)lilicra  nolablemcnt,  puisque,  en  vertu  de 

l'ordre  de  contact  qui  eviste  entre  'X  et  \,  ô^j'''*  —  j<''+''r?x-  est  nul 

pour  k  <i  p  —  I .  La  formule  se  réduit  dès  lors  à 

-[/(Yo'('^-^^y'^^-■^^..•,J.a■)  +  (y(^')-Y)/Y(Y,J(i-'),...,r,.T)]8a•. 

oij  y,  y' ,-..  j'''~'*  ont,  par  livpotlièse,  la  même  valeur  sur  X  et 
sur  A  pendant  que  y^>'\   Y  sont   les  valeurs  de   la   dérivée  pï^-me 
de  y  prise  respectivement  sur  U  et  sur  A. 
On  a  donc 

(123)  \I=    \      Mx, 

X 
avec 

(12/,)  =/(j<"'.  y'"-''.-  r.  ^)  -/(Y,  j("-'»,...  J.  .r) 

/  _(v(.)_Y)/Y(Y,r(i'-') V,  rr). 

380.  Conditions  suffisantes.  —  Opérant  comme  au  n°  318, 
nous  remarquerons  que  X  est  (moyennant  les  inégalités  (i2i))  très 
voisin  de  <|(^'*(x). 
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Dès  lors,  nous  pouvons  énoncer  les  conditions  sullisantcs  sui- 
vantes : 

Pour  (juc  le  chemin  AB,  supposé  appartenant  à  une  extrèmale 
}.  (y  = 'i>  (œ))  et  entouré  d'un  faisceau,  réalise  le  niiniinuni 
d'ordre  p  —  i  (minimum  fort)  de  l'intégrale  (119),  il  suffit  que 
[z  étant  ])ris  suflisamment  petit)  la  quantité  t",  définie  pnr  la  for- 
mule (12/1)  soit  positive  moyennant  les  inégalités  (9G),  (121)  et 

(121  6')  I  Y  —  ''J>'^{x)\  <£. 

Les  inégalités  (121  )  expiiment,  en  etl'et,  le  voisinage  d'ordre yj  —  i 
entre  -X  et  X, 

La  condition  que  8  soit  positif  moyennant  les  inégalités  (96), 
(121),  (i2i  b')  représente  ici  la  condition  de  Weierstrass  pour  le 
minimum  fort. 

De  même  : 

Pour  que  le  chemin  ÂB  appartenant  à  une  extrèmale  et  entouré 
d'un  faisceau  —  réalise  le  minimum  d'ordre  p  (minimum  ya/t/t')  de 
l'intégrale  { 119),  //  sujjlit  —  condition  de  Weierstrass  pour  le  mini- 
mum faible  —  que  (s  étant  pris  suflisamment  petit)  C  soit  positif 
moyennant  les  inégalités  {ç)(î),  (121),  (121  b')  et 

(121  c)  \  y'^^ —  ¥"' {•-<•)  \<  t. 

381.  On  peut  transformer  ces  conditions  comme  nous  l'avons 
fait  aux  n'""  324-325.  L'expression  de  C  montre  c|ue  Ton  a 

è  (-T.  V,  v',...  v'^-"  ;  y,  }'<''>)  =  l  0'^^'  —  ^')!/r,2  {-"•>  f''~'K---  /.  J.  ^) 

où  Tj  est  un  nombre  compris  entre  j*''*  et  ^  .  Alors,  nous  pourrons. 
pos?r  : 

8  (.T,  y,...  /''-!'  ;  Y,  yO'))  =n.  {yii')  —  \y  B,  (.r,  r,...  y'^'-",  Y,  y'/')) 
l'expression  81  étant  la  fonction  continue  de  x,  }',...  3''^'~'',  J*''',  ^^ 
qui   est   égale   à  7-,j^f^:r\Y  lorscjuc  (y''  —  1)   n'est   pas   nul   et 

à    '   /v.(V,  j'''"'',..-  y,  oc)  lorsque  y''''  =  Y. 

La  condition  81  >  o,  le  premier  membre  étant  dilîérent  île  zéra 
même  poiu-  y'^''  =  ^  ,  sera  (au  sens  strict)  la  condition  de  AN  eier- 
strass  modifiée. 
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On  verra  dès  lors  comme  aux  n  "■  325-328  —  tovijonrs  sous  con- 
dition de  l'exislence  du  Jaisceau  — ,  qu'/V  j  aura  cxlrcnuirn  fort  si 
8i  (x,  3', /,...  3'<^-'>,  Y,  y'''^)  a  un  signe  constant  moyennant  les 
inégalités  (96),  (121),  en  tout  point  de  l  et  i/nel  que  soit  te  nom- 
bre arbitraire  j*'''  et  qu'il  y  aura  extremum  faible  sif.^,..^  (é<'al  à 
aC,  {x,  y,...  }'(/'-'>,  }'(/'>,  jO')))  a  un  signe  constant  sur  X  sans  jamais 
s'annuler. 


382.  Les  conditions  précédentes,  prises  au  sens  large  sur  À.  sont 
nécessaires  pour  i'extremimi. 

1°  Si  d'abord  la  condition  de  Jacobi  du  n"  358  n'est  pas  vérifiée- 
(même  au  sens  large),  c'est-à-dire  si  en  faisant  h  =  o,  par  consé- 
quent *•'"  =  x^,  dans  le  déterminant  spécial  (122),  ce  déterminant 
s'annule  non  seulement  pour  x  =  x^,  mais  pour  une  autre  valeur 
y  de  X  inférieure  à  x^ ,  il  existera  une  solution  de  l'équation  aux 
variations  (combinaison  linéaire  de  y'",-.,  y*"''*)  qui  s'annulera,, 
avec  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p — •  i  pour  x  ^=  a?"  et  pour  07  =  y. 

Celte  solution  (considérée  entre  les  limites  x  et  y)  donnera  une 
Narialion  seconde  nulle,  et  on  en  déduira  une  variation  seconde 
négative  en  raisonnant  comme  au  n"  293  (\).  L'extremum  est  donc 
impossible. 

2"  Il  en  est  de  même  si  la  condition  de  Weierstrass  (minimum^ 
fort  ou  minimum  faible  suivant  les  cas)  n'est  pas  vérifiée  en  un 
point  de  À,  c'est-à-dire  s'il  existe  une  abscisse  comprise  entre  x^  et  j;' 
et  une  valeur  v, de  y''''  pour  lesquelles  8,(0?,  y,  y'...  j'^'-"  ;  Y,  u.\  est 
négatif.  En  effet,  menons  par  le  point  correspondant  Mo  de  X  un 
arc  de  courbe  z{x)  tel  que  l'on  ait,  en  M^  : 

z  =  4- (a-),...  c'/'-^)  —  '!^^i>-^^{x),  c(i')  =  [ji. 

Alors  prenons  sur  cet  arc  un  point  Mi,  d'abscisse  inférieure  à  celle 
de  Mo  et  assez  voisin  de  Mu  pour  que  èi{x,  z,  z',...  zu—'i  ;  \,  2'/") 
soitencore  négatif  (sans  jamais  s'annuler)  sur  l'arc  MoMi.  Joignons 
maintenant  A  à  ^Ii  par  une  ligne  quelconque  ayant  un  contact 
d'ordre/}  —  i  avec  À  en  A  et  avec  MiMo  en  Mi.  On  aura  pour  la 


(*)  On  étendra  également,  sans  diniciiltc,  au  problème  actuel  la   mélhode  de- 
Darboux-ErJmann  (n°^  267,  332j. 
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liync  AMi  MijB  ainsi  formée  : 


A/  = 


(Y  —  rO'))2  8i(/a:  +  (Y  —  y*^")' ^i^^- 


Si  maintenant  on  suppose  que  la  ligne  AM;  ait  un  voisinage 
d'ordre  p  avec  ).,  on  voit  que  ^  —  v'''  sera  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre  (l'infiniment  petit  principal  étant  la  longueur  de 
M,  Mo)  sur  celte  ligne,  tandis  que  Y  —  r''''  dillcrera  peu  de 
ij.  —  y'^''  sur  MiMo.  Par  suite  la  seconde  intégrale  sera  infiniment 
petite  du  second  ordre  ;  la  première  sera  du  premier  ordre  et 
négative.  Dès  lors  A/  sera  négatif  lorsque  l'arc  MiMo  sera  assez 
petit. 

383.  Il  faut  observer  ici  que  l'impossibilité  de  l'extremum  fort 
que  nous  avons  rencontrée  fn"  331)  dans  le  cas  des  intégrales  por- 
tant sur  des  fonctions  uniformes  des  coordonnées  et  de  leurs  déri- 
vées ])remières  ne  se  présente  plus  pour  y)  >  i.  En  effet  (Cf.  n"  70 
la  variation  de  x  est  nécessairement  de  même  sens  sur  lextrémale). 
et  siu'  les  lignes  'S  qui  ont  avec  elle  un  voisinage  d'ordre  p  —  i, 
sip  ;>  2,  puisque  les  tangentes  à  /  et  à  !^  font  alors  entre  elles  des 
angles  très  petits. 
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RETOUR   AUX   METHODES   ANCIENNES 


384.  La  méthode  de  AA  eierstrass  nous  a  donné  une  solution 
complètement  rigoureuse  de  notre  problème.  xMais  si  les  considé- 
rations développées  au  Cliap.  I  ne  nous  ont  joas  amenés  à  ce  résul- 
tat, nous  allons  voir  que,  convenablement  complétées,  elles  sont 
cependant  capables  de  fournir  les  conditions  suffisantes  cherchées 
en  ce  qui  regarde  le  minimum  faible.  Pour  cela,  nous  emploierons 
les  considérations  du  u°  255  bis. 

Soit  c  =  j-h  Ay,  l'ordonnée  d'une  courbe  [£  terminée  en  A  et  B, 
ayant  avec  ).  un  voisinage  du  premier  ordre.  On  aura  : 

(125)  UrJ  <ô,  iA/l  <£ 

entre  x^  et  x'  (avec  Ay  =  o  pour  x  ■-=  x°,  ce'). 
Il  s'agit  d'étudier  le  signe  de  la  différence 

D  =   (      [/(/'  -+-  Ay',  V  4-  Av,  x)  -/{y',  y,  x)]dx. 

Or  on  a  (comme  au  n"  16) 

/Cy'  +  Ar',  y  4-  Ay,  x)  -f{y',  y,  x)  =  ^yf,  +  Ay/,' 
+  l  [{^y)%'  +  2  (Ay)  {^y')fy,;  +  {lyT/p]  +  R 
avec 

|Rj<^-pj)^  +  {Av')^J 

Hadamard  —  Calcul  des  variations  3o 
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OÙ  M  est  un  nombre  fixe  (limite  supérieure,  en  valeur  absolue,  des 
dérivées  troisièmes  de  /)  et  £  une  quantité  infniiment  })etile  en 
même  temps  que  {M')'  H-  (A}')".  On  peut  donc  écrire  : 

D  =  A/  +  ~  A^/  +  /• 

2 

en  posant  : 

^  (/Av+>;'A/)f/x- 

=   r  [/.=  (Av)^  +  2/„/AjAv'-t-//-'(Ar)-^]c/x 


A^/ 


(126)        r  =  ^^  £^   [{IrY  +  {\yr-]dx 

avec  \  0  ]  <C  I • 

s'  peut  d'ailleurs  être  ])ris  aussi  ]ielit  qu'on  le  veut  si  nos  deux 
fonctions  ont  entre  elles  un  voisinage  du  premier  ordre  assez  étroit. 

Gr  nous  avons  vu  au  n"  255  bis  que  À  étant  mie  extrcmale,  on 
a  A7=  o. 

8i  donc  nous  démontrons  que    A'-/    est  supérieur  à 

J  /■'  ' 

où  h  est  un  nombre  fixe,  il  sera  démontré  que  D  est  positif. 

385.  Méthode  de  Weierstrass-Scheeffer.  —  Pour  SclieelTer, 
le  fait  en  question  résulte  de  celui  que  nous  avons  démontré  au 
n"  272,  à  savoir  l'existence   d'une  limite  suj^érieure  (')  pour  le 


('j    Lne   telle    limite    supérieure   (mais   moins  précise)   peut   s'obtenir  sans 
recours  aux  calculs  du  n°  272,  en  partant  de  l'inégalité  (inégalité  de  Sclnvarz) 

j         MXdx        <     I         V^dj:  X     I         V-\/x- 

oîi  U  et  Y  sont  deux  fondions  quelconques  de  x. 

Appliquons  cette  inégalité  au  cas  où  l'on  a  :  U  =  y',  \  =  i.  Alors  : 


[/^x        -|  ^         ^x  nx 

ydx        <  y'-dx  X 

JxO  A  Jx»  Jx" 


dx 
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rapport  -— où  y   est   une  fonction  quelconque  nulle  aux 

\       y'hlx 

extrémités. 

La  méthode  de  Jacobi-Clebscli  donne  en  eiTet,  en  sn|)|)osaut  les 
conditions  de  Legendre  et  de  Jacobi  vérifiées  mi  sens  strict 


JxO 


(on  0  =    "    ,  z  ayant  la  mcme  sipnilication  qu  aux  n"'  261  et  sui- 
vants) :  ce  qui  donne 

|AV;>A    r  p'-^dx 

Jx'> 

A  étant   le   mininmm   de   la  quantité  (continue  et   diflérente   de 
zéro)  Az"*  entre  .c"  et  x\ 

Or  on  a  (n"  272),  puisque  o  est  nul  en  .c"  et  en  .x'  sans  être  iden- 
tiquement nul, 

ou  : 

Par  suite,  on  pourra  écrire  : 

h'-  +  p'2)  dx 
I)  désignant  un  nombre  positif  fixe  indépendant  de  Ay. 
et  comme  v  est  nul  pour  ./•  =;  x'°.  : 


nx  nx  ■ 

")     I        v'-Vx  <  (x  —  A-O      I         v-^(b:. 

.ri  : 
/xo  JxO 


v2  ^  (x  —  x' 

D'où,  en  intégrant  de  x^  à  .r' 

rx^ 
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D'ailleurs,  observons  que  l'on  a  : 

A/  +  Av'2  _  Aj^  -f-  Aj' 


p'2  /Ary        /zA/  — z'Avy 


C'est  le  quotient  de  deux  formes  quadratiques  en  Av  et  Ay'  qui  sont 
définies  positives  et  à  coefficients  bornés.  Il  a  donc  un  maximum,, 
qui  est,  comme  on  sait,  racine  d'une  équation  du  second  degré 
dont  les  coefficients  sont  bornés  et  diflerents  de  zéro.  Ce  maximum 
a  donc  une  limite  supérieure  positive  H  indépendante  de  Ay  et 
de  X  ;  ce  qui  donne  l'inégalité  demandée 

(127  bis)  lA^/l  >  j'f    I  _    (Av^  +  A/-)(/.r. 

386.  La  démonstration  s'étend  aisément  au  cas  de  plusieurs 
inconnues  :  en  reprenant  les  notations  des  n"""  273,  276,  la 
forme  <I>  est  définie  et  il  en  est  de  même  de  la  forme  &(o',  c',...) 
qu'on  en  déduit  par  la  substitution  (45)  :  en  les  supposant  posi- 
tives pour  fixer  les  idées,  le  rapport 


a  un  minimum  qui  n'est  nul  pour  aucime  valeur  de  x  et  qui, 
continu  par  rapport  à  x,  reste,  par  conséquent,  supérieur  à  un^ 
nombre  positif  A.  On  a  donc  d'après  l'expression  trouvée  au  n"  287 
pour  r)'I 


0^7  >  A  i   ir- 

.  /.rO 


Ix 


et  en  appliquant  à  cbacunc  des  fonctions  0,  7...  la  conclusion  du 
n"  272, 

(p'2   +   ff'2   4_    ...   _t_   p2   _,_    j2  _^  ___^  ^^^, 

3.0 

Mais,  d'après  les  formules  {[\'i)  la  quantité  sous  le  signe  /  peut 
être  considérée  comme  une  forme  définie  par  rapport  aux  in  quan- 
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/tltés  y,  y'  et  on  peut  écrire 

S-/>  /*  )  ^  (y'-i  +  ••.  -+-  yV  +  yr  -t-  ...  ^-  y„^)f/x 

.7t  étant  encore  un  nombre  positif  fixe. 

Cette  inégalité,  en  remplaçant  y,,  y';  par  Av;,  Aj',  et  è'-l  par  AV, 
•conduit,  comme  précédemment,  à  la  conclusion  demandée. 

387.  Méthode  de  M.  Kneser.  —  L'emploi  de  rinégalité  (i'i7; 
devier.t  inutile,  comme  Ta  montré  M.  Kneser,  si  l'on  suit  non  la 
aiiarclie  indiquée  par  Legendre,  mais  celle  qu'avait  proposée  (') 
Lagrange  lui-même  et  qui  consiste  à  traaslbrmer  la  variation  se- 
conde de  manière  à  faire  apparaître  sous  le  signe  /  non  un  carre 
parfait,  mais  une  somme  de  deux  carrés.  11  est  clair,  par  exemple 
ri  né  sali  lé 


I  f(y'.y)'/-^->/^  I    y'-'  +  y^)(/x 


•est  immédiatement  assurée  si  la  forme 

^y',  y)  =  Ay'^-^2Byy'^Cy^ 
a  pu  être  remplacée  par  une  expression  telle  que 

■dans  laquelle  £  a  le  signe  du  premier  terme.  Or,  ceci  revient  à 
■remplacer  la  forme 

o  =  f-Ey^ 

par  un  carré  parfait  et,  pour  arriver  à  ce  résultat,  il  suirna  d'opé- 
rer sur '^  comme  nous  avons  opéré  précédemment  surf.  L'équa- 
.tion  F  (z)  =  o  sera  alors  remplacée  par 

F  (z)  +  £Z  =  o. 

Or,  si  i  est  suffisamment  petit,  cette  dernière  admet  une  inté- 
:grale  aussi  voisine  qu'on  veut  de  la  quantité  z  que  nous  avons  fait 


r';  Tlu'oric  des  fonctions  analytiques.  (^Œuvres  t.  IX,  p.  ■mlj. 
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intervenir  au  n"  260,  de  sorte  que  si  la  condition  de  Jacobi  est 
vérifiée  au  sens  strict  pour  Ja  première  de  ces  deux  équations,  elle 
le  sera  aussi  (voir  aussi  n"  105  bis)  pour  la  seconde. 

De  mcrae,  dans  le  cas  de  plusieurs  inconnues,  on  posera  (fêtant 
la  forme  qui  intervient  au  u"  273) 

-(yi----  y'"'  yi,--  y«)  =  f^.y'i,-..  y»,  yi,..-  y.)  -  ^yi'  +  -.vy»') 

et  l'on  transformera  par  la  méthode  de  Glebscli  l'intégrale  /  odx. 

388.  Contrairement  à  ce  que  nous  venons  de  constater  dans  les 
numéros  qui  précèdent,  la  méthode  des  variations,  telle  qu'elle  a 
été  exposée  au  n"  38,  donne,  comme  nous  l'avons  annoncé  au 
n"  367,  un  résultat  inexact  lorsqu'il  s'agit  des  vdfidtions  unilaté- 
rales. 

C'est  ce  que  les  calculs  que  nous  venons  de  développer  vont 
nous  permettre  de  démontrer. 

Si,  en  ell'et,  en  employant  toujours  les  notations  du  n"  384,  nous 
mettons  à  part  le  terme  A/,  ces  calculs  montrent,  du  moins  en 
su])posant  l'intervalle  d'intégration  assez  petit  pour  vérifier  la  con- 
dition de  Jacobi  au  sens  strict,  que  la  partie  restante 

I)  —  M 

de  l'accroissement  de  /est  (comparer  les  inégalités  (126),  (127  his))> 
comprise  entre 


d:r 


et 

h' 


h  et  h'  étant  deux  nombres  du  même  signe,   celui  de  A  1  et  donù 
nous  su])poserons  que  //  est  le  plus  petit  en  valeur  absolue. 

Il  est  alors  aisé  de  voir  que  cette  quantité  D  —  A/  peut  être 
rendue  supérieure  en  valeur  absolue  à 


A/=r:  /(j/'Ajt/x. 
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Soit,  en  ellel,  ^  une  liniiLc  siqxMieuro  de  i/*'''i.  On  aura 

|A/|  <N    r    \\y\dx. 
Or  on  peut  écrire  (Av  étant  nul  aux  limites) 


f 


Si  donc  nous  supposons  (comme  cela  a  lieu  au  n"  373)  Av  de 
signe  constant,  et  si  nous  prenons  Aj"  également  de  signe  cons- 
tant et  de  module  au  moins  égal  à  un  nombre  fixe  y.,  on  aura 


r 


Sy'-dx  >>  [Ji    I        \ly,dx. 


|D  —  A/|  dépassera  donc  la  valeur  de  A/  si  l'on  a 

[xl/il>N. 
L'inégalité 

peut,  il  est  vrai,  pour  un  intervalle  donné,  être  incompatible  avec 
la  seconde  des  inégalités  (lao)  (n"  384)  :  mais  il  n'en  est  certaine- 
ment pas  ainsi  si  l'intervalle  considéré  est  suffisamment  petit  (') 
ce  que  nous  avons  toujours  le  droit  de  supposer  d'après  notre 
remarrpie  fondamentale  II  du  n°  36. 

Considérons,  par  exemple,  une  courbe  plane  dont  un  arc  très 
petit  AB  va  être  déformé  (ses  extrémités  restant  fixes)  dans  le  sens 
de  la  concavité  de  la  courbe. 

La  longueur  de  cet  arc  commencera  par  diminuer.  ^lais  elle  sera 
revenue  à  sa  valeur  primitive  lorsque  l'arc  aura  pris  une  position 
symétrique  de  la  première  par  rapport  à  la  corde  AB  et,  à  partir 
de  ce  moment,  elle  prendra  des  valeurs  supérieures  à  celle  dont 
on  est  parti. 


(i)  Il  suffit  qu'il  soit  inférieur  à      tv-^ 
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388  bis.  V&r  contre,  le  minimiu)}  iinibitéral  a  lieu  moyennant  lu 
seule  condition  du  premier  ordre  (celle-ci  étant  prise  au  sens  strict) 
SI  les  chemins  variés  sont  assujettis  à  avoir,  avec  le  chemin  pri- 
mitif X,  un  voisinage  du  second  ordre  suffisamment  étroit. 

Soit,  en  ellet,  N'  une  limite  inférieure  de  \I^''^\  dans  tout  l'inter- 
valle d'intégration,  limite  intérieure  qui,  par  hypothèse,  existe  et 
est  positive.  Le  terme  A/ dépassera  certainement  D —  A/  si  l'on 
a  constamment 

N' 
I  Av"l  -^  -— . 
'•^•'^   '    ^  \h'\ 

389.  La  mélhode  de  Clebsch  n'est  elle-même  autre  chose  qu'un 
cas  particulier  de  la  méthode  de  VVeierstrass  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  celle  de  M.  Hilbert  :  celui  auquel  se  réduit  cette  mé- 
thode lorsqu'on  réduit /à  ses  termes  du  second  ordre  par  rapport 
à  oy,  Oy',  les  extrémales  devenant  alors  celles  qui  sont  données  par 
l'équation  ou  les  équations  aux  variations. 

Prenons  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue  et  réduisons /à 

/=  A/-^  +  2By/ +  C/-. 
La  quantité  (88)  du  n"  311  sera 

o  =  AY^  +  2ByY  +  Cv-  +  2  {y'  —  Y)(AY  +  Bv) 

ce  qui  donne 

/-.  =  A(/-Y)^ 

Quand  à  \,  c'est  le  coellicient  angulaire  de  l'extrémale  spéciale 
qui  ])asse  au  point  {x,  y).  Or  nous  composerons  un  faisceau  spé- 
cial en  prenant 

y  ==  yz 

où  z  est  une  solution  de  réfiuatioa  linéaire  (E),  laquelle  coïncide 
ici  avec  (h).  L'extrémale  de  ce  faisceau  qui  passe  en  un  point 
donné  (défini  par  ime  valeur  de  x  et  une  valeur  de  y)  correspond 

y  , 

à  a  =^  „;  son  coefficient  angulaire  est 

Y  =  az  =      y. 

z  *^ 
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Nous  reconnaissons  bien  (puisqu'il  n'y  a  pas  lieu,  ici,  do  distin- 
guer y  de  y)  le  résultat  obtenu  au  n"  260.  11  devait  d'ailleurs  bien 
en  être  ainsi,  car  en  cet  endroit  nous  avons  cherche  à  rctianchcr 
de  la  quantité  sous  le  signe  /  une  quantité  linéaire  en  r}y'  et  qui, 
multipliée  par  fix  donne  une  difTérentielle  exacte.  C'est  précisé- 
ment ce  que  veut  la  méthode  de  M.  Hilberl. 

Occupons-nous  enfin  d'avoir  la  signification  de  la  quantité  jy- 
(n°  259)  dont  nous  \enons  de  considérer  la  dilTérenlielle.  Pour 
cela,  il  suffit  de  supposer  d'abord  que  la  ligne  variée  soit  une 
extrémale  spéciale,  en  ajoutant  cette  hypothèse  que  la  quantité  y 
correspondante  s'annule  pour  une  certaine  valeur  x'  de  x  égale  ou 
inférieure  à  x°  (c'est-à-dire  que  les  extiémales  spéciales  ont  une 
envelo|)pe  touchant  À  au  point  A'  dont  l'abscisse  est  x'). 

Si  y  est  l'onlonnée  d'une  telle  exlrémale.  le  second  membre  dis- 
paraît dans  l'identité  (  iG  )  (  n"  259)  ;  en  intégrant  celle-ci  depuis  x' 
jusqu'à  X.  il  vient 


iJ  X 


/(y',y)'/-«  =  -(jy') 


Donc  le  terme  —  jy-  n'est  autre  que  la  quantité  I   ,  considérée 

au  n"  299,  à  savoir  la  valeur  de  l'intégrale  donnée  prise  de  A'  à  M 
sur  l'extrémale  spéciale  qui  aboutit  en  ce  dernier  point. 

L'identité  des  deux  méthodes  est  donc  complètement  établie. 

390.  Dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'inconnues,  les  n 
solutions  {'M\)  du  n"  273  définissent  encore  un  faisceau,  celui  que 
l'on  obtient  en  considérant  les  coefficients  o,  <y,...  comme  des 
constantes  dans  les  formules  (45 ).  autrement  dit,  un  point  étant 
donné  dans  l'espace  à  n  -i-  i  dimensions  par  un  système  de  valeurs 
de  Xy  Ti , . . .  jn,  la  résolution  des  équations  (  ^j3)  par  rapport  à  p,  c, . . . 
définit  l'extrémale  spéciale  qui  passe  en  ce  point.  Les  quantités 
souslractives  aux  seconds  membres  des  formules  ('|5)  sont  les 
coefficients  angulaires  de  cette  extrémale.  En  les  retranchant  de 
y,,...  y  n  pour  porter  ces  différences  dans  la  fonction  <P,  on  obtient 
la  quantité  B,  sous  la  forme  que  donnerait  la  formule  (77). 

Quant  à  la  condition  que  les  solutions  (36)  soient  associées  deux 
à  deux,  il  est  clair  maintenant  qu'elle  correspond  à  la  nécessite 
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pour  les  exlrémales  spéciales  de  foimer  une  l'arnille  transversale. 
C'est  ce  que  l'on  vériliera  aisément  en  remarquant  que  si  les  extré- 
raales  A  forment  une  famille  transvcrale,  la  quantité  </io\yi  +  ... 
H-  7/<c?y»  (où  q,  =/y.)  est,  d'après  le  principe  niènie  de  la  méthode 
de  Weierstrass,  une  dilTérenticlle  exacte.  On  ])ourra  donc  recom- 
mencer sur  elle  le  cah'ul  fait  au  n"  142  sur  l'expression  (lok).  Le 
résultat  sera  évidemment  que  le  premier  membre  de  (109)  —  et 
non  plus  seulement  la  différence  (109)  —  est  nul.  D'après  ce  qui  a 
été  AU  au  n"  258,  ceci  donne  bien  0  =  o. 

Nous  retrouvons  le  théorème  du  n"  137  (à  savoir  c|uc  les  extré- 
males  ne  peuvent  être  tranversales  à  ime  sm-face  sans  être  transver- 
sale à  une  inlinilé  d'autres)  dans  le  fait  c[ue  il  est  une  constante 
et  que,  [)ar  conséquent,  il  sullit  d'en  annuler  la  valeur  en  un  point 
de  notre  exlrémale. 

391.  Nous  pouvons  tirer  de  là  un  nouveau  moyen  d'obtenir 
des  solutions  associées.  Comme  nous  l'avons  vu,  en  elTet,  si 
u{x,  y,  z,  ui,  U')  -+-  c  est  une  intégrale  complète  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (i  lO)  du  n"  147,  les  équations 

ÔM    .         vil    . 

et  de  même,  d'une  manière  générale,  les  équations 

,(128)  ~  =  6,,  —  =  />.,,...        =  bj, 

^        '  Mi  M,  '        ici,, 

—  si  II  est  une  intégrale  complète  de  l'équalion  aux  dérivées  par- 
tielles à  lafjuelle  conduit  un  problème  de  calcul  des  variations  à  // 
fonctions  inconnues  et  «i,  (i>,...  an  les  n  constantes  arbitraires  dont 
elle  dépend  —  représentent  une  extrémale  quelconque.  Nous  sa- 
vons également  (i\°  150)  qu'en  y  ûùsant  varier  les  constantes  h, 
les  n  restant  livcs,  les  cxtrémales  ainsi  obtenues  forment  une 
fîimille  transversale. 


Il  résulte  de  là  que  les  n  suintions 
(128  bis) 


^^,'^  ~cA* /' 


Z"/'  =    ■--      ':•''!) 


^/e.s'  c(/Lialtons  aux  variations  sont  associées  deux  à  deux.  C'est  co- 
que l'on  vérifie  d'ailleurs  par  uu  calcul  direct ('). 

Nous  avons  d'ailleurs  ainsi  le  système  le  plus  général  de  solu- 
tions associées  :  car  les  équations  (128)  permettent  d'obtenir  ({)ar 
un  choix  convenable  de  l'intégrale  complète)  la  famille  liansversale 
la  plus  générale  (-). 


392-  Mais  on  peut  aller  plus  loin  si  on  fait  Intervenir  les  considéra- 
tions des  n"^  279-281  ;  on  peut  établir  que  non  seulement  les  solu- 
tions (128  6(s)  sont  associées  deux  à  deux,  mais  qu'il  en  est  de  même  des 
solutions  r<';*,  r^'j',---  7*/'' (/^  =  i>  2....  n)  obtenues  en  remplaçant 
les  a/,  par  les  b/„  et  que  ces  dernières  Jornient  avec  les  prennères  un  sys- 
tème en  involution. 

Si,  en  ellet,  on  considère  :r  connue  une  constante,  les  considérations 
du  u"  149  donnent 


129)  dn  =  ^  q^dv;  =^  ^  biiflau- 


Mais  les  relations  (128)  et        =  q^  permettent  d'exprimer  les  r,  et 

les  (/j  en  fonction  des  a  et  des  0  (si   a  est  bien   une  intégrale  com- 
plète ((')).  En  supposant  ces  expressions  reportées  dans  l'identité  précé- 


(')  JouuAN.  —  Cours  (V Analyse.  Tome  III  ;  p.  5i8  tle  la  première  édition,  où 
est  également  établi  le  résultat  que  nous  indiquons  au  numéro  suivant. 

(-)  Ijne  telle  famille  peut,  en  elTet,  être  considérée  comme  définie  (cf. 
n"  151  Ois)  par  une  solution  particulière  U  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles ;  et  il  suffira  de  prendre  l'intégrale  complète  de  manière  qu'elle  com- 
prenne celte  solution  I  . 

(•')  Voir  G0URS.4.T,  Leçons  sur  l' inlnjralion  des  éqiialions  aux  dérivccs  partielles 
du  premier  ordre,  p.  97  et  plus  haut,  n"  150. 
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(lente  et  opérant  sur  celle-ci  comme  nous  l'avons  fait  sur  l'iden- 
tité (10/4)  au  n"  142  (le  rôle  des  paramètres  a,  p  étant  joué  successivement 
par  O/j,  a//;  t/„  fc//;  a^,  b^  ou  «/,  6//  :  en  un  mot,  par  deux  quelconques 
des  2/1  constantes  a,  h),  nous  aurons  les  relations 

(  V  /  ^.Vi  ^qi ^  M  \  =  y  /  '^Ji  ^%  _  ^Ji  M 

ï3o)<    '    ,  ,  '  W/,./t'=i,2,. 

Mais  nous  avons  désigné    •-  par  yj'''>   ,      ■.-  par  z,"''    et  quant   à 

-— ,  -/-,  nous  savons  (von-  touiours  n"^  257-258)  qu  ils  ont  les  va- 

leurs  fy'.C').  fz'.i'O. 

Donc  les  premiers  membres  des  égalités  (i3o)  représentent  bien  des 
expressions  lî  formées  avec  les  solutions  y,  z,  et  notie  proposition  est 
démontrée. 

Elle  revient  d'ailleurs,  au  fond,  à  un  résultat  connu  de  la  tbéorie 
des  transformations  de  contact  (')  ;  et  cette  circonstance  nous  explique, 
en  vertu  d'une  remarcjue  de  M.  Goursat(-),  l'intervention  du  groupe 
abélien  telle  que  nous  l'avons  constatée  au  n"  281- 


393.  Nous  trouverons  aussi  aisément  l'interprétation  de  la  quan- 
tité désignée  au  n"  273  par  J,  si  nous  supposons,  pour  simplifier, 
que  les  extrémales  spéciales  ont  un  point  commun  A'  d'abscisse  x' . 
En  appliquant  l'identité  (3o)  (n"  273)  à  ces  extrémales,  on  voit 
encore  que  J  est,  à  une  constante  près,  l'intégrale  prise  à  partir  de 
ce  point  commun  sur  l'exlrémale  spéciale  qui  aboutit  au  point 
considéré,  c'est-à-dire  la  quantité  /  "  du  n°  299. 

(*)  En  effet,  les  expressions  y,  q  en  fonction  des  a,  6  (.r  étant  toujours  regardé 
comme  constant)  définissent,  en  vertu  de  l'identité  (128),  une  transformation 
de  contact  en  x,  p  (Goursat,  loc.  cit.,  Ch.  III,  n°  110,  p.  279).  Les  rela- 
tions (129)  du  texte  ne  sont  autres  que  celles  qu'on  déduirait  des  formules  (16) 
de  l'ouvrage  de  M.  Goursat  (loc.  cit.,  p.  281)  en  y  prenant  d'abord  les  j,  q 
comme  variables  indépendantes,  puis  exprimant  les  dérivées  ainsi  introduites  à 
l'aide  des  dérivées  inverses  (celles  de  y,  q  par  rapport  aux  a,  b)  comme  on  le 
déduit  des  foniuilrs  (12)  du  même  ouvrage  [loc.  cit.,  p.  370). 

(*)  Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  Fr.,  t.  XXX,  p.  i53;  1902, 


CHAPITRE   VU 

LE    MINIMUM    STRICT    ET   LE    THÉORÈME 
DE    M.    OSGOOD 


394.  Soit  l'arc  AB  de  l'cxtrémale  )..  Il  correspond  à  un  mini- 
mum fort  s'il  est  entouré  d'un  faisceau  et  si  la  condition  de  AYeiers- 
trass  pour  le  minimum  fort  est  vérifiée. 

Supposons  cette  condition  vérifiée  au  sens  slrici(^),  de  sorte 
que  8  ou  8  ne  peut  s'annuler  extraordinairement.  Alors  le  minimum 
sera  également  strict  :  l'arc  considéré  sera  seul  à  donner  pour 
l'intégrale  /  la  valeur  minima  parmi  tous  ceux  qui  vont  de  A  à  B 
en  restant  compris  dans  le  domaine  de  régularité  du  faisceau. 

En  elTet  (en  partant,  par  exemple,  de  la  forme  paramétrique), 
la  différence 

1  —  1=   \^  ïdt 


A)         J* 


m    (A) 

est  essentiellement  positive  et  ne  peut  s'annuler  que  si  8  est 
constamment  nul  :  c'est-à-dire,  si  'ï  est  tangente  en  chacun  de  ses 
points  à  l'extrémale  spéciale  qui  passe  en  ce  point.  Or,  ceci 
nécessite  que  '■£  soit  elle-même  une  extrémale  spéciale,  laquelle  ne 
peut  être  autre  que  ).. 

395.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  allons,  avec  M.  Osgood(-),  obtenir 
pour  cette  différence  /  —  /  une  limite  inférieure. 

m     ('0 

(i)  Il  n'est  pas  nécessaire,  ici,  que  l'on   ait,   au   sens  strict,  la   condition   de 
Weierslrass  modifiée  (n"  326). 

(2)  Trans.  of  the  Amer.  Malh.  Soc,  t.  III  (igoi),  p.  273-290. 
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La  proposillon  ainsi  obtenue  correspondia  à  celle  que  nous 
avons  rappelée  au  n°  5  des  Notions  pn' liminaires  pour  les  extiema 
des  fonctions  ordinaires. 

Constituons  un  faisceau  avec  les  extrémales  issues  de  A  (ou  plu- 
tôt du  point  A'  considéré  au  n"  297)  et  un  autre  avec  celles  qui 
•sont  issues  de  B  (ou  du  point  B'  analogue  à  A').  Soit  0i  la  région 
■de  régularité  commune  à  ces  deux  faisceaux,  et  donnons-nous 
d'abord  un  point  M  de  01. 

Joignons  A  à  M  par  une  extrémale  A;  B  à  M  par  une  extré- 
niale  A'.  Chacune  d'elles  remplit  les  conditions  du  minimum  fort  : 
car  les  extrémales  issues  de  A,  par  exemple,  forment  un  faisceau 

autour  de  AM  comme  autour  de  AB  ; 

et,     d'autre    part,     la    condition    de 

Weierstrass  est  vérifiée. 

Dès  lors,  soit  !^'  une  ligne  allant  de 

A  en  B,  assujettie  à  rester  dans  le 
domaine  'S{  et  à  passer  par  le  point  M  (Ji'/.  63)  :  les  intégrales 
prises  suivant  cette  ligne,  de  A  à  ^I  et  de  M  à  B,  seront  respec- 
tivement supérieures  (ou  au  moins  égales)  à  celles  qui  sont  prises 
sur  les  extrémales  AM,  MB.  On  aura  donc  : 

(i3i)  />/^^-7" 

^  {'X)     (A)'       (A?' 

Le  second  membre  de  cette  inégalité  est  supérieur  a  I^  :  il  en 

diffère  d'une  quantité  positive  l,\  qui  n  est  pas  nulle,  d  après  ce  qui 

-a  été  dit  au  numéro  précédent.  Il  en  est  donc  u  forliori  de  même 

pour  /  . 

(^^'.      .  ,  .     .    , 

Ainsi,  si  la  courbe  'S,  est  assujettie  à  rester  dans  le  domaine  Si  et 

A  PASSER  PAR  LE  POINT  M  extérielr  V  /,  la  différence  des  intégrales^ 
prises  suivant  cette  courbe  et  suiva?it  ).  a  une  liniile  inférieure  posi- 
tive :  k. 

396.  La  démonstration  donnée  par  ^L  Osgood  est  fondée  sur 
un  principe  dill'érent., 

Nous  partirons  de  l'intégrale 


(0  1=        f{j',y,x)dx 
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et  nous  supposerons,  cette  lois,  que  l'on  a  (au  sens  slrlcl)  la  con- 
■dilioii  de  Weierstras.s  modiju'c  du  n"  326. 

La  différence  1  —  /  est  donnée  par  l'intégrale  /  ^'dx  et,  d'autre 

part  }î  est,  avec  {y'  —  \)-  dans  un  rapport  aucpiel  on  peut  assi- 
gner une  limite  inférieure.  Nous  pouvons,  d'ailleurs,  par  un  chan- 
gement de  variables  (le  changement  de  r  en  y  —  '■!^(->^))  (*),  faire 
que  les  extrémales  spéciales  aient  pour  équation  générale  y  =  const.  ; 
^  sera  alors  nul,  et  nous  serons  ramenés  avec  M.  Osgood  à  trouver 

une  limite  inférieure  de  l'intégrale  /  y'-dx. 

Soient  }' =  o  l'équation  de  /.  ;   (c,  d)  (avec  J3°  ■<  c  <C  x')  un 
point  extérieur  par  lequel  on  sait  que  doit  passer  'S,  :  ou  aura 


Jr'c  r'x^ 

y'dx  =  —    I      y'dx  =  d. 


X  '''^' 


Si  maintenant,  dans  l'inégalité  de  M.  Schwarlz 

I      Vhlx.  l     \Hx 
nous  faisons  L  =  i,  Y  =  y',  il  viendra 

y'dx 


I> 


clx  ^ 


r 


dx 


G.O.F.D. 


Cette  démonstration  s'étend  aisément  au  cas  de  plusieurs  fonctions 
inconnues. 

397.  Remarques.  —  On  voit  que,  si  les  conditions  de  minimum 
strict  sont  remplies,   la  différence  I — lest  au  moins  de  l'ordre 

(;x)    Q\ 

4e  d',  d  étant  le  segment  intercepté  entre  À  et  '£  sur  ime  ordonnée 
déterminée  quelconque. 


(')  Ce  changement  de  variables  ne  modifie  la  quantité  8  que  dans  un  rapport 
positif  dont  on  a  des  limites  supérieure  et  inférieure  (voir  n"  305j. 


/|8o 


CALCUL    DES    VARIATIONS 


Par  contre,  si  la  condilion  de  Jacobi  n'est  pas  vérifiée,  on  peut 
tracer,  entre  A  et  B,  une  ligne  'X  telle  que  /  ,  soit  plus  petit  que  / 

,,  .  ,  m  0-) 

a  une  quantité  au  mouis  égale  à  K(/-  (K  étant  un  coefficient  que 
l'on  peut  assigner)  :  car  tel  est  évidemment  l'ordre  du  second 
membre  de  la  formule  (22  )  (n"  267). 

La  même  conclusion  s'obtient  sans  difficulté  si  c'est  la  condi- 
tion de  AA  eierstrass  qui  est  en  défaut,  à  l'aide  du  raisonnement  du 
n"  266.  Mais,  cette  fois,  il  faut  que  l'ordonnée  sur  laquelle  on 
compte  f/ traverse  la  région  où  la  condition  de  AA'eierstrass  n'est  pas 
vérifiée. 

Enfin,  ce  que  nous  venons  de  dire  s'étend  sans  difficulté  au  cas 
où  l'une  des  extrémités  est  variable,  puisqu'alors  (n"  348)  l'expres- 
sion /  £,(lx  de  la  différence  chercbée  subsiste,  ainsi  que  les  rai- 
sonnements des  n"  266,  267. 

397  />/s.  Les  propositions  inverses  sont  également  vraies  ;  autre- 
ment dit  : 

i"  Alême  si  le  minimum  strict  a  Heu,  on  peut  trouver  des  lignes 
variées  ;^  telles  que  l'accroissement  correspondant  de  l'intégrale 
soit  au  plus  égal  à  Kd'-  (K  étant  une  certaine  quantité  indépendante 
de  fX)  ; 

2°  Même  si  la  condition  de  Jacobi  n'est  pas  vérifiée  (^)  la  substi- 
tution d'une  ligne  variée  11'  à  X  ne  peut  diminuer  l'intégrale  d'une 
quantité  plus  grande  que  K(I\  K  étant  toujours  une  constante  et  d 
le  segment  intercepté  entre  '£  et  X  sur  une  ordonnée  déterminée. 

L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  propositions  s'établit  aisément 
en  remarquant  que  si  iX  dépend  continûment  d'un  paramètre  a, 
l'accroissement  de  l'intégrale  est  de  l'ordre  de  (Aa)%  et  (pour  2°> 
que  ceci  s'applique  en  particulier  au  chemin  AC'B  des  n°'  332, 
335. 

398.  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  connaître  un  point 
déterminé  par  lequel  doit  passer  la  ligne  variée,  on  connaisse  sim- 
plement une  certaine  région  ^i  entourant  ).  et  dont  cette  ligne 


Cj  Toutel'ois,  nous  supposons  ici  que  B  est  en  deçà  du  second  foyer  conju- 
gué de  A,  et  l'ordonnée  sur  la([uelle  on  compte  cl  doit  satisfaire  à  la  double 
condition  imposée  à  CC  au  n°  332. 


TIIIÎOISKMI':    I>E    M.    oscnni) 


A8i 


-variée  doit  sorlir  (tout  en  continuant  à  être  comprise  dans  îR). 
Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  x  est  pris  comme 
variable  indépendante  ou  qu'il  s'agit  au  contraire  de  la  lorme 
paramétrique. 


1"  Pour  l'intégrale 


/ 


/(/,  j,  ir)  (Zo- 


la région  ;Ri  dont  nous  supposons  que  X  devra  sortir  aura  la  l'orme 
d'une   hande  entourant  }.  et  comprise  entre    les  deuv  ordonnées 
extrêmes x'=:X"*',  .r  =  j;'  {fi'J-  ^h)-  La  ligne  -i  devra  certainement 
Traverser  la  IVontière  c  de  cette 
bande,  puisqu'elle  part  du  point 
intérieur  A   et  renferme   cepen- 
dant des  points  extérieurs. 

.Nous  nous  servirons  du  rai- 
sonnement que  nous  venons  de 
l'aire  d'après  M.  Osgood.  Sup- 
posons elTectué  le  même  cbange- 
ment  de  variables  qu'au  numéro 
précédent  et  soit  m  une  limite  inférieure  de  ]  A}'  |  sur  a,  c'est-à- 
dire  du  segment  d'ordonnée  compris  entre  'i  et  \.  Il  existera  cer- 
tainement sur  'i  un  point  d'ordonnée  ±:  m.  Si  c  est  l'abscisse  de 
ce  point,  on  aura 

(U')      W       c  — .-e"        x^  —  oc" 

h  étant   un  coefficient  numérique  que  nous   pouvons  assigner  a 
priori,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  plus  haut. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  inconnues,  on  aura  de  même 


(Ar.)^ 


i^yn)' 


m   (A)  ^'  —  ^° 

k  étant  encore  un  coefficient  connu  a  priori.  La  bande  dly  de  la 
fîfj.  64  sera  remplacée  par  une  sorte  de  cylindre  ou  de  surface 
canal  entourant),  et  limitée  d'ailleurs  par  les  plans  x  =  x^\  x  =:  x^ . 
En  chaque  point  de  la  frontière  ainsi  obtenue,  l'une  au  moins  des 
cordonnées   sera   dillérente   de   celle   qui   correspond   à   la  même 
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m 
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abscisse  x.  T^a  plus  jurande  Ay,  de  ces  dilîéieiices  sera  supérieure 
à  un  nombre  fixe  m  :  (jii  .luin 


CX)     (A)       ^■ 


Km^ 


loulcs  les  fois  que  la  ligne  ï  ira  ilu  {)()inl  \  au  point  B  en  travcr- 
sanl  (jiicl(|iii'  |>;ui  la  IVonlière  c  de  ^\^. 

Rappelons  toulefois  que  loulcs  les  évaluations  précédentes  ne 
sont  certaines  cpic  pour  les  lignes  qui  restent  comprises  à  l'inté- 
rieur de  la  région  01  définie  plus  baut.  l^e  tbéorèmc  que  nous  avons 
démontré  est  donc  le  suivant  : 

Soit  :?i  la  région  de  la  régularité  définie  au  n"  395.  Soit  Sx,  une 
autre  région  d(;  forme  analogue  et  dont  la  fionlière  soit  intérieure 
au  sens  strict  à  'J\.  Si  It'S  condili'Mis  du  uiinininni  loil  sont  r<!';i- 
lisées  au  sens  strict,  à  tout  cboiv  tie  la  légion  itl,  correspondra 
un  nombre  positif  li  tel  que  l'inégalité 

/  —  /  >  A 

{'S)     (A) 

soit  vérifiée  pour  toute  ligne  'X  allant  de  A  ti  B  et  qui,  tout  en  étant 

intérieure  à  ii\,  ne  soit  pas  inl('ri(Mne  à  f?»,. 

398  liis.  Si  linlégrale  est   [uisc  sous  forme  [)arami'trif[no,  la  ré- 
gion 'J\i,  de  même  que  la  région  yl  cntoiu'era  non  seulement  l'arc 

d'evtn'male    AB,    mais    aussi    les 
[n.iiils  A  el  I)  :  elle  aura  la  forme- 
•  représentée   par  la  Jiij.  ()5.    Nous- 
'      emploierons,  cette  fois,    le  résul- 
tat du   n"  395.  Si  M  est  un  point 
quelconque   de   la    frontière  7   de 
ifîi    nous    a\oiis    \u    ([ii'il  existait 
un    mininuuu    pour    la    dilVéïence 
/ —  I  lors(jue  la  ligne  t,  inlérieurc  à  lA,  est  assujellie  à  passer  par 

m    (a) 

le  point  M  :  ce  minimum  est  donné  par  la  loruude  (  loi)  (n"  395)  ; 
il  varie  évidemment  d  une  manière  continue  lorsque  le  point  M 
varie  sur  (7.  Il  a  donc  lui-même  un  miniiuum  It,  auquel  la  di(T(' 
renée  /- —  I  restera  toujours  supérieure  lorsque,   dans  son  tiajel 

Ci')     0^) 
de  A  en  B,  la  ligne  ï  traversera  la  frontière  7. 


•Jl----.. 


F.. 
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I^c  lli('(M'rin('  lin  miiiK'io  pirct'dciil  csl  doiu:  oticoro  vr.ii  ici. 
On  M>il,  (jnc  /  ne  jionl  [tas  rire  la  limilc  de  rinli'giale  |)iis(î  sui - 

vanl  une  li^n(>,  joif^nanl  \\\  cf  \aiial)lo dans  ;ii ,  si  rclln  li|^'-no  ne 
Icnd  pas  vers  ).. 

399.  Il  impolie  de  ieniai(]iiei-  (|n'<>n  penl  aller  plus  loiti  cl  f|ii((  la 
conclusion  |)récéilente  s'élcnd  aux  ////rV/zv/A-x  r/(7je/v///.s7r\  au\((uelles 
nous  avons  l'ait  allusion  au  n"  64. 

fi'  es!  alors  une  ligne  continue,  en  ce  sens  (pie  1rs  ((Mjrdonnéds 
}  \arienl  continunienl  :  mais  il  n'est  pas  supposé  (|u'ellc  ail  \uie 
lanficnle  en  aucun  point. 

i'Iiisicurs  méthodes  ont  été  indiipiées  (  '  )  |)our  éiendie  (m()\en- 
nanl  cerlaines  restrictions)  à  des  lignes  de  celle  natuie  la  défini- 
tion d'imc  iiilégrale  /  lelle  (juo  celles  qui  ont  clé  considérées 
dans  ce  (pii  précède.  ÎNous  n'aurons  pas  besoin  d'étudier  en  détail 
ces  définitions  :  toutes  possèdent,  en  elTet,  les  propriétés  suivantes 
(jui  sullirontà  notre  raisijnnement  : 

1"  Si  1  est  une  ligne  satisiaisant  aux  conditions  que  n(ius  avions 
postuK'Jes  jusqu'à  présent  (c'est  à-dire,  dans  le  cas  où   il  ne  figure 

sous  le  sign(^   1   (pic  des  d(''riv(''es  premi(r(!s,  mie  ligne  continue  r.l  à 

tangente  continue  sauf  en  des  jioinls  isolés)  l'intégrale  généralisée 
existera  aussi  cl  aura  la  même  valeur  ([U(!  l'intégrale  prise  au  sens 
ordinaire. 

vt"  Si  l'intégrale  généralisée  a  un  sens  pour  mie  ligne  M,  ell<!  a 
aussi  un  sens  pour  un  ai'c  (pielcoiupK!  de  1',  cl  les  int('giales  rela- 
tives à  deux  airs  consécul ils  ont  pour  somme  rinl(';gral(;  relative  à 
l'arc  total  formé  par  leur  ensemble. 

3"  Soit  1  une  ligue  (|U(^lroii(pie  allant  (1(^  A  à  \\  et  à  bupielle  on 
ait  pu  généraliser,  par  l'une  quelconque  des  métbodcs  auxquelles 
nous  venons  de  faire  allusion,  la  notion  de  l'intégrale  /,  et  soit  I 

l'intégrale  généralisée  ainsi  obtenue.  Il  existera  une  série  de  lignes 

{ûh.)  Lu  U,..-  K, 

régulières  (c'est-à-dire  satisfaisant  aux  condilions  que  nous  avons 


(')  Voir  les  travaux  cites  au  n»  64  (note  de  la  page  71). 
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admises  iusf{u'ici),  allant  de  A  à  ])('),  qui  tendent  vers  'X  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  —  c'est-à-dire  qui  ont  avec  elle  un  voisi- 
nage (d'ordre  zéro)  de  plus  en  plus  étroit  —  et  telles  que  les  inté- 
grales (au  sens  ordinaire  du  mol) 

(i32  bis)  1,1  ,...  /  .... 

(L.)  (L.)       ::L„) 

aient  pour  limite  /  . 

•  Cela  posé,  supposons  que  '£  passe  par  un  point  déterminé  ^I  exté- 
rieur à  notre  extrémale.  >'ous  pourrons  supposer  qu'il  en  est  de 
même  pour  les  différentes  lignes  L„  (-).  Les  termes  successifs  de  la 

suite  (i  32  6/.S')  seront  alors  tous  supérieurs  à  I^h,  où  /(  est  la  quan- 

(>0 
tité  définie  tout  à  l'heure. 

Donc  il  en  sera  de  même  pour  /  . 

{'X) 

400.  Application  à    l'objection  de  du  Bois-Reymond.  — 

Les  considérations  précédentes  nous  fourniront  une  seconde  dé- 
monstration (^)  du  théorème  déjà  établi  aux  n*''  65-65  bis.  >ous 
montrerons  sans  admettre  l'existence  des  dérivées  secondes  sur  la 
ligne  ).,  que  celle-ci  ne  peut  fournir  un  extremum,  —  par  exemple 
un  minimum  —  de  l'intégrale  sans  être  une  extrémale  (sauf  le 
cas  des  solutions  discontinues  étudiées  précédemment). 

A  cet  effet,  considérant  un  point  M  de  /,  au  voisinage  duquel  la 
tangente  varie  continûment,  nous  distinguerons  deux  cas  : 

a)  En  M  et,  par  conséquent,  au  voisinage  de  ce  point  —  la  con- 
dition de  Legendie  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  condition  de 
AVcierstrass  pour  le  minimum  faible  est  vérifiée  au  sens  strict. 

On  peut  prendre  sur  X  un  point  M'  assez  rapproché  de  M  pour 
que  :  i"  l'arc  MM'  de  ).  soit  dans  le  domaine  de  régularité  d'un 
faisceau  issu  de  M,  de  sorte  que,  en  particulier,  il  passe  une  extré- 


(*)  Il  peut  arriver  que  les  extrémités  des  lignes  L„  ne  coïncident  pas  toutes 
avec  A.  ou  B,  mais  tendent  simplement  vers  ces  points.  Il  est  clair  qu'on  ra- 
mènera  cette  hjpothèse    à   celle   qui   est   admise  dans  le  texte  en  joignant  ces 

extrémités  à  A  ou  à  B  par  des  segments  de  droites  (  infiniment  petits   avec     J 

que  l'on  ajoutera  à  L„. 

(^)  Même  remarque  que  dans  la  note  précédente. 

{^)  A'oir  la  Tlièsc  de  .M"'  N.  Geuset  (Gottingue,  1902). 
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maie  A  de  ce  faisceau  par  M  et  M  ;  2"  que  cette  extrémale  ait 
avec  /.  un  voisinage  du  premier  ordre  aussi  étroit  qu'on  voudra  (')  ; 
3"  que,  en  particulier,  les  valeurs  des  v';  sur  V  soient  assez  voisines 
de  celles  des  r',  sur  À  [)our  vérifier  encore  la  condition  de  Legendro 

au  sens  strict.  A  donnera  alors  un  miniuumi  relatif  (faible)  de  /^'  ; 

et  en  vertu  du  voisinage  du  premier  ordre  qui  existe  entre  1  et  A, 

on  aura  /"■</.  Si  on  appelle  Âj  la  courbe  qui  coïncide  avec 

(A)"         (Al" 

A  entre  M  et  M'  et  avec  ).  au  dehors,  /,  est  une  courbe  admissible 
d'après    nos    livpothèses    et    on    a    /     =/     -h  /     -I- /  ',  <C  /  "• 

(Al)  (\j  {K,  (A)  (A) 

Donc  /     ne  peut  avoir  un  minimum  relatif  d'ordre  o  ou  i  pour  la 

courbe  /  si  /  n'est  pas  une  extrémale  près  de  M,  et  par  conséquent 
entre  A  et  B,  puisque  M  est  quelconque  entre  A  et  B. 

Si,  en  M,  on  avait,  pour  toutes  les  directions,  la  condition  de 
A\  eierstrass  pour  le  minimum  fort,  on  pourrait  supposer  la  tan- 
gente continue  en  ce  point,  appliquer  le  même  raisonnement  à 
l'arc  d'extrémale  joignant  deux  points  voisins  de  M  et  de  part  et 
d'autre  de  M.  Il  montrerait,  conformément  au\  conclusions  du 
n"  172,  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  solution  discontinue  dans  ces 
conditions. 

401.  b)  Au  point  M  où  la  tangente  à  À  varie  continûment,  la 
condition  de  Legendre  n'est  pas  vérifiée,  même  au  sens  large.  Dans 
le  cas,  par  lequel  nous  allons  commencer,  de  l'intégrale 


(0  f/O'-j,-^ 


x)dx 


cela  revient  à  dire  que  l'on  a  la  condition  de  Legendre  pour  le 
maximum. 

Alors,  la  ligne  ).,  extrémale  ou  non,  ne  fournira  assurément  pas 
le  minimum.  jNous  pourrons  en  effet  trouver  deux  directions  de 


(')  I"]n  eirct,  la  tangente  à  A  tourne,  entre  M  et  M',  d'un  angle  auquel  Icriua- 
lion  (02)  du  n°  87  permet  d'assigner  une  limite  supérieure.  Cette  linn'le  est 
aussi  celle  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  droite  MM'.  IMais  celle  dernière  — 
et  aussi  les  tangentes  à  À  le  long  de  l'arc  MM'  —  font  par  hypothèse  avec  la 
tangente  en  M  des  angles  très  petits  aNCC  la  distance  MM'. 


/i86 
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coefficients  angulaires  j'i,  v'^,  inclinées  en  sens  opposés  sur  la 
tangente  en  M  (soit  j '.,  <;  /  <;  y\)  et  telles  que  la  quantité 
B(x,  y;  ^,  y'■^)  soit  négative  et  non  nulle  pour  tout  point  voisin 
de  M  et  pour  toute  valeur  de  \  comprise  entre 


r 


s   et  y\ 


(O  <:s<y'-  j',)  ; 


FiG.  on. 


sa  valeur  absolue  aura  alors,  dans  ces  conditions,  un  minimum  'J. 
diiïérent  de  zéro. 

Soit  M'  un  point  de  À  voisin  de  M.   Si,   par  M',   nous  menons 

(Ji(j.  66)  la  ligne  de  coefficient 
angulaire  y'^  jusqu'à  rencontre  en 
Ml  avec  une  ligne  de  coefficient 
angulaire  y'i  menée  par  le  point 
M,  la  projection  de  M, M'  sur  l'axe 
des  X  sera  avec  la  projection  de 
MM'  dans  un  rapport  qui  ne  ten- 
dra pas  vers  zéro,  mais  vers  un 
nombre  positif  déterminé  k,  lorsque  le  point  M'  se  rapprochera  de 
M  sur).. 

Or  (y'i  et  y'-2  nne  fois  choisis),  on  pourra  prendre  M'  assez  voisin 
de  M  :  1°  pour  que  ces  deux  points  puissent  être  joints  [)ar  une 
extrémale  de  coefficient  angulaire  su[)érieur  à  v'  —  ô  ;  2"  que  cette 
extrémale  puisse  être  entourée  d'un  faisceau  formé  par  les  extré- 
males  issues  de  M  et  régulier  dans  luie  région  comprenant  la 
ligne  brisée  MMiM'  ainsi  que  l'arc  MM'  de  )r,  3"  que,  en  un  point  P 
quelconque  de  ce  dernier  arc,  la  quantité  8  soit  aussi  petite  que 
l'on  voudra  lorsque  les  deux  directions  qui  v  figurent  sont  l'une 
celle  de  l'extrémale  MP,  l'autre  celle  de  la  tangente  en  P  à  À  ('). 

Supposons,  en  particulier  l'arc  MM'  assez  près  de  .M  pour  que, 
dans  ces  conditions^  8  soit  inférieur  en  valeur  absolue  à  /.y.  :  la 
formule  fondamentale  (70  bis),  appliquée  à  lare  MM'  et  à  la  ligne 
brisée  MMjM'  montre  que  l'on  aura 

(MM, M)       (■,,)" 


(')  8  est,  en  effet,  infiniment  petit  avec  l'angle  de  ces  deux  directions.  Or. 
ici,  toutes  deux,  lorsque  M'  tend  vers  M,  ont  pour  limite  cette  de  la  tangente 
à  X  en  ce  point. 
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Donc  on  diminuera  l'intégrale  en  rein])la(:ant  l'arc  MM'  par 
MMiM',  et  comme  j'i,  j'2  ont  pu  être  pris  aussi  voisins  que  l'on  a 
voulu  de  y'  (^[uilte  à  choisir  le  point  M'  en  conséquence)  il  n'y  a 
même  pas  minimum  faible. 

On  remarquera  que  ceci  démontre  à  nouveau  le  résultat  du 
m"  388  relalil"  aux  variations  unilatérales.  Car  le  chemin  MM^M' 
peut  être  (par  une  permutalion  de  j',  avec  y'^,  s'il  y  a  lieu)  tracé 
■à  volonté  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  )-. 

Le  cas  de  plusieurs  inconnues,  —  par  exemple  de  l'intégrale 


r 


f{y',  :',  y,  -,  x)dx  — 


se  ramène  au  précédent  (cf.  n"  289)  en  faisant  passer  par  l'cvlré- 
male  considérée  une  surface  ;  autrement  dit,  en  prenant  pour  y  et  z 
des  fonctions  de  x  et  d'un  paramètre  u,  lesquelles  coïncident  par 
exemple  avec  les  coordonnées  de  l'extrémale  donnée  pour  «  =  o. 
L'intégrale  proposée  deviendra 


;i33)  I  fi{ii',  u,  j-)dx 


ou 


5v        ;^y    ,   ;^r         f^r 


{t34)       /i  («'.  Il,  x)  =/(J,;^,  +  ^^-  «',  J4  +  ^  «',  y,  z,xY 

Si  la  ligne  /,  donnait  le  minimum  cherché,  elle  fournirait  égale- 
ment celui  de  l'intégrale  (i33).  Nous  venons  de  voir  que  cela  n'a 

•certainement  pas  lieu  si  —r^  est  négatif.  Or  la  relation  (  r34)  donne 

'On  pouira  donc  prendre  cette  quantité  négative  par  un  choix  conve- 
nable de  r^,  ^^û  la  forme  <!>  nesl  pas  essentiellement  positive. 

Le  double  raisonnement  que  nous  venons  de  présenter,  de  même 
•que  celui  du  n"  65  bis,  n'est  en  défaut  que  si  la  quantité  A,  discri- 
minant de  la  forme  (1>  (ou  la  quantité  fp  dans  le  cas  de  l'inté- 
grale (i))  est  nulle  tout  le  long  de  À. 
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Seulement,  nous  aboutissons  h  une  conclusion  moins  complète- 
que  précédemment.  >«ous  démontrons  simplement  cpi'il  ne  peut 
pas  y  avoir  extremum.  et  non  pas  que  la  variation  première  elle- 
même  ne  peut  pas  s'annuler. 

402.  Par  contre,  notre  nouvelle  démonstration  a  l'avantage  de 
s'appliquer  aux  iiilégra/cs  ^jciiérnlisces. 

Cet  avantage  est  d'ailleurs  manifestement  lié  à  linconvénienb 
cjue  nous  venons  de  signaler.  Il  est  clair  que,  pour  traiter  le  cas- 
des  intégrales  généralisées,  il  faut  laisser  de  coté  la  variation  pre- 
mière, laquelle  (ainsi  que  la  dilTérentiation  sous  le  signe  /  )  n'a. 
plus  de  sens  dans  ces  conditions. 

Il  en  est  de  même  (du  moins  tant  qu'on  ne  fait  pas  de  nouvelles 
conventions)  pour  la  notion  de  voisinage  du  premier  ordre.  ?sou&- 
envisagerons  donc  exclusivement  le  minimum  yo/'/. 

De  plus,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  la  condition  de  AVeier- 
strass  est  indépendante  de  la  direction,  c'est-à-dire  où,  en  un  point 
déterminé  quelconque  elle  est  toujours  vérifiée  (même  au  sens 
strict)  ou  toujours  non  vériliée  (même  au  sens  large)  quelles  que- 
soient  les  directions  qui  interviennent  dans  i.. 

Soit  alors  '£  une  ligne  quelconque  allant  de  A  en  B,  qui  admette- 
ou  non  des  tangentes  mais  à  laquelle  on  ait  pu  étendre  dans- 
les  conditions  précédemment  indiquées,  la  définition  de  l'inté- 
grale /.  Je  dis  que  (moyennant  l'hypollièse  qui  vient  d'être  faite 
sur  la  condition  de  Weierstrass)  cetle  valeur  de  /  n'est  pas  nn 
minimum  si  'Jl  n'est  pas  une  extrémale. 

a)  Si,  en  un  point  quelconque  de  '-t,  et.  par  conséf[uent,  aux. 
environs  de  ce  point,  la  condition  de  A\  eierstrass  pour  le  mini- 
mum fort  a  lieu,  le  raisonnement  du  n"  400  s'applique  sans  modi- 
fication (sauf  la  suppression  de  ce  qui  est  relatif  au  voisinage 
du  premier  ordre)  à  une  ligne  régulière  L„  joignant  deux  points. 
M,  M'  de  'S.  Il  montre  que,  si  M  et  M'  sont  suffisamment  rappro- 
chés et  L„  suffisamment  voisin  de  îX,  on  aura  /      >•  /    ,  A  dési- 

(L„/'         (A- 

gnant  encore  l'arc  d  extrémale  MM'. 

Mais  (par  hypothèse)  on  peut  choisir,  entre  M  et  M',  les  lignes- 
successives  L;,,  de  plus  en  plus  voisines  de  'i,  de  manière  que  les 

quantités  /  tendent  vers  l'intégrale  /  *'  relative  à  l'arc  de  MM'  de  'i.. 

(L")  (if)" 
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Donc  cette  intégrale  est  nu  moins  ctjale  à  /  ^' . 

Je  dis  que  1  écjaUlé  est  impossihlc  si,  entre  M  et  M',  '£  ne  coïncide 
pas  avec  A. 

Soit,  en  efTel,  W  un  point  de  'X  situe  entre  M  et  M'  (et  dont  i)ar 
conséquent,  la  distance  tant  à  M  qu'à  M'  est  inférieure  à  une  quan- 
tité donnée  à  l'avance  aussi  petite  qu'on  le  veut)  et,  lc(|uel  pourra 
être  joint   à  M  par  un  arc  d'cxtrémale  A'  et    à    .M'  par  un  arc 

d'extrémale  vV".  /  sera,  pour  les  raisons  qui  viennent  d  être  indi- 
quées,  au  moins  égal  à  /  +  /  .  Or,  nous  l'avons  vu,  cette  der- 
nière  somme  supérieure  à  /  ,  ne  peut  lui  être  égale  que  si  M"  est 

(A) 

situé  sur  A,  Cette  conclusion  s'appliquant  à  tout  point  ^I"  de 
l'arc  MM',  nous  voyons  que,  pour  fournir  un  niinirnum  fort,  la 
ligne  'I  doit  cire  une  extrémale  dans  toute  ré(jion  oii  la  condition  de 
W  eierstrass  pour  le  niinirnum  fort  est  vérifiée. 

403.  h)  Sn[)posons  maintenant  qu'en  un  point  M  de  À,  on  ait. 
au  contraire  (pour  toutes  les  directions  possibles),  la  condition  de 
\A  eierstrass  pour  le  maximum. 

Nous  allons  voir  i\n  alors  I  peut  recevoir  des  valeurs  négatives 
infiniment  (jraniles  sur  des  lignes  aussi  voisines  qu'on  le  veut  de  'I. 

Supposons  d'abord  cette  fois  l'intégrale  prise  sous  la  formé  para- 
métrique : 

I  =    i  7(.r,  y,  X,  Y)dl 

Nous  avons  vu  (n°  315)  que,  la  condition  de  ^^eierslrass  pour 
le  maxinmm  étant  vérifiée,  on  pouvait  certainement  trouver  au 
point  (x,  y),  deux  nombres  P,  Q  qui  donnent  lieu  pour  toute 
valeur  de  x,  y,  à  l'inégalité 

7+Pi  +  Qv<o. 

Si  dans  cette  inégalité  nous  cliangeons  x,  y  en  —  x,  —  y.  il 
viendra,  en  ajoutant, 

(i35)  /(.T,  r,  X,  y)  +  7(.'^.  v.  -  x,  -  j)  <  o. 
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Soit  —  k  la  valeur  du  [)reinier  inc:iibrc  de  celte  iacijaliLé  divise 
par  Vx-  H-  y'-.  Par  le  point  M(.'",  v)  de  'X,  menons  un  segmeiil  MM, 
•de  direction  (x,  y)  et  de  longueur  £.  Si  celle-ci  est  prise  sultisam- 
nient  petite  le  segiucnt  ainsi  obtenu  aura  avec  '.X  le  voisinage  de 
mandé.  Or,  en  adjoignant  à  'I  le  clicmia  MMi  i)aiC()urii  deux  fois 
en  sens  inverse,  on  ajoute  à  l'intégrale  la  quantité  négative  —  hz; 
il  en  sera  d'ailleurs  sensiblement  de  même  si  l'on  remplace  ce 
double  chemin  MMi  i)ar  les  deux  cotés  MM,,  MiM'  sensiblement 
égaux  à  £,  d'un  triangle  (//'/.  C")  de  côté  z  et  d'angle  en  M^  aussi 
petit  qu'on  le  voudra,  a}aat  pour  base  une  corde  très  petite  MM' 
<le  L. 

Comme  cette  opération  peut  être  effectuée  autant  de  fois  qu'on 
le  veut  (en  prenant  l'angle  au  sommet  de  plus  en  plus  petit  sans 
•changer  s)  sur  une  partie  cfuelconque  de  'S,  on  pourra  bien  dimi- 
nuer l'intégrale  de ///te,  où  «est  un  entier  aussi  grand  qu'on  le  veut. 

M, 


FiG.   i'fj.  Fia.  (i8. 

On  constatera  maintenant  sans  difficulté  que  ce  raisonnement  se 
transporte  au  cas  où  x  est  pris  pour  variable  indépendante  :  il 
suffit  que  les  triangles  dont  il  vient  d'être  question  aient  {/i'j.  08) 
leurs  cotés  MMi,  MiM'  sensiblement  verticaux,  c'est-à-dire  de 
•coefficients  angulaires  (l'un  négatif,  l'autre  positif)  très  grands  en 
valeur  absolue  (M. 


(')  Si/' '2  est  toujours   négatif,   la    figurative  tournera    partout    sa    concavité 
Tcrs  les  r'  négatifs.  Il  en  résulte  aisément  que,  soit  pour  j'  =  4-  oc  ,  soit   pour 


y'  =  —  x   (voir  les  figures  ci-jointes)  ou  avira  f  =^  —  ce    cl  que.  on  tout  cas, 
'la  quantité /(/) -f  y  (—/)  sera  négative  pour  j'  suffisamment  grantl,  sa  valeur 


AMMJCATIO.N    A    L  OBJECTION    DK    DU    IMIlS-ltKVMOM)  /lOï 

La  oonsti'ucitioiî  s'ctciid  d'elle-iîaêjMe  au  cas  de  plusieurs  Ibnc- 
(tions  inconnues  :  par  }.  on  fera  passer  une  siuface,  ainsi  qu'il  a  élé 
•expliqué  au  n"  401. 

En  un  mot,  lorsque  la  condition  de  AN  eicrslrass  n'(>sl  pas  véri- 
fiée, il  n'y  a  pas  lieu  de  clierclier  de  minimum  parce  qu'o/<  pcul 
doniisr  des  valeurs  né</aliues  injiiiiincnl  grandes  à  l'inh'tjrale  en 
faisant  décrire  â  'X  un  nombre  suffisant  de  sinuosités. 

404.  Ihi  exemple  intéressant  de  ces  circonstances  s'oIVre  dans 
le  premier  problème  de  Calcul  des  \ariations  qui  se  soit  ])Osé 
(après  celui  de  la  ligne  droite)  celui  du  solide  de  révolution  de 
.moindre  résisldiice,  considéré  par  Newton,  puis  par  Legendre  et 
repris  dans  d'importants  travaux  récents  ('). 

On  considère  un  projectile,  de  révolution  autour  d'un  axe  x'x, 
et  qui  se  meut  dans  l'air,  parallèlement  à  cet  axe,  avec  une  vitesse 
•donnée  V  (qu'on  peut  prendre  égale  à  l'unité).  On  suppose  que 
l'air  exerce  sur  un  élément  quelconque  de  la  surlace  une  résistance 
normale  proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale  de  la 
vitesse  \ . 

Il  s'agit  de  rendre  minima  la  résultante  (évidemment  parallèle 
•à  x'.x)  des  résistances  ainsi  exercées. 

La  méridienne  de  la  surface  étant  rapportée  à  deux  axes  rectan- 
gulaires dont  le  premier  est  x'x,  on  a  à  reclierclier  le  minimum  de 


l'intégrale 


/ 


y(fy' 


dx-  -h  dj^ 


■étendue  à  la  méridienne  en  question. 

Nous  examinerons  le  cas  où  l'on  donne  les  deux  parallèles 
extrêmes  de  la  portion  de  surface  envisagée,  autrement  dit,  les 
deux  extrémités  A,  B  de  l'arc  de  méridienne. 


absolue  restant  supéneiire  à  hy',  où  Je  est  un  nombre  fixe.  Ceci  entraîne  la  con- 
clusion du  texte,  lorsqu'un  prend  les  coerficienls  angulaires  de  M.M|  et  de  Mi^I 
égaux  et  de  signes  contraires. 

(•)  Voir  Aluust,  Joarn.  f.  Malh.,  t.  io3  (1888);  Armasi^i,  AniuiU  di  Mal., 
3®  série,  t.  4  (1900);  Lampe,  Vcrh.  d.  deulsche  phys.  Ges.,  t.  3  (lijoi); 
Kneser,  Arch.  der  Malh.  imd  Pliys.,  3°  série,,  t.  2  (1901). 
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Prenons  y  comme  variable  indépendante  :  l'intégrale  s'écrit 

^•'"  ■  -  et)" 

Or  la  quantité  sous  le  signe    /    devient  très  petite  lorsque  j- 

est  très  grand,  c'est-à-dire  lorsque  la   tangente  est  sensiblement 
horizontale. 

On  arrive  dès  lors  à  ce  résultat  paradoxal  que  l'intégrale,  et  par 
suite,  la  résistance  étudiée,  peuvent  élre  rendues  aussi  pclilcs 
(jnon  le  vciil.  Il  suffit  de  Taire  décrire  à  la  méridienne  des  sinuo- 
sités {fi<j.  69)  sensiblement  parallèles  à  x'x. 


Ce  résultat  est  d'accord  avec  le  fait  que  la  condition  de  Lcgen- 
dre  n'est  pas  ici  réalisée  f  '). 

Il  est  d'ailleurs  physiquement  absurde.  La  raison  de  ce  para- 
doxe est  (-)  que,  pour  une  surface  sinueuse  de  celte  espèce,  la  loi 
de  résistance  adoptée,  qui  est  d'ailleurs  toujours  hypothétique, 
devient  complètement  inacceptable. 

Aussi  les  auteurs  précédemment  cités  (-)  ont-ils  été  conduits  à 
admettre  que  x  devait  varier  dans  un  sens  constant  sur  la  méri- 
dienne. On  a  alors  une  question  de  minimum  unilatéral  avec  iné- 
galités dififérentielles  (n"  213  bis)  mais  dans  un  cas  particulière- 
ment simple. 

Si,  en  même  tem})s  que  ./;,  l'ordonnée  y  pouvait  avoir  des 
maxima  et  des  minima  (hypothèse  où  l'application  de  la  loi  de 
résistance  précédente  serait  a  forliori  inadmissible  au  point  de  vue- 


{-)  Voir  en  particulier  August,  loc.  cit. 
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physique),  rinl(%ialc,  qui  doviait  alors  èlrc  prise  sous  lornie  para- 
métrique, ne  pourrait  fi  priori  ii"  331)  avoir  ni  nuaxinitun  ni 
minimum.  Il  est  aise  de  vrrilier  cpTcn  ellet  elle  pourrait,  dans  ces 

conditions,  recevoir  une  valeur  ([uelconqiie  entic x   et  ~\-  x  . 

Il  suffirait  (Cf.  fî;/.  70)  de  composer  la  méridienne  de  deu\  hran- 
cl:es,  l'une  sensiblement  perpendiculaire  à  x'x,  l'autre  sinueuse  à 
oscillations  sensiblement  parallèles  à  Oy.  Cette  dernière  dounerait 
une  intéi^rale  très  petite,  l'autre  une  intégrale  sensiblement  égale 
à  la  variation  de  \^  .  Celle-ci  i)ouria  être  prise  aussi  g-ranilo  (ju'on 
voudra  et,  suivant  qu'on  nicllra  les  sinuosités  à  la  branche  le  Ion"- 
de  laquelle  y  est  décroissant  ou  à  celle  le  long  de  laquelle  il  est 
croissant,  l'intégrale  sera  positive  ou  négative. 


Fie 


405-  11  est  intéressant  de  comparer  les  résultats  qui  précèdent  avec 
ceux  que  nous  avons  rencontrés  à  propos  de  la  variation  seconde  (voir 
n"27l). 

A  étant  supposé  positif,  nous  venons  de  voir  que,  pour  rendre  l'inté- 
grale supérieure  à  un  nombre  positif  arbitraire,  il  suffirait  de  prendre 
pour  ligne  d'intégration  une  ligne  brisée  composée  d'un  très  grand 
nombre  de  côtés  alternativement  parallèles  à  deux  directions  faisant 
l'une  avec  l'autre  un  angle  de  180". 

Il  est  évident  par  là  que,  d'une  manière  générale,  l'influence  du  siijne 
de  A  est  prépondérante  dès  que  la  ligne  d'intégration  présente  un  (fraïul 
nombre  de  sinuosités. 

C'est  ce  que  montre  également,  de  son  côté,  l'étude  de  la  variation 
seconde. 
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Prenons  celle-ci  sous  la  forme  (') 
(i36)  m=   \      ikj-  4-Cy-)cfx 


-7=   1      (Ay-  +  Cy^) 


La  quantité  sous  le   signe   1   a  nécessairement  le  signe  de  A  lorsque 

AC  >  o.  Mais  c'est  ce  qui  a  lieu  aussi,  même  lorsque  cette  inégalité 
n'est  pas  vérifiée,  si  la  valeur  absolue  de  y'  est  suflisamment  grande 
par  rapport  à  celle  de  y,  c'est-à-dire  si  cette  dernière  quantité  varie  d'une 
manière  proportionnellement  très  rapide. 

Admettons  pour  préciser,  que  non  seulement  A  mais  aussi  C  gardent 
un  signe  invariable  dans  l'intervalle  d'intéoration,  ces  deux  sisrnes  étant 
différents. 

Le  rapport  des  deux  termes  dont  se  compose  la  somme  (i36)  est  égal 
au  quotient  d'une  valeur  prise  par  A  dans  l'intervalle  d'intégration  par 
une  valeur  de  C  dans  le  même  intervalle^  multiplié  par  le  rapport 


f-dx 


Ce  dernier  —  ou  rapport  de  la  valeur  moyenne  de  y'-  à  la  valeur 
moyenne  de  y-  —  est  une  mesure  de  ce  qu'on  pourrait  appeler  le 
dei^rc  d'oscillation  de  y  :  notion  i|ui  intervient  dans  une  l'oule  d'appli- 
cations des  Mathématicjues.  Ce  rapport  est,  par  exemple,  très  grand  si  y 

est  de  la  forme  a  sin      crue  nous  avons  considérée  au  n°  45,  c'est-à- 
a   ^ 

dire  s'il   représente   en    fonction  du  temps  une  coordonnée  d'un  point 

animé  de  vibrations  à  très   courte  période   (quelle  c[ue  soit  d'ailleurs 

l'araplilude  de  ces  variations). 

Dèscjue  le  rapport  (107)  est  suffisamment  grand,  c'est  le  terme  en  y'- 
de  l'expression  (i3G)  qui  donne  son  signe  à  o7. 

INous  savons  d'ailleurs  que  le  rapport  (107)  ne  peut  pas  être  infini- 

ment  petit  :  il  est,  d'après  le  n°  272,  supérieur  à  — -— ;  de  sorte 

(cr    — •  .T  )- 

que,  si  l'on  donne  à  notre  intervalle  d'intégration  une  grandeur  infé- 

l\k\ 
rieure  à  la  plus  petite  valeur  de  -  V/  |  p     1^  variation  seconde  a  néces- 
sairement le  silène  de  A  : 


(')  Toute  variation  seconde  peut  être  ramenée  à  celle  forme.  Il  sutl'ira.  par 
exemple,  en  partant  de  l'expression  (3'),  d'écrire  la  forme  de  (iG)  (n"  259) 
avec  j  =  —  B. 
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406-  Convenons,  avec  M.  llilbcrt,  de  dire  qu'il  v  a  minimum  Uinité 
si,  Il  étant  choisi  suffisamment  petit  et  rinlorvalle  d'intégration  élant 
divisé  en  parties  égales  ou  inférieures  à  /;,  il  v  a  minimum  lorsqu'on 
assujettit  la  ligne  variée  à  couper  X  au  moins  une  l'ois  dans  chacun  de 
ces  intervalles  partiels. 

Le  minimum  limité  sera  délermmé  par  la  seule  condition  de  Lc^en- 
dre  ou  de  Weierstrass.  Si  celle-ci  est  réalisée,  on  pourra  toujours, 
prendre   les   intervalles  partiels  assez  petits  pour  que  la  condition  de 


Jacohi  y  soit  remplie  [  nous  venons  de  voir  qu'il  suffisait  de  prendre  h 

■  r  ■  ■  ■  IV  /^A"' 

Ultérieur  au  minmium  de  -y/     ^ 

11  est  clair  que  les  conditions  du  minimum  limité  ont  précisément 
pour  elTet  d'imposer  à  la  ligne  i  un  nomijre  arbitrairement  grand  de- 
sinuosités. 

407-  Par  contre,  il  est  bonde  rappeler  que,  si  la  condition  de  Jacobi 
n'est  pas  vérifiée,  l'intégrale  (i36)  —  qui,  nous  venons  de  le  voir,  peut 
prendre  des  valeurs  positives  (pour  A  >  o)  arbitrairement  grandes,  — 
peut  aussi  (y  étant  toujours  assujetti  à  s'annuler  aux  limites)  être 
rendue  arbitrairement  grande  et  négative,  puisqu'il  suffit,  pour  cela, 
de  multiplier  par  une  constante  très  grande  la  fonction  y  choisie  comme- 
il  a  été  expliqué  au  n"  267  et  c[ui  rend  I  <c;  o. 

408-  Enfin,  c'est  encore,  au  fond,  cette  influence  des  sinuosités  qui 
intervient  dans  le  cas  du  n"  388  (variations  unilatérales).  Si  les  sinuo- 
sités sont  assez  grandes  et  surtout  assez  rapides,  l'influence  du  terme 
en  Ay''  peut  être  supérieure  non  seulement  à  celle  du  terme  en  Aj-, 
mais  à  celle  du  terme  en  Sy-  C'est  ce  qui  arrive  par  exemple  si  (avec 
a-o  =  o,  x'  =  -)  on  prend 

\Y  =  z  sin-  mx 

où  E  et  m  sont  l'un  très  petit,  l'autre  très  grand  et  ont  entre  eux  une 
relation  convenable. 

Pour  que  JAr|  reste  très  petit,  il  suffit  que  le  produit  im  le  soit.  Le 


,r 


rapport  '^^ est,  au  contraire,   égal   à   ^       et  peut  être  aussi 

/     Aj  dx 

grand  qu'on  veut  sans  que  im  cesse  d'être  très  petit. 

Le  choix  de  Ay  opéré  au  n''  388  (ou  même  celui  du  n<'40l)  revient 
au  fond  à  celui-ci,  mais  en  n'en  prenant  qu'une  oscillation,  c'est-à-dire 
en  ne  prenant  Av  difTércnt  de  zéro  (et  égal  à  l'expression  précédente) 

que  dans  un  intervalle  é^al  à  —  • 


^^OÏE  A 

SUR   LES   FONCTIONS   IMPLICITES 


Nous  nous  proposons,  dans  celte  note,  de  compléter  les  résultais 
classiques  lelalifs  à  l'existence  des  fonctions  implicites,  en  vue  de 
l'application  qui  en  est  faite  au  liv.  u,  Gli.  II,  (n"- 99-120)  à  la 
détermination  de  l'extiémale  qui  joint  deux  points  donnes. 


I 

1.  Considérons  les  équations  (' 

\  fjii 


(0 

\  f„[ni,u.,,...ii„,x^,   ...    x^,)=v,„ 

dans  lesquelles  les  premiers  membres  sont  supposés  avoir  des 
dérivées  premières  finies  et  continues  (-j,  et  supposons  que  le  déter- 
minant fonctionnel 

D(Hj,...«„) 
soit  dilTérent  de  zéro  (positif  pour  fixer  les  idées)  pour 

«1  =  «^  =  ...  Un  =  o 
tant  que  le  point  de  coordonnées  Xi,...x,,  reste  compris  f»î  sons 


(')  On  modifiera  sans  difficulté  la  démonstration  de  manière  à  l'appliquer 
au  cas  où  les  équations,  au  lieu  d'être  résolues  par  rapport  à  i'i,...i'„,  contien- 
draient ces  quantités  aux  premiers   membres. 

(-)  11  suffit,  d'une  manière  plus  précise,  de  supposer  que  les  fonctions  / 
admctient  des  dérivées  (premières)  par  rapport  aux  ii  et  que  celle.s-ci  sont 
continues  par  rapport  aux  x  et  aux  u. 
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larqe  clans  un  ccrlain  domaine  lini  D.    Supposons  encore   pour 
simplifier  récriture  que  l'on  a 

/i(0,0...0,.Ti,....T^,)  =  O  (i  ^    I,2..../i) 

ce  c|ui  ne  diminuera  pas  la  généralité  puisqu'on  est  ramené  à  ce  cas 
en  écrivant  les  équations  (t)  sous  la  forme 

(i')  'fi  [u^,...u,„x^,...x,)  =  Wf  {i  =  i,2,...;i) 

Oi  Ca,,...x,)  =/,  [u,,...u„,x^,...x,)  —f,  (o,...o,x^,..  x.,) 
Wi  =  Vi  —  fi  (o,...o,.-c,,...ic,,). 

Si  l'on  donnait  à  Xi,...5C;,  des  valeurs  fixes  ou  voisines  de 
nombres  fixes,  un  théorème  fondamental  du  Calcul  dlflérentiel 
nous  alirmerait  l'existence  de  deux  nombres  positifs  £,  v^  tels  que, 
pour  chaque  svstème  de  valeurs  de  Vi,...v,c  satisfaisant  aux  con- 
ditions 

ii't'<  fi  (i  =  i,2,.../(j 

les  équations  (i)  admettent  en  ni,U2,...ii,i  une  solution  et  une  seule 
vérifiant  les  inégalités 

(2)  H,    <  £  (t  =  i,2,...n) 

De  plus,  les  11  sont  des  fonctions  continues  des  v  et  des  x  :  il  en 
résulte,  en  particulier  que  s  pourrait  être  remplacé  par  n'importe 
quel  autre  nombre  positif  plus  petit,  pourvu  cju'on  diminue  y;  en 
conséquence. 

Nous  avons  besoin  (Cf  n^  105)  de  démontrer  que  cette  conclu- 
sion reste  valable  lorsque  le  point  [xi,...Xjj)  est  variable  à  l'intérieur 
de  D,  autrement  dit,  que  les  valeurs  de  /;  correspondant  aux  dillc- 
rentes  positions  de  ce  point  ont  une  limite  inférieure  non  nulle. 

Pour  /i  =  1 ,  la  démonstration  n'est  pas  distincte  de  celle  que 
nous  avons  déjà  donnée  dans  le  texte  (^voir  n°  99  et  de  même, 
II"  369).  Soit  l'unique  équation 

dans  laquelle  nous  supposons  que  ^  soit  positif  par  exemple^  et 
différent  de  zéro  lorsqu'on  remplace  u  par  zéra  et  Xj,  Xi,...Xi,  par 
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les  coordonnées  d'un  point  quelconque  compris  (au  sens  large) 
dans  le  domaine  D . 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  4,  l'inégalité 

Ml 

subsistera  lorsque  {x^,  x„,...Xjj  étant  toujours  arbitraires  dans  D, 
frontière  comprise)  on  donnera  à  ii  n'importe  quelle  valeur  com- 
prise entre  —  £  et  -f-  s  (s  étant  un  nombre  positif  convenablement 
choisi  .  On  peut  même  (en  diminuant  au  besoin  s)  supposer  qu'elle 
subsistera  au  sens  strict.  En  vertu  de  la  continuité    supposée)  de 

/-  ,  ceci  entraîne,  comme  on  sait,  fCf.  n^  5)  l'existence  d'un  nom- 
bre  y  tel  que,  dans  ces  conditions  on  ait  toujours 

Dès  lors,  /,  qui  est  nul  avec  u,  variera,  lorsque  u  croîtra  de 
—  £  à  4-  c,  toujours  dans  le  même  sens  et  entre  deux  limites  com- 
prenant entre  elles  —  sy  et  -+-  sy. 

Autrement  dit,  l'existence  pour  notre  équation  d'une  solution  et 
d'une  seule  vérifiant  l'inégalité  (unique)  (2),  et  fonction  continue 
de  II  et  de  x,  est  établie  pour  toute  valeur  de  v  inférieure  en  valeur 
absolue  à  y^  =  Hy  :  ce  qui  est  la  proposition  à  démontrer. 

2.  Le  théorème  relatif  à  n  >  i  se  déduit  de  celui  qui  est  relatif 
h  n  =  i  en  passant,  comme  on  le  fait  (')  pour  démontrer  le  théo- 
rème relatif  à  Xi,...Xi,  fixes,  de  chaque  valeur  de  n  à  la  suivante. 
Nous  prendrons,  pour  simplifier  l'écriture,  le  cas  de  /i  =  a,  le  rai- 
sonnement étant  d'ailleurs  le  même  pour  toutes  les  autres  va-leurs 
de  II. 

Soient  donc  les  équations 

(l  bis)  \  f  ,  N 

aux  inconnues  u, ,  ii.y  Le  déterminant  fonctionnel 

A  _  D(^/.) 

~  D(uj,  «2) 
(';  Voir  par  exemple  Goursat,    Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  5i. 
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étant  clifTérent  de  zéro  dans  tout  le  domaine  D,  il  faut  que  Tune 
au  moins  des  quatre  dérivées 

^   '  au,;  ^  ' 

ne   soit   pas    nulle    en   chaque  point  de  ce  domaine.   Supposons 

d'abord  que  ''''  soit  différent  de  zéro  en  tout  point  M  x,,...x^,)  de 

D  pour  w,  =  «2  =  0  et  par  conséquent  aussi  (4)  pour  ii^,  u.,  com- 
pris entre  —  Sj  et  +  c,  (ij  étant  un  nombre  convenablement  choisi). 
Alors  nous  pourrons  appliquer  le  résultat  qui  vient  d'être  établi 
(relativement  h.  n  =  i)  à  la  première  des  deux  équations  (i  bis), 
considérée  comme  donnant  l'inconnue  «j.  n.,  sera,  à  cet  effet,  con- 
sidéré comme  une  variable  Xi  et  il  faudra  écrire  l'équation  sous  la 
forme  analogue  à  (i),  savoir 

(3)    /j(«j,u,,3^,,--,3^,,)— /i(o,«o,.ïi....x^)  =  R'i  =  y,— /,(o,»,,a-j,...a-^). 

>.ous  constaterons  ainsi  l'existence  d'un  nombre  positif  v^i  tel 
que  pour  toute  position  de  M  dans  le  domaine  D  la  frontière  étant 
toujours  comprise),  pour  toute  valeur  de  ii^  comprise  entre  —  cj 
et  +  s,  et  pour  toute  valeur  de  ii\  comprise  entre  —  av^j  et  -i- 
2rji,  cette  équation  admette  en  ;/,  une  solution  et  une  seule)  éga- 
lement comprise  entre  —  ci  et  +  c,. 

Pour  que  |  Wi  \  soit  inférieur  à  2'/;^,  il  suffira  d'ailleurs  que  \i\  \ 
soit  inférieur  à  y;,  et  que,  d'autre  pari,  il  en  soit  de  même  de 
I  fi  G,  u.^,  Xi,  ...  x^,)  I  ce  qui  a  lieu  (puisque/,  est  continu)  pour 
i  11^  I  inférieur  à  2\  'ou  o  <C  2',  •<  cj.  ) 

Si  l'on  remplace  «,  par  la  fonction  continue  ainsi  définie  de  11.2, 
y,,  X,  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  (i  bisj  deviendra 
une  fonction  continue  <I>  de  u.,,  l'i,  Xi,  ...x,,.  La  dérivée  de  cette 
fonction  par  rapport  à  11.2  est  (^) 

A_ 


Elle  est  donc  dillerente  de  zéro  dans  tout  le  domaine  D,  à/>  +  i 
dimensions  obtenu  en  faisant  varier  M  dans  D  et  i\  de  —  /;,  à  -+-  r,^. 

(')  GouRSAT,  loc.cit.,  p.  53. 
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On  peut  appliquer  à  nouveau  le  ihéorèmc  relatif  à  /j  =  i  à 
l'équation 

en  la  traitant  comme  on  a  fait  pour  (.')).  Cette  équation  pour 
I'"l|  •<  -^i'  admettra  donc  en  u.^  une  solution  et  une  seule  comprise 
entre  —  z^  et  -+- 1.2,  si  les  nombres  positifs  z^  et  v^o  oiit  été  conve- 
nablement clioisis  et  si  on  a,  au  besoin,  diminué  la  valeur  de/;|. 
Ceci  revient  bien  à  la  conclusion  que  nous  voulions  établir  :  il  suf- 
fira de  prendre  pour  s  le  plus  petit  des  nombres  Sj,  ê'i.  c^;  pour  y;, 
un  nombre  inférieur  à  y-i  et  à  Vy^,  et  tel,  de  plus,  que  pour  |  i\  |  et 
i  Vi  I  inférieurs  à  y;,  |  n,  [  et  |  lu  |  soient  inférieurs  à  s,  ce  qui 
est  possible,  puisque  les  fonctions  implicites  ii^,  iii  des  v  et  des  x 
sont  (uniformément)  continues  pour  Uy  =  Ui  =  o. 

La  démonstration  n'est  cependant  pas  complète.  Le  raisonnement 

précédent  subsiste  si  au  lieu  de  '-^  .  c'est  une  autre  des  quatre 
^  ^u^  '  ^ 

dérivées  (4)  qui  est  différente  de  zéro  dans  tout  le  domaine  D  ; 
mais  il  tombe  en  défaut  si  chacune  de  ces  quantités  peut  s'an- 
nuler dans  ce  domaine. 

Pour  échapper  à  cette  dilïicullé,  remarquons  que  le  déterminant, 
étant  positif  (par  exemple),  non  nul  et,  d'autre  part,  continu  dans 
D  et  sur  sa  frontière,  doit  être  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe 
•/  et  que,  par  conséquent,  l'une  au  moins  des  quantités  ('4)  qui  en 
sont  les  éléments  doit  être  en  valeur  absolue  supérieure  au  nombre 

V    2 

Comme,  d'autre  part,  chacune  des  fonctions  (i)  est  uniformé- 
ment continue,   si  elle  est  supérieure  en  valeur  absolue  à  y/  '  au 

point  (r,,  Ij,  ...  Ip),  elle  sera  supérieure  à  ^  v/ '  dans  toute  la 
région  01  du  domaine  D  définie  par  les  inégalités 

(X,  -  ^,)  <  0, 

0^  étant  un  nombre  qui  sera  le  même  pour  tous  les  points  de  D  et 
pour  les  quatre  fonctions  [li).  Les  nombres  s,  y;  existent  donc  assu- 
rément dans  toute  région  telle  que  yl.  Or  le  domaine  D  tout  entier 
(si  du  moins  on  le  suppose  anal\  tique  et  limité  i)ar  un  nombre  fini 
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de  surfaces  analytiques  régulières)  peiit  être  considéré  comme  cons- 
titué par  un  nombre  fini  de  ces  régions  ;  et  ceci  permet  de  termi- 
ner la  démonstration  :  car,  comme  précédemment,  les  valeurs  à 
prendre  pour  -,  r,  seront  chacune  au  plus  égale  à  la  plus  petite  de 
celles  qui  correspondent  aux  diiïérentes  régions  partielles,  ^  étant, 
en  outre,  choisi  assez  petit  pour  que  les  inégalités  ]  i^  |  ■<  r, 
entraînent  [  »(  |  <:^  z,  ainsi  qu'il  est  possible  en  vertu  de  la  con- 
tinuité des  fonctions  implicites  ii. 

Cette  remarque  finale  permettrait  d'ailleurs,  à  elle  seule  d'éta- 
blir le  théorème  qui  nous  occupe.  Elle  montre,  en  effet,  le  do- 
maine D  étant  divisé  en  deux  ou  plusieurs  parties,  que  le  théorème 
en  question  devait  être  en  défaut  pour  une  au  moins  d'entre  elles 
s'il  était  en  défaut  pour  le  domaine  total.  Dans  ces  conditions  un 
raisonnement  classique,  et  que  nous  retrouverons  d'ailleurs  plus 
loin  (n"  5),  permet  de  voir  qu'il  devrait,  pour  cela,  être  également 
en  défaut  autour  d'un  point  (au  moins)  de  D  :  ce  que  nous  savons 
n'être  pas. 

Le  raisonnement  serait  tout  semblable  s'il  s'agissait  de  passer 
du  cas  de  n  =  2  h  celui  de  n  =  5  ;  et  ainsi  de  suite. 

Dans  le  cas  du  n"  105,  on  a 

I  r,— ^'/x,o c) 

Ji{a„...u„,x)=^--_-[Wi(x,ll^,...u„)—n■,{x,o,...o)]■,v,='- -^^-^ , 

où  yi  =  W,{x,  u^,...u„)  (1=  I,  2, .../() 

désigne  l'équation  générale  des  extrémales  issues  du  point  A  (d'abs- 
cisse a;o),  l'extrémale  primitive  correspondant  à  u,  =  </2=  •••  =  o. 


II 

3.  Considérons  maintenant  les  équations 

X  =  /(:r.y) 
Y  =  cp(a-,  7) 

—  c'est-à-dire  les  équations  d'une  correspondance  entre  les  points 
(ce,  y)  et  (X,  ^  )  de  deux  plans,  —  non  point  au  voisinage  d'un 
point  ou  d'une  ligne  déterminée,  mais  dans  une  région  plus  ou 
moins   étendue  des  deux  [)lans  en   question.  Alors,  la  condition 
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D(X,  Y)  ,,     ,  ,        .  .         ,    ,  .  , 

,^j- — N  ;zf  o  ne  sullilplus  [)our<[iic  ces  ('(jiialions  soient  n^soluhlcs 

[)ar  rapport  à  x,  y  lorsque  \,  Y  sont  donnés.  ?son  seulement  ces 
('(|uations  peuvent  être  impossibles  pour  certaines  valeurs  de  \,  ^  ; 
nuiis  même  il  peut  arriver  cpi'un  seul  et  même  système  de  va- 
leurs de  ces  dernières  quantités  corresponde  à  plusieurs  systèmes 
de  valeurs  de  x,  y. 

Au  lieu  de  points  qui  décrivent  des  plans,  on  peut  considérer 
deux  points  [x,  y,  z)  et  (\,  \,  Z)  dont  le  premier  décrit  une 
sphère  s,  le  second  une  sphère  S.  Supposons  qu'à  chaque  position 
(lu  premier  point  sur  s  corresponde  une  position  du  second  sur 
S.  m  étant  une  position  déterminée  du  premier  point,  soient  u,  v 
deux  paramètres  définissant  sur  la  sphère  s  la  position  d'un  point 
voisin  de  m  de  manière  que  x,  y,  z  aient  des  dérivées  continues  par 
rapport  à  u,  v  et  que  les  trois  déterminants  fonctionnels 

D(j^)  D(z^)  D(x^y) 

D(u,  u)'          D(u,  V)'  D(«,  v) 

ne  soient  pas  tous  nuls  (par  exemple,  deux,  convenablement  choi- 
sies, des  coordonnées  cartésiennes  x,  y,  z,  ou  encore  la  longitude 
et  la  latitude  rapportées  à  une  ligne  des  pôles  qui  ne  passe  pas 
par  m).  Soient  de  même  U,  V  des  paramètres  vérifiant  sur  la 
sphère  S  et  au  voisinage  du  point  M  qui  correspond  à  m,  des  hypo- 
thèses analogues  à  celle  que  nous  venons  d'admettre  pour  u,  v  sur 
S. 

Si  l'on  admet  qu'au  voisinage  du  point  considéré,  L,  V  sont  des 
fonctions  continues  de  u,  v  qu'elles  admettent  des  dérivées  con- 
tinues, et  que  le  déterminant  fonctionnel 

D(U.  V) 
^^^  D(u,  y)  ' 

est  difl'érent  de  zéro  au  point  considéré,  —  ou,  comme  nous  le 
dirons  pour  abréger,  que  le  déterminant  fonctionnel  du  point  M 
par  rapport  au  point  m  est  différent  de  zéro(')  —  il  existera  nous 


(1)  Cette  condition  est,  comme  on  le  voit  aisément,  indépendante  du  choix 
des  paramètres  u,  v,  U,  V  dans  tes  conditions  indiquées  dans  le  texte.  Elle 
exprime  d'ailleurs  qu'à  toute  aire  suffisamment  petite  prise  sur  s  au  vmsmage 
de  m  en  correspond  sur  S,  une  autre  dont  le  rapport  à  la  première  est  supé- 
rieur à  un  nombre  positif  fixe. 
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le  savons,   deux  nombres  posiliCs  --.  r,  tels  qu'à  tout  point  M,  de  S 
vérifiant  la  condition 

mtî;<  r, 

correspondra   un  point  m^   et   uu   seul  de  .v  vérifiant  la  condition 

mmi  <^  e. 

Si  au  contraire  le  point  //!,  n'était  plus  assujetti  à  rester  dans  le 
voisinage  d'un  point  déterminé  m  et  pouvait  décrire  une  certaine 
porlion  finie  de  la  splièrc  S,  il  i)onriait  arriver,  comme  dans  le  cas 
du  plan,  que  le  point  m  qui  donne  naissance  à  un  point  donné  M 
ne  soit  plus  bien  déterminé. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  les  hypothèses  précédentes  sont 
supposées  vérifiées  (')  sur  la  sphère  cnlièrc. 

\ous  allons  démontrer  que  si,  sur  loulc  la  sphère  6%  la  corres- 
pondance précédente  est  supposée  définie  cl  son  déterminant  fonc- 
tionnel dilTércnt  de  zéro  : 

1°  -4  toul  point  donne  M  de  S  correspond  un  point  m, 

2"  Ce  point  m  est  unique. 

i"  La  première  partie  du  théorème  se  démontre  aisément.  Pre- 
nons sur  s  une  fois  pour  toutes  un  point  m^  dont  le  correspondant 
sur  S  est  M,,.  Soit  maintenant  M  un  point  donné  quelconque  de  S. 
Joignons  M^M  par  une  ligne  continue  quelconque  L,  par  exemple 
par  un  arc  de  grand  cercle,  plus  petit  qu'une  demi  circonférence, 
dont  nous  pourrons  supposer  chaque  point  défini  par  la  distance 
9  qui  le  sépare  de  M^. 

-Nos  hypothèsesétant,  en  particulier,  vérifiées  en  m„,  nous  savons 
que  pour  Q  suffisamment  petit,  le  correspondant  du  point  M  existe. 
S'il  n'en  était  pas  de  môme  pour  toutes  les  valeurs  de  5,  on  pour- 
rait diviser  celles-ci  en  deux  catégories  : 

i"  les  valeurs  $i  telles  que  tout  point  M  de  L  pour  lequel  on  a 
l'inégalité  o  •<  5  <^  5,  ait  un  correspondant  sur  s. 

2°  les  valeurs  0.^  telles  que  certains  points  M  de  L  n'aient  pas  de 


(')  11  va  sans  dire  que  le  choix  des  paramclres  ii,  v,  L,  V  peut  varier  —  et 
varie  en  fait  —  avec  celui  du  jioirit  m  où  on  se  propose  de  calculer  le  détermi- 
nant foiulionncl  (7)). 
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correspondant  sur  s,  quoique  leur  distance  à  ;\I„  soit  comprise 
entre  o  et  O.^. 

Toute  valeur  0^  étant  nécessairement  inférieure  à  toute  valeur 
0.2,  il  devrait,  comme  on  sait,  exister  une  quantité  0'  au  moins 
égale  à  toutes  les  quantités  y,  et  au  plus  égale  à  toutes  les  quantités 
$2.  Le  point  M'  ainsi  défini  de  S  devrait  être  tel  que  tous  les  points 
compris  entre  M^  et  M'  aient  des  correspondants  m,  tandis  qu'au 
delà  de  M  et  au  voisinage  immédiat  de  ce  [)oint,  il  en  existe  d'au- 
tres sans  correspondajits. 

Or  ceci  est  une  impossibilité.  En  effet  le  [)oint  ^1'  lui-même 
aurait  nécessairement  un  correspondant  m'  (à  savoir  le  point  d'ac- 
cumulation ou  l'un  des  points  d'accumulation  des  points  m  dont 
les  correspondants  M  tendraient  vers  .AI".  lien  serait  par  conséquent 
de  même  de  tous  les  points  voisins  de  M  puisque  nos  hypothèses 
fondamentales  sont  vérifiées  en  ni . 

Donc  il  n'existe  pas  de  valeur  O.,  et  le  point  M  a  un  correspon- 
dant. 

5.  2°  Pour  établir  que  ce  correspondant  est  unique,  nous  com- 
mencerons par  montrer  que  chacune  des  deux  quantités  s,  r,  intro- 
duites tout  à  l'heure  (n°  3)  (et  dont  la  première  peut  être  encore 
définie  comme  le  rayon  d'une  calotte  spliérique,  de  pôle  m,  telle 
que  deux  points  différents  de  cette  calotte  ne  puissent  avoir  le 
même  correspondant  sur  S  —  peut  être  supposée  supérieure  à  une 
même  quantité  fixe,  quel  que  soit  le  point  m. 

Cette  proposition  s'établit  comme  le  théorème  analogue  (')  bien 
connu  relatif  aux  fonctions  continues.  Supposons,  pour  un  instant, 
.qu'elle  ne  soit  pas  vraie,  et  divisons  la  sphère  .*f  en  un  certain  nom- 
bre de  parties  par  exemple,  par  des  méridiens  faisant  entre  eux 
des  angles  égaux  et  des  parallèles  équidistants).  Il  faudrait  que 
dans  l'une  au  moins  des  subdivisions  ainsi  créées,  il  fût  impossible 
de  trouver  un  minimum  positif  pour  £  et  un  minimum  positif  pour 
pour  v;  :  car  si  ces  minima  existaient  pour  chacune  des  subdivi- 
sions, on  en  déduirait  comme  précédemment,  leur  existence  pour  la 
surface  entière. 

Cette  subdivision  qui  mettrait  ainsi  en  échec  la  proposition  que 


(')  Voir,  par  exemple,  Goiihsat,  Cours  d'Analjsc,  T.  1.  n°  -op.  ii')J-i6:i. 
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nous  voulons  démontrer,  pourrait  à  son  tour  être  partagée  en  sub- 
divisions partielles,  pour  l'une  au  moins  desquelles  le  même  fait 
devrait  se  reproduire.  En  poursuivant  ainsi,  on  pourrait  évidem- 
ment s'arranger  de  manière  que  les  subdivisions  successives 
deviennent  intiniment  petites  dans  toutes  leura  dimensions  :  elles 
tendraient  alors  vers  un  point  déterminé  Mq,  au  voisinage  duquel 
l'une  au  moins  des  quantités  s  et  y;  devrait  nécessairement  prendre 
(au  moins  en  certains  points)  des  valeurs  très  petites.  Or  ceci  ne 
peut  avoir  lieu,  car  au  point  Mq  lui-même  correspondent  deux 
nombres  s,  Tj  dilïérents  de  zéro  et,  par  conséquent,  en  tout  point 
suffisamment  voisin,  les  quantités  analogues  seront  é^idemment 
supérieures  à  ê'  et  à  r/ ,  s'  et  yj'  désignant  des  nombres  inférieurs 
d'aussi  peu  qu'on  veut  k  s  et  hrj  C). 

De  cette  démonstration  résulte  cju'on  peut  prendre  les  nombres 
î  et  r,  constants.  Il  résulte  de  là  en  particulier  que  si  deux  points 
distincts  pris  sur  s  avaient  le  même  correspondant  sur  S,  leur  dis- 
tance spliérique  ne  pourrait  en  tous  cas  être  inférieure  à  c. 

6.  Ceci  établi,  soient  m  et  w,  ces  deux  points  cjui  sont  supposés 
avoir  même  correspondant  M.  Joignons-les  par  un  arc  de  grand 
cercle  /  :  celui-ci  aura  pour  image  une  ligne  fermée  L  partant  du 
point  M  et  y  revenant. 

Prenons  sur  S  un  point  fixe  arbitraire  0.  Il  est  impossible  que 
tous  les  points  de  L  soient  à  une  distance  de  0  moindre  que  rj  (ce 
nombre  ayant  la  valeur  minima  dont  l'existence  résulte  du  numéro 
précédent)  :  car  on  pourrait  alors  considérer  0  comme  l'image 
d'un  point  o  de  s,  situé  à  une  distance  de  m  intérieure  à  £  et  à  la 
ligne  L  correspondrait  nécessairement,  sur  .v,  une  ligne  /  entière- 
ment intérieure  à  la  calotte  de  pôle  l'et  de  rayon  spliérique  z.  ligne 
partant  du  point  m  et  y  revenant. 


(i)  On  peut  présenter  le  raisonnement  précédent  sous  une  autre  forme  (éga- 
lement employée  pour  établir  le  théorème  auquel  nous  avons  fait  allusion  sur 
les  fonctions  continues)  et  qui  consiste  à  remarquer  que  si  l'on  donne  à  £.  par 
exemple,  la  plus  grande  valeur  possible  en  chaque  point,  celte  quantité  £,  rayon 
d'une  calotte  sphérique  de  pôle  M,  est  une  fonction  continue  de  la  position  de 
/a,  grâce  à  ce  fait  que  deux  calottes  de  cette  espèce  ne  peuvent  être  intérieures 
(au  sens  strict)  l'une  à  l'autre.  En  tant  que  fonction  continue,  elle  admet  néces- 
sairement une  limite  inférieure  effectivement  atteinte  et  par  conséquent  non 
nulle. 
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Cela  posé,  supposons  encore  que  le  point  O  ne  soit  diamétrale- 
ment opposé  à  aucun  point  de  la  ligne  L  (').  Joignons-le  à  chaque 
point  P  de  cette  ligne  par  un  arc  de  grand  cercle  moindre  qu'une 
demi-circonférence  (lequel,  en  vertu  de  la  restriction  précédente, 
variera  continuement  lorsque  le  point  P  se  déplacera  sur  L)  aie  sur 
lequel  nous  prendrons  un  point  P^  tel  que  l'on  ait 

OV].  =  t.  DP 

/  étant  un  certain  nombre  compris  entre  o  et  i .  Nous  désignerons 
par  L(  le  lieu  du  point  Pr  ainsi  obtenu  lorsque  /  reste  fixe  et  que  P 
décrit  L. 

Soit   À  la  plus  grande  des  distances  OP.  Donnons  d'abord  à  / 
une  valeur  quelconque  comprise  entre  l'unité  et  le  nombre  /i  (po 
sitif,  puisque  d'après  ce  qui  précède  À  est  supérieur  à  v^)  qui  vérifie 
la  relation 

Tout  point  P(  de  L,  sera  à  une  distance  inférieure  à   '  du  point  P 

dont  il  dérive  et  il  lui  correspondra  par  conséquent  sur  .s',  un 
point  parfaitement  déterminé  intérieur  à  la  calotte  spliérique  7  qui 
a  pour  pcMe  yj  (correspondant  de  P)  et  pour  rayon  s. 

Seront  également  à  une  distance  du  point  P  moindre  que  r^  les 
points  i\  déduits  des  points  d'un  certain  arc  de  L,  à  savoir  l'arc 
continu   qui  comprend  le  point   P   et  dont  tous  les  points  sont 

à  une  dislance  de  P  inférieure  à   '  .  Tout  l'arc  ainsi  obtenu  de  L( 

2 

correspondra  donc  à  un  certain  arc  de  courbe  intérieur  à  7. 

Chaque  point  P(  de  Lf  peut  être  ainsi  déduit  non  seulement  du 
point  correspondant  P,  mais  d'une  infinité  d'autres  points  P'  de  L 


(')  Le  point  O  ne  pourrait  vérifier  cette  condition  si  la  ligne  L  comprenait 
tous  les  points  de  S.  Mais  ce  cas  ne  peut  se  présenter  ici.  Car,  d  après  nos 
hypothèses,  le  rapport  d'une  aire  de  S  à  l'aire  correspondante  de  s  est  Iniéneur 
à  un  nombre  fixe  K.  Comme  d'autre  part,  l'arc  de  cercle  /  est  compris  à  1  in- 
térieur d'une  aire  sphérique  i'^  que  l'on  peut  prendre  aussi  petite  que  l'on  veut, 
il  suffit  de  prendre  KS,,  inférieure  à  l'aire  de  la  sphère  S  pour  trouver  une 
région  qui  n'embrasse  pas  toute  cette  sphère  et  à  l'intérieur  de  laquelle  la  ligne 
L  est  assurément  comprise. 


5o8 
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(points  suffisamment  voisins  du  premier)  et  l'on  a,  par  conséquent, 
une  infinité  de  moyens  de  définir  le  point  p  qu'on  lui  fera  corres- 
pondre sur  .S-.  Mais  tous  ces  moyens  conduiront  Ibicément  au 
même  résultat  sans  quoi  on  aurait  une  ligne  fermée  (la  ligne 
r,PP'P<)  entièrement  intérieure  à  la  calotte  spliérique  de  pôle  P,  et 
de  rayon/;,  ligne  qui  correspondrait,  sur  5,  à  une  ligne  continue 
ouverte,  contrairement  à  ce  que  nous  avons  constaté  plus  haut  ('). 

En  un  mot,  à  chaque  ligne  L/,  pour  i  à/ à/,,  correspondra  une 
ligne  continue  A  de  .v,  laquelle  variera  d'une  manière  continue 
avec  /. 

La  ligne  It  ne  se  ferme  à  tnicun  moment,  car  ses  deux:  extrémités, 
autrement  dit  les  deux  points  qui  ont  pour  image  M(,  varient  con- 
tinûment et,  par  conséquent,  ne  sauraient  coïncider  sans  que  leur 
distance  soit  au  préalahle  devenue  inférieure  à  £,  ce  qui  est  impos- 
sihle. 

Mais,  en  opérant  sur  L,  comme  nous  l'avons  fait  sur  L,  nous 
pourrons  définir  l'image  It  de  Lt  pour  touta  valeur  de  /  comprise 
entre  U  et  /^,  le  nomhre  /^  étant  défini  par  l'égalité 

et  ohtenir  ainsi  une  ligne  ouverte  l  ayant  pour  image  la  ligne 
fermée  ht  ;  puis  de  celle-ci  une  hgne  /,  ,  et  ainsi  de  suite. 

Or,  en  poursuivant  ainsi,  nous  ahou tirons  nécessairement  à  une 
contradiction  :   car.   pour  une  certaine  valeur  de  q  le  (plus  grand 

entier  contenu  dans  '^    |,  la  ligne  L/,^  laquelle  serait  toujours  fermée 

et  aurait  toujours  pour  image  sur  .s*  une  ligne  ouverte,  laquelle 
serait  tout  entière  comprise  dans  la  calotte  de  pôle  O  el  de  rayon  y;  ; 
or  nous  savons  que  ceci  ne  peut  avoir  lieu. 

Le  théorème  est  donc  couq^lètement  démontré. 

7.  La  démonstration  repose,  comme  on  le  voit,  sur  la  déforma- 
tion progressive  du  contour  L(,  lequel,  coïncidant  primitivement 


(')  Si  la  ligne  h  avait  des  points  doubles,  on  devrait  hien  entendu,  0|iérer' 
séjiarémcnt  sur  chacun  des  arcs  qui  se  croisent  en  un  de  ces  points.  Il  es't 
d'ailleurs  aise  de  voir  qu'on  peut  toujours  exclure  celte  Inpotlièsc. 
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(pour  t  =  i)  avec  L,  est,  dans  sa  position  finale,  tout  entier  voi- 
sin (le  0.  Elle  pourrait  se  recommencer  en  remplaçant  les  sphères 
par  n'importe  quelles  autres  surfaces  possédant  cette  propriété  que 
toute  ligne  fermée  L  tracée  sur  l'une  d'elles  puisse  être,  par  défor- 
mation continue,  réduite  à  être  infiniment  petite. 

Il  en  est  autrement  sur  les  surfaces  de  genre  ditlérent  de  zéro, 
c'est-à-dire  sur  celles  qui  ne  possèdent  pas  la  propriété  dont  nous 
venons  de  parler.  Sur  le  tore,  par  exemple,  un  parallèle  ou  un  mé- 
ridien quelconque  sont  des  lignes  que  nulle  déformation  continue 
elïectuée  sur  la  surface  ne  peut  ramener  aux  environs  d'un  point 
unique. 

(Jr,  on  voit  aisément  que,  si  les  sphères  s  et  S  étaient  remplacées 
par  des  tores,  le  théorème  dont  nous  venons  de  nous  occuper 
n'aurait  plus  lieu. 

Sur  des  hypersphcres,  (surfaces  représentées,  dans  l'espace  à  n 
dimensions,  par  des  équations  de  la  forme 

(.Ti  _  Oi)-  H-  (x.^  —  a,)-  +  ...  +  (j-„  —  a„y  =  r- 

n  étant  au  moins  égal  à  trois),  ce  théorème  suhsiste  avec  sa  dé- 
monstration^ car  le  procédé  indiqué  tout  à  l'heure  pour  réduire 
progressivement  le  contour  L  à  un  point  s'étend  de  lui-même  à  ce 
nouveau  cas. 

Au  contraire,  le  théorème  ti'est  pas  vrai  pour  n  =^  2,  c'est-à-dire 
pour  deux  circonférences  ;  si  sur  la  première,  c,  d'entre  elles,  on 
définit  un  point  quelconque  par  l'angle  au  centre  Q  sous  lequel  cs± 
vu  l'arc  compris  entre  ce  point  et  ini  point  fixe  origine  des  arcs,  et 
si  on  opère  de  même  sur  la  seconde  G  en  introduisant  l'angle  au 
centre  analogue  0,  la  correspondance  définie  par  la  relation  6  =  kO, 
ik  étant  un   entier)  sera  telle  qu'à  un  point  de  C  correspondent  I; 

pouits  de  c,   distmcts  entre  eux  et  cela  quoique  la  dérivée  ,„  dont 

dépend  le  rapport  des  déplacements  de  deux  points  correspondants 
ne  s'annule  jamais. 

Cela  tient,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  ce  que,  sur  la  cir- 
conférence C,  on  peut  suivre  des  chemins  fermés  non  réiluctibles 
par  continuité  à  un  point,  à  savoir,  ceux  qui  font  (une  ou  plusieurs 
fois)  le  tour  de  la  circonférence. 

Pour  affirmer  qu'à  un  point  de  G  correspond  un  point  unique 


oro 
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de  c,  il  l'aul  donc  s'assurer  que,  pour  0  augmentant  de  2~,  la  va- 
riation de  0  est,  en  valeur  absolue,  de  2~  exactement  (et  non  d'un 
multiple  de  271). 

Inversement,  cette  condition,  jointe  à  celle  que   ,r.  ne  change 

pas  de  signe,  est  évidemment  suffisante  pour  la  conclusion 
demandée. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  sont  ceux   que   nous 
avons  invoqués  au  n°  112(').  Nous  avons  tenu  compte  (n"  112'"*) 


(')  M.  Gordon  Bill  (Bull,  of  llic  Amer.  Math.  .SV.  t.  XV,  p.  374),  a  indiqué 
une  mclhode  différente  de  celle  que  nous  avons  donnée  au  n"  112,  pour 
établir  que  les  sphères  l'une  de  rayon  i,  l'autre  de  rayon  p,  considérées  en  cet 
endroit,  satisfont  à  la  condition  envisagée  dans  la  présente  note,  c'est-à-dire  que 
le  déterminant  fonctionnel  du  point  (x,y,  :)  de  la  seconde  par  rapport  au  point 
(a,  jj,  y)  de  la  première  est  différent  de  zéro.  Cette  méthode  consiste  à  adjoindre 
aux  équations  : 

o  s,  a,   3,  7)  =  -'-•. 

k",  ^,  ,3,  Y)  =  y, 

X(^,  a,  ?,  T)  =  -, 

(qi^i  définissent  les  trajectoires  issues  du  point  A  (origine  des  coordonnées)  en 
fonction  de  l'arc  AM  =^  s  d'une  de  ces  trajectoires  et  des  cosinus  directeurs 
a.  p,  Y  fïe  la  tangente  en  A)  l'équation 

5,2    +    02    ^  .^-2  ^    . 

et  à  former  le  déterminant  fonctionnel 
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des  premiers  membres  de  ces  équations  par  rapport  à  s,  a,  p,  y-  Le  fait  que  ce 
déterminant,  qui  peut  s'écrire 


=  —  ■<^-  +  :=-  +  r-)  +  ...=:-  ^  + 


est  différent  de  zéro,  tant  que  s  est  infi'rieur  à  une  certaine  limite,  montre  que 
si  les  équations  en  question  ont  une  solution  pour  x  =  Tj,  y  =  Ji,  c  =  -1, 
elles  satisfont  aux  conditions  du  tliéorème  des  fonctions  implicites  dans  le  Aoi- 
sinage  de  ce  point  :  ce  qui  équivaut  au  tait  à  établir. 

Ce  raisonnement  qu'on  pourrait  compléter  de  manière  à  obtenir  une  exprès- 
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de  la  coinlilion  supplémentaire  dont  nous  venons  de  constatci'  la 
nécessité  pour  /^  ==  2. 


sion  précise  de  la  valeur  de  s  (et  par  conséquent  de  0  =  AM)  jusqu'à  laquelle 
il  est  valable,  pourrait  remplacer  celui  des  n"  110-111.  iîien  entendu,  il  ne 
dispense  pas,  au  contraire,  de  ceux  qui  ont  été  développes  dans  la  présente  note  : 
il  a  pour  but  de  montrer  qu'on  est,  en  l'espèce,  dans  les  conditions  où  ces  der- 
niers sont  valables. 


TABLE    DES    MATIÈRES 


NOTIONS  PRELIMINAIRES 


CHAPITRE  PREMIER 

MAXIMA    ET    MIM.MA    DES    l-OCTIONS    d'lnE    OU    DE    PLUSIEURS    VAUIABLES. 
FORMES    QUADRATIQUES 

I.  Définitions.  Maxima  et  minima  absolas,  relatifs,  stricts,  larges     .  i 

3-  5.  Cas  des  fonctions  continues ^ 

6.  Conditions  nécessaires  de  l'extremuni   relatif  (conditions  du  pre- 
mier ordre) 6 

7-  9.  Extremum  lié.  Champs  singuliers 7 

10.  Cas  des  points  frontières li 

3i-i3.  Introduction  des  dérivées  secondes.  Formes  quadratiques    .     .     .  1 1 

j4-i5.  Formes  quadratiques  par  rapport  à  des  variables  liées    ....  l'i 

16-17.  Application  aux  extrema i!S 


CHAPITRE  II 

DES    ÉQUATIONS    DIFFERENTIELLES.     ÉQUATIONS    AUX     VARIATIONS 

18.  Théorème  fondamental 21 

19.  Continuité  par  rapport  aux  paramètres ■j.'i 

20.  Dérivabilité  par  rapport  aux  paramètres 23 

21-22.  Equations  aux  variations 2") 

23-24.  Données  analytiques.  Systèmes  d'ordre  quelconque 37 

2.5.  Cas  des  équations  aux  dérivées  partielles 28 

26,  Propriétés  des  équations  linéaires.  Déterminant  général  ....  29 

27-31.  Equation  adjointe.  Système  adjoint 3i 

32.  Cas  des  équations  aux  dérivées  partielles 3ô 


Hadamard  —  Calcul  des  variations  33 


DIU  CALCUL    DES    VARL\T10NS 

LIVRE  I 

LA    POSITION    DU    PROBLÈME 


CHAPITRE  PREMIER 

LA    MÉTHODE    DE    LAGRA>GE.    DEFIMTION    DES    VARIATIONS 

Page> 

33-36.  Premiers  exemples.  Ligne  droite.  Brachisfochrone 37 

37-38.  Champs  fonctionnels.  Méthode  des  variations 4i 

39-43.  Critique  de  cette  méthode.  Exemple  de  Scheeffer 4^ 

CHAPITRE  II 

LA  >OTIO>"    DE    VOISINAGE 

44-45-  Définition  du  voisinage 48 

46.  Minimum  fort  et  minimum  faible 5o 

47.  Fonctions  analytiques  voisines  d'une  fonction  donnée 5i 

48.  Application  aux  intégrales 54 


LIVRE  11 


LA    VARIATION    PREMIERE 
ET    LES    CONDITIONS    DU    PREMIER    ORDRE 


CHAPITRE  PREMIER 

TRANSFORMATION    FOND.OIENTALE    ET    LEMME    FONDAMENTAL 

5o-5i.  Intégrale  et  champ  fonctionnel.  Cas  de  la  différentielle  exacte.  .  ,07 
52-.55.  Interversion  des  signes  d  et  0.  Transformation  fondamentale  .  .  39. 
56-57.  Lemuie  fondamental 63 

CHAPITRE  II 

l'eXTREML'M    LIBRE    (CONDITIONS    DE    PREMIER    ORDRe) 
DANS    LE    CVS    DES    LIMITES    FIXES 

I.  Application  du  lemnie  fondamental.  Extrémales 

58-G2.  Equations  du  problème.  Exemple  I  (lignes  droites).  Un  cas  d'inté- 

grabilité 66 

63.  Exemple  II  faction  hamiltonienne) 69 

64-67.  Objection  de  du  Bois-Reymond.  Cas  des  points  anguleux     .     .     .  70 

68-69.  Figurative 7^ 


TABLE    DES    MATIERES  OlO 

Pages 
II.  Intégrales  sous  forme  paramétrique 

70-  7^.  Forme  paramétrique 7(1 

75.  Relations  entre  les  deux  formes  de  l'intégrale.  Action  mauper- 

tuisienne 8a 

76-  80.  Variations 8» 

Si-  Si  bis.  Extrémales 86 

82-  83.  Exemple  :  l'intégrale   j'Xds.  Cas  d'intégrabilité 88 

4*^4-  84  bis.  La  quantité  A *    .    .    .  89 

8j-  86.  Figurative.  Figuratrice 90 

87-  88.  Forme  géométrique  de  l'équation.  Exemple  (géodésiques).     ...      92 
Sg~  94.  Cas  de  l'espace.    Le  cylindre  <l'{x,  y,  z)  =  i.    Application   aux 

équations  du  proljlème 9^ 

95.  Interprétation  géométrique  de  la  variation  dans  l'espace  ordinaire.  loi 

96-  97.  Exemple  de  J  =   (  \^dx-  +  dy-  -(-  ds-.  Courbure  géodésique.     .  10?) 

98.  Lignes  fermées. loô 

III.  IJ'extrémale  qui  joint  deux  points 

99.  Famille  d'extrémales  issues  d'un  point  donné 106 

loo-ioi.  Foyer  conjugué 107 

102-104.  Diverses  sortes  de  foyers 108 

io5-io6.  Cas  de  plusieurs  inconnues.  Familles  quelconques irv>. 

107-109.  Limite  inférieure  de  l'intervalle  entre  deux  foyers  conjugués    .  u4 

110-116.  Id.  (forme  paramétrique) ■ 118 

117-iig.  Exemples 126 

lY.  Extrémale  sur  une  surface  donnée 

120-122.  Equation  différentielle  de  ces  extrémales.  Cas  des  géodésiques  .  i3i 

Y.  Cas  des  dérivées  d'ordre  stipérieur 

12^-126.  Transformation  fondamentale.  Equations  différentielles    .     .     .  i34 

127-128.  Forme  paramétrique.  Dérivées  exactes i38 

CHAPITRE  III 

LA    FORMULE    AUX    LIMITES    ET    LES    PROPRIÉTÉS    A>ALYTIQUES 
DES    EXTRÉMALES 

I.  Formule  aux  limites.  Transversalité 

129-130.  Démonstration  de  la  formule  (forme  paramétrique) 142 

i3i.  Cas   de   l'intégrale    f  f  y' ,  y,  x'^dx.   Cas  des  dérivées  d'ordre 

supérieur i44 

i32.  Inadmissibilité  des  points  anguleux  dans  ce  dernier  cas   ...  i45 

i33.  Cas  des  liaisons  en  termes  finis '46 

i34-i36.  Transversalité l'iT 

i37-i38.  Familles  transversales.  Théorèmes  de  Gauss,  de  lord  Kelvin  et 

Tait,  de  Malus i49 

139-139  bis.  Extrémales  fermées  ;  foyers  absolus lâo 


5l(3  CALCUL    DES    VARL\TION.S 

Pages 
II.  Propriétés  analytiques  des  équations  du  calcul  des  variations 

i4o-i4o  ter.  Forme  canonique. i5i 

i4i-i43.  Conséquences  de  la  formule  aux  limites.  Invariants  intégraux. 
Relations  entre  deux  solutions  des  équations  aux  variations. 

Multiplicateur i.53 

i44-  Problème  inverse 157 

i4">-i4'^-  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles i.5fS 

147-148  bis.  Méthode  de  Jacobi i63 

149.  Application  de  l'équalion  aux  dérivées  partielles  à  l'intégration 

des  équations  différentielles 1(77 


CHAPITllE  IV 

CAS    DES    LIMITES    VAlilAISLES.     VARIATIONS    l  XII.ATÉlt ALES 
SOLUTIONS    DISCONTINUES 

I.   Conditions  du  premier  ordre  dans  le  cas  des  limites  variables 

i52-i54-  Mode  de  formation  des  conditions  du  premier  ordre 170 

ia">.  Cas  de /■=  P  +  Qy' 172 

i56-i6o.  Conditions  relatives  ;\  un  point  de  la  ligne  d'intégration.  Ré- 
flexion. Rétraction 173 

II.  Variations  unilatérales 

161-162.  Condition  Zy  >  o.  Condition  Xôx  +  R5y  -\-  Clz  >  o  .     .     .     .       177 

163-164.  Exemples  géométriques  . 181 

165-169.  Arcs  situés  partiellement  sur  la  frontière i8'i 

III.  Solutions  discontinues 

170-171.  Théorème  de  Weierstrass-Erdmann.  Son  interprétation  géomé- 
trique      188 

172-173.  Application  au  cas  où  les  points  anguleux  ne  sont  pas  donnés. 

Cas  de  l'intégrale   /  cds 190 


CHAPITRE  V 

PROBLÈMES    ISOrÉRIMÉTRIQUES 

174-175.  Enoncé  du  problème.  Variations  acceptables 19^ 

176-179.  Réduction  à  un  extremum  libre 196 

180.  Exemples  I.  Objection  de  du  Rois  Reyraond 200 

i8i-i83.  Exemples  II-III.  Problème  isopérimétrique  proprement  dit.  Chaî- 
nette    202 

184-186.  Cas  de  limites  variables 207 

187-187  bis.  Champs  singuliers 209 

188-189.  Variations  unilatérales 211 

190.  Les  variations  peuvent  être  rendues  analytiques 21.Î 


CHAPITKE  M 

i,r:   puoiu,î:mi-:   ni-:   mwkr 

I.    Elablix.iement  des  équations  du  problème 

191-195).  Problème  de  Lagrange ■.(- 

19^-197-  Problème  de  Mayer.  Ses  relations  avec  le  précédent    ....  ■>.■x^ 

U).S-2o'j.  Variations  acceptables , ^_t.■^:^ 

2o3-2o4.  Equations  différentielles  du  problème y  îi 

3o5-ao-,  Champs  singuliers.  Problème  de  Lagrange ■i\\ 

208.  Enumération  des  constantes 2!î7 

209.  Cas  où  les  équations  différentielles  sont  identiquement  v(rificcs.  2'|<) 

210.  Les  variations  peuvent  être  rendues  analytiques a'ii 

II.  Propriétés  des  extréinales.  Exemples 

211.  Forme  paramétrique.  Intégrales  premières 24.") 

212-21.')  bis.  Formule  au.\  limites.  Variations  unilatérales 24() 

214-214  bis.  Solutions  discontinues afn 

2i5.  Réciprocité.  Interprétation  géométrique ^^'\ 

2ifi-22o.  Étude  d'un  exemple  :   mouvement  d'un  point  sur  une  courbe 

avec  résistance  et  froUement 2.')tj 

221-22.").  Applications  analytiques.  Extension  de  la  méthode  de  Hamiltou- 

Jacobi 264 

•>.2(J-228.  Cas  d'exception 270 

229-231.  Forme  entièrement  générale  de  la  méthode 2-4 

Cn.\PlTUE  VII 

(;lî>ÉR\LISVTIONS.     LE    C.VLCL'L    l-ONCTIO>>'EL 

232-2'53.  Définition  des  fonctionnelles 281 

234-2!}5.  Continuité;  dérivabilité  au  sens  de  M.  Volterra 282 

236-237.  Fonctionnelles  de  lignes 286 

238.  Différentielle  d'une  fonctionnelle 287 

239-2 '(2.  Fonctionnelle  linéaire.  Développements  formels 288 

243-248.  Représentation  par  une  intégrale  définie 293 

349-253.  Variation  infinitésimale  des  fonctions  de  Green  et  de  Neumann.  3o3 


LIVRE  m 

LES    CONDITIONS    DE    L'EXTREMUM    LIBRE 
CHAPITRE  PREMIER 

LA    :mÉTHODE     de    JACOItl-CLKRSCH 

I.  Cas  d'une  fonction  inconnue 

2.'J4  2.'i5  bis.  La  variation  seconde 3i 

2.')6.  L'équation  aux  variations  des  extrémales 3i 


5l8  CALCrL    DES    VAUIATION'S 

Paçes 

237-2.58.  Cas  de  plusieurs  fonctions  inconnues 3 17 

2.59-261.  Observation  de  Legendre.  Résultats  de  Jacobi 320 

262-265.  Condition  de  Jacobi.  Conditions  suffisantes 32^ 

266-267.  Conditions  nécessaires    ...          326 

268.  Construction  de  Darboux  Erdmann 328 

269-271.  Relation  avec  le  théorf'me  de  Sturm 33o 

272.  Maximum  du  rapport        " 334 

II.  Cas  d'un  nombre  quelconque  d'inconnues 

273.  Méthode  de  Clebsch 336 

274-275.  Solutions  associées.  Déterminant  spécial 338 

376-277.  Cas  où   l'élément  d'intégration   contient   des   dérivées  d'ordre 

supérieur .  343 

278-282.  Recherches  de  M.  von  Escherich  sur  les  solutions  associées  .     .  344 

283-285.  Condition  de  Jacobi 35o 

286-287.  ^'^^  o"  l'équation  aux  abscisses   des   foyers  conjugués   a   une 

racine  multiple 353 

288.  Conditions  suffisantes 354 

289-291.  Nécessité  des  conditions  précédentes 355 

292.  Généralisation  du  théorème  de  Sturm 357 

293-293  bis.  Cas  des  dérivées  d'ordre  supérieur.  Forme  paramétrique.     .  358 


CIIVPITRE  II 

LA    JIÉTHODE    DE    WEIERSTRASS    ET    LES    CONDITIONS    SUFFISANTES 
DE    l'eXTUEMUM 

I.     Faisceau   d'extre'males   et   construction    de    Weierstrass 

294-295.  Faisceau  spécial  d'extrémales 36o 

296-297.  Construction  de  Weierstrass 36i 

298.  Cas  de  plusieurs  fonctions  inconnues 363 

II.  La  formule  de  Weierstrass 

299.  Accroissement  de  l'intégrale 364 

3oo-3o2.  Formule  de  Weierstrass.  Cas  de  plusieurs  fonctions  inconnues .      366 
3o3-3o6.  Propriétés  des  symboles  8  et  g.  Interprétations  géomélrlques    .      369 

307.  Cas  de  plusieurs  fonctions  inconnues 372 

3o8-3io.  Forme  paramétrique 373 

III.  Méthodes  de  Ililbert  et  de  Darboux-Kneser 

3ii-3i3.  Méthode  de  Hilbert 377 

3i'(-3i6.  Méthode  de  Darboux-Kneser .38i 


TABLE    Itl'S    MATIKUKS  5iq 

IV.  Les  conditions  suffisantes  Pago< 

3i7-3i8.  Signe  de  8 ;^g(j 

3 19-323    Condition  de  Weierstrass.  Exemple 3,^,S 

324-325.  Relation  avec  la  condition  de  Legendre Sr^i 

326-327.  Cas  de  l'extremuin  fort.  Cas  d'exception  et  exemple  de  M.  Bolza.  39/1 

328.  Résumé 3,  _ 


CHAPITRE  III 

COSDITIONS    XÉCESSAIUES.    EXEMPLES 

I.  Les  conditions  nécessaires 

329.  Condition  de  Weierstrass 390 

33o-33i.  Exemple.    Intégrale  d'une  fonction  uniforme  qu.  x,  y  .     .    .     .      399 

II.  Condition  de  Jacobi 

332.  Une  extrémité  supposée  au-delà  du  foyer  conjugué  de  l'autre.  (02 

333-334.  Deux  foyers  conjugués.  L'extremum  absolu  cesse  avant    .     .     .  4^4 

335-337.  Foyer  en  pointe.  Foyer  absolu 407 

338-339.  Voisinage  d'ordre  supérieur 409 

III.  Exemples 

340.  Champ  de  validité  de  la  méthode 412 

341.  Extremum  au  voisinage  d'un  point 412 

342.  Extremum  absolu 41:5 

343-345.  Action  dans  le  mouvement  d'un  point  pesant 4 1  '1 

346.  Mouvement  curviligne  d'un  point  pesant  soumis  au  frottement.      419 

347.  Données  non  régulières \-ii 

CHAPITRE  IV 

LniITES    VVKIABLES. 
SOLLTIONS    DISCONTINUES    ET    VARIATIONS    UNILATÉRALES 

I.  Limites  l'ccriables  sur  des  courbes  données 

348-349.  Faisceau  non  issu  d'un  point.  Foyer  conjugué '|23 

3.5o-35i.  Conditions  nécessaires.  Variations  du  foyer 424 

352-353.  Cas  oîi  les  deux  extrémités  sont  Aariables 42- 

354-355.  Exemple  :  action  relative  au  mouvement  d'un  point  pesant .     .  421) 

II.  Lignes  fermées 

356.  Cas  des  lignes  fermées 432 

357-359.  Démonstration  de  M.  Poincaré.  Extrémales  asymptotiques    .     .      !^'^6 

III.  Solutio7is  discontinues 

360-363.  Directions  faibles  et  directions  fortes 4^'9 

364-366.  Résultats  de  M.  Carathéodory 444 


520  CALCUL  r)r:s  v.uuatio.ns 

Pages 
IV.    Variations  unilatérales 

3G7-371.  Disposition  des  extrémales.  Cliemin  spécial 447 

372-374.  Conditions  de  l'extremum !\3?> 

375-376.  Extension  à  plusieurs  inconnues I^SC) 

CHAPITRE  V 

CAS    DES    DÉIUVLFS    d'oRDRE    SUPliniEUK 

377.  Définition  du  faisceau 4"'8 

378-379.  Extremum  faible  et  extreraum  fort.  Formule  de  Weierstrass.     .  460 

38o-38i.  Conditions  suffisantes 4^1 

382-383.  Conditions  nécessaires 4^3 

CHAPITRE  VI 

RETOUR    AUX    MÉTHODES    AXCIEXRES 

384.  Calcul  de  l'accroissement 4^5 

385-386.  Méthode  de  Scheetfer 466 

387.  Méthode  de  Kneser 4^9 

388-388  bis   La  méthode  des  variations  est  insuffisante  dans  le   cas  des 

variations  unilatérales 47*^' 

389-390.  Réduction  de  la  méthode  de  Jacohi-Clebsch  à  celle  de  Hilbert  .  47^ 

39i-3g3.  Application  aux  solutions  associées.  Interprétation  de  J    .     .     .  474 

CHAPITRE  Vil 

LE    MI>IMLM    STRICT    ET    LE    TUÉOUliME    DE    M.     OSGOOD 

394-39,").  Minimum  strict.  Limite  inférieure  de  l'accroissement    ....  477 

396-397.  Démonstration  de  M.  Osgood.  Remarques 478 

398-398  bis.  Deuxième  forme  du  théorème !fio 

399.  Intégrales  généralisées 483 

400-401.  Application  à  l'objection  de  Du  Bois  Reymond 484 

4o2-4o3.  Influence  des  sinuosités 488 

404.  Exemple  du  solide  de  moindre  résistance 491 

405.  Retour  à  la  variation  seconde 493 

406-407.  Minimum  limité  de  M.  Ililbert 495 

408.  Variations  unilatérales 495 

NOTE  A 

Sur  les  fonctions  implicites , 4q'- 


SAI.NT-AMAND    (cHEr).   IMPlUMEniK    SCIE.\TH-IQUE    BUSSIERE 


JiADAMARD  (J.) 

Leçons  professées  au  Collège  de  France  sur  la  Théorie 
des  Ondes  et  les  Eijuations  de  rHydrodynamique 

1  beau  volume  gr.  in-18,  de  plus  de  400  pages  avec  figures,  1904.    .      18  fr. 

Chapitre  I.  Le  deuxième  problème  aux  limites  do  la  théorie  des  fonctions  harmo- 
niques (Problème  de  Neumann).  1.  Propriétés  générales  des  fonctions  harmoniques. 
2.  Existence  de  la  solution.  Inégalités  auxquelles  elle  est  assujettie.  3.  Cas  a«  U 
sphère.  4.  Problèmes  mixtes.  —  ChapitbkII.  Les  Ondes  au  point  de  vue  cinématique. 
1.  Les  résultats  classiques  (Résultais  relatifs  aux  déformations.  Résultats  relatifs 
aux  vitesses).  2.  Etude  des  discontinuités  :  les  conditions  identiques.  3.  Id.  Les 
conditions  de  comptabilité  cinématique.  Variations  de  la  densité,  des  composantes 
de  déformation  de  la  rotation  instantanée.  —  4.  Id.  Conditions  de  comptabilité 
d'ordre  supérieur.  —  Chapitrb  III.  La  mise  en  équation  du  problème  de  l'Hydro- 
djsnamique.  1.  Les  équations  internes  et  la  condition  supplémentaire.  2.  Intervention 
deg  conditions  aux  limites.  Cas  des  gaz.  —  Chapitre  IV.  Le  mouvement  rectiligne 
de  gaz.  Cas  de  la  vitesse  de  propagation  constante.  2.  Cas  général.  Les  mouvements 
compatibles  avec  le  repos.  3.  Le  phénomène  de  Rieraann-Hugoniot.  —  Chapitre  V. 
Les  mouvements  dans  l'espace.  Vitesse  de  propagation.  Conditionsde  compatibilité. — 
Chapitre  VI.  Application  a  la  théorie  de  l'élasticité.  Cas  de  déformations  infiiùment 
petites.  Cas  de  déformations  finies.  Stabilité  de  l'équilibre.  Ondes  longitudinales  et 
transversales.  —  Chapitre  Vil.  La  théorie  générale  des  caractéristiques.  1.  Caracté- 
ristiques et  bicaractéristiques.  Application  aux  mouvements.  Surface  des  Ondes. 
Rayons.  2.  Théorèmes  d'existence.  Application  à  la  rencontre  des  ondes.  Mouvement 
d'un  fluide  au  contact  d'une  paroi.  3.  Cas  dès  équations  linéaires.  —  Note  I.  Sur  le 
problème  de  Cauchy,  —  Note  II.  Sur  les  glissements  dans  les  fluides.  —  Note  IU. 
Les  tourbillons  dans  les  ondes  de  choc. 

U.  BROGGI 

DES 

ASSURANCES  sdru  VIE  avec  DÉVELOPPEMENTS 

sur  le  Calcul  des  Probabilités 

Ouvrage  traduit  de  l'italien  par  S.  LATTES 
i  beau  volume  in-S  de  330  pages,  cartonné  toile  anglaise    ...      7  fr.  50 

Dans  son  remarquable  traité,  M.  le  Professeur  U.  Brogoi  s'est  proposé  de  présenter 
un   exposé  des  principaux  problèmes   qui   se  rattachent  à  la   détermination  d'une 

frobabilité  de  décès  et  à  l'introduction  de  celle-ci  dans  les  calculs  fînanciers.  C'est 
œuvre  d'un  savant  s'adressant  à  des  esprits  scientiûques  ;  les  mathématiques  y  ont 
la  place  prépondérante  ;  c'est  un  véritable  livre  actuariel. 

La  théorie  des  assurances  sur  la  vie  est,  comme  l'indique  le  titre  de  l'ouvrage, 
l'objet  essentiel  de  l'auteur. 

Une  première  partie  traite  des  fondements  mathématiques  et  statistiques  de  la 
question  (éléments  du  calcul  des  probabilités,  théorie  statistique  de  la  mortalité, 
démonstration  de  quelques  formules  relatives  aux  opérations  financières)  ;  une 
deuxième  partie  est  consacrée  aux  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  mathéma- 
tique des  assurances  sur  la  vie  fméthodes  usuelles  de  calcul,  détermination  de  la 
valeur  des  principales  formes  d'assurances  sur  la  vie)  ;  une  troisième  partie  est 
spéciale  à  la  technique  des  assurances  sur  la  vie  (primes  et  réserves,  profits)  ;  une 
quatrième  et  dernière  partie  est  réservée  à  la  théorie  du  risque  :  la  table  des  valeurs 
de  l'intégrale 

^  o 
est  donnée  en  annexe. 

Le  simple  énoncé  des  questions  suffit,  avec  le  nom  de  l'auteur  pour  montrer  toute 
la  valeur  de  l'ouvrage,  et  il  est  particulièrement  heureux  que  le  public  français 
puisse  en  profiter  grâce  à  l'élégante  traduction  de  M.  S.  Lattes,  professeur  au 
lycée  de  Montpellier;  M.  Achard  a  bien  voulu  la  présenter  et  la  commenter  dans 
une  préface  où  la  sobriété  scientifique  n'exclut  pas  les  observations  qui  dénotent 
une  érudition  à  la  fois  sagace  et  profonde. 

Maurice  Bellom, 

loçénieDr  «a  Corps  dei  Minei, 
Professeur  &  l'Ecole  sopérienre  des  Miaei. 
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